Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


'  -  - 

'\ 

■i     V 

■    ...      'S 

/ 

^ 

■^ 

...A.^   ,r5^;        '.'7' 


.^t-<^- 


Zeitschrift 


für 


Mathematik  und  Physik 


beransgegeben 
unter  der  yerantworÜichen  Redaction 

Ton 

Dr.  O.  Sohlömiloh,  Dr.  E.  Kabl 

und 

Dr.  KL  Cantor. 


XXXV.  Jahrgang;. 


Mit  ia  dea  Toxt  g«draokt«a  Plgurm  und  rler  lithogntphirten  Tafeln. 


Leipzig, 

Verlag  von  B.  G.  Teubner. 
1890. 


192:)4^ 


j 


• 
•    • 

* 

• 
•  • 

.•' 

•  •• 

$                 4 
«                 « 

•                     *         • 

•  •• 

•  •• 

* 

•  • 

•  :'' 

• 
•  • 

•  •  • 

•  • 
• 

•   • 

•  • 

•  •  •■ 

• 

•  • 
•   • 

•  •• 

• 

*         1 

•     • 

•      • 

••• 

•  • 

:/: 

•  •  • 

( 

»     • 

•        • 

•     • 

•  • 

•      •  «    < 

>                          •    « 

•       • 

•     • 

•       • 

•  • 


•  • 


Druck  von  B.  0.  Tenbner  in  Dresden. 


Inhalt. 


Arithmetik  und  Analysig.  Seite 

Ueber   eine  Invariante  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Von  Cand.  Dietriohkeit 62 

Ueber^einige\ Verallgemeinerungen  der  Leibniz'schen  Differentialformel  und 

des  polynomischen  Lehrsatzes.    Von  Dr.  Hurwitz 56 

Ueber  gewisse  homogene  quadratische  Relationen  unter  den  In- 
tegralen einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 

sechster  Ordnung.    Von  Dr.  M*  Kosenkranz 82 

Schluss  der  Abhandlung 129 

Ueber  die  algebraischen  Integrale   algebraischer  Differential- 
gleichungen.   Von  Dr.  Jahnke 148 

Neues  Verfahren    zur   Bestimmung  der   reellen  Wurzeln  zweier 
numerischeralgebraischerOleichungen  mit  zweiUnbekann- 

ten.    Von  Prof.  Dr.  Mehxnke 174 

Eine  Sunmiationsformel.    Von  Prof.  Dr.  Baalsohütz 186 

Beitrag  zum  Studium  der  algebraischen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Integrale  feste  Verzweigungspunkte' 
besitzen,   insbesondere  derjenigen,   welche  die  Ableitung 
bis  zum  dritten  Grade  enthalten.    Von  Dr.  Wallenberg  .    .    .  193 

Fortsetzung  der  Abhandlung 257 

Schluss  derselben 321 

Zur  Integration  der  binomischen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.    Von 

Dr.  Jahnke 376 

Bemerkung  über  eine  zahlentheoretische  Formel.    Von  Dr.  Hosafeld  .    .    .  382 

Synthetische  und  analytisehe  Geometrie« 

Ueber  die  Realität  der  Doppeltangenten  rationaler  Plancurven 

vierter  Ordnung  yom  Geschlechte  NulL  Von  Prof.  Binder  .  25 
Der  Feuerbach'scbe  Satz  vom  ebenen  Dreieck.  Von  Dr.  Slawyk  .  36 
Eine  Construction  fdr  das  Chasles'sche  Problem  der  Projectiyit&t.    Von  Prof. 

Dr.  Schröter 59 

Ueber  die  Configuration ,   welche  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  und  Aehn- 

lichl^eitsgeraden  von  n  Kreisen  der  Ebene  gebildet  wird.  Von  J.  de  Yries    61 

Ueber  zwei  Kegelschnittsätze.    Von  Dr.  O.  Biohter 125 

Ueber  die   Anzahl    der  Lösungen    gewisser   Aufgaben    und    all- 
gemeine Eigenschaften  algebraischer  Curven.  Von  B.  Sporer  237 

Schluss  der  Abhandlung 293 

Ueber  die  durch  ein  lineares  Flächensystem  n**'  Ordnung  definir- 
ten  mehrdeutigen  inyolutorischen  Raumyerwandtschaften« 

Von  Ch.  Steinmetz 219 

Fortsetzung  der  Abhandlung 272 

Schluss  derselben 354 

Das  Problem  der  Winkelhalbirenden.     Von  W.  Heymann 254 

Ueber  einen  Satz  aus  der  projectiyischen  Geometrie.    Von  Dt.*£Yi.l&«^^T  .  ^*^\ 


IV  Inhalt 


Kinematik  und  Meehanilu  stu« 

Ueber    die   Bewegung   eines   starren  ebenen  Systems  in   seiner 

Ebene.    Von  Prof.  Dr.  Mehmka 1 

Scbluss  der  Ablumdlnng ^.    .    66 

Ueber   die  Bewegung  freier  Ketten  in  rotirenden  Linien.     Von 

Prof.  August 97 

Beiträge  zur  Theorie  ebener  Kräftesysteme.    Von  Ing.  Koadh     .    .  166 
Ueber  eine  Yerallgemeinerang  des  dritten  Kepler*schen  (Gesetzes.  Von  P.  Bohl  188 
Die  momentane  Bewegong  dreier  starrer  Geraden  mit  einem  gemeinschaft- 
lichen Punkte.    Von  Prot  Grabler S47 

(Jeher  die  analytische  Verwendung  des  Energieprincips  in  der 

Mechanik.    Von  Prof.  Helm 807 

Pbysik. 

Methode  sur  Bestimmung  des  specifischen  LeitungsyermOgens  des  Erdbodens. 

Von  Prof.  Dr.  Ulbricht Wl 

Allgemeine  Sätze  über  die  elektromotorische  Induction.    Von  Dr.  Adler .    .  ISS 

Das  Telethermometer.    Von  Prof.  Polid 184 

Ueber  die  Temperaturmessungen  im  Bohrloche  zu  Sauerbrunn.  Von  Prol  PuliiJ  191 

Preisanfgaben. 

Von  der  Fürstl.  Jablonowski^schen  Gresellschaft  in  Leipzig 186 

Von  der  physikalisch -ökonomischen  GkseUschaft  zu  Königsberg  i.  Pr.  .    .    .188 


Ueber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  SykCems 
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Dr.  R.  Mehmke  , 

Profenox  an  dtx  teohn.  Hoohsohule  an  Dannttadt. 
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Trotzdem  so  zahlreiche  Arbeiten  über  die  Kinematik  des  starren  ebenen 
Systems  vorliegen,  so  scheint  doch  bis  jetzt  nur  der  „allgemeine'',  d.  h. 
der  gewöhnlichste  Fall ,  in  welchem  die  Polbahn  und  Polcurve  sich  im  End- 
lichen in  gewöhnlichen  Punkten  berühren  und  die  Berührungsordnung  nicht 
TonEins  verschieden  ist,  untersucht  worden  zu  sein.  Soviel  ich  weiss,  hat 
erst  Herr  Schön  flies*  auf  einen  besonderen  Fall  hingedeutet,  nSmlich 
den,  in  welchem  jene  Curven  sich  von  innen  berühren  und  gleiche  Erüm- 
Qiang  besitzen.  Hierdurch  angeregt,  habe  ich  im  Sommer  1886  versucht, 
mir  über  alle  Fälle,  die  bei  der  Momentanbewegung  eines  starren  ebenen 
Systems  in  seiner  Ebene  auftreten  können,  genaue  Rechenschaft  zu  geben 
^nd  diese  Fälle  zweckmässig  einzutheilen.  Die  Ergebnisse  meiner  damaligen 
Untersuchungen  sind  in  der  folgenden  Abhandlung  niedergelegt.  Ich  habe 
mich  vorläufig  auf  die  Betrachtung  der  von  den  Systempunkten  beschrie- 
henen  Bahnen  beschränkt,  glaube  jedoch,  diesen  Gegenstand  zu  einem  ge- 
wissen Abschlüsse  gebracht  und  zugleich  mit  den  allgemeinen  Formeln  des 
^ten  Abschnittes  (§§  4  —  6)  eine  sichere  Grundlage  fElr  weitere  ünter- 
SQchnngen  gegeben  zu  haben. 

Auf  eine  wichtige  Thatsache  will  ich  schon  jetzt  hinweisen:  Die  er- 
wähnten allgemeinen  Formeln  für  die  Geschwindigkeiten  beliebiger  Ordnung 
(ier  Sjstempunkte,  für  die  Wechselgeschwindigkeiten  des  Poles,  für  den 
Zusammenhang  zwischen  ursprünglicher  und  umgekehrter  Bewegung  u.  s.  w. 
bleiben,  was  die  äussere  Gestalt  betrifft,  bestehen,  wenn  man  zu  affin- 
Terftnderlichen  und  collinear- veränderlichen  Systemen,  sei  es  in  der  Ebene 
oder  im  Baume,  übergeht.     Nur  ändert  sich  zum  Theil  die  Bedeutung  der 


*  Arthur  Schön  flies,  Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstel- 
lung, Leipzig  188ß,  S.  46  u.  46. 
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2  üeb.  d.  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene. 

» 
darin  auftretenden  Grössen.  .-Pi^.tomplexen  Zahlen  TT  z.  B.  (s.  §  4)  Ter- 
wandeln  sich  in  Grassmarj^j^'sehe  Quotienten  mit  mehreren  Zfthlem  unc 
Kennern  (Symbole  für.  ^in^e  Verwandtschaften),  die  Determinante  ii 
Gleichung  14)  wird  ei&*<;.  symbolische  u.  s.  w.  Genaueres  hierüber  werde  id 
später  mittheilen.     •'*'• 
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I  L  Yorbemerlnmgen« 

V $8 'schien  mir  für  diese  Untersuchungen  die  gebrftuchliche  geomeirisehi 
.  i)krstellung  der  complexen  Zahlen  das  geeignetste  Werkzeug  abzugeben. 
•-.  '  Als  geometrisches  Bild  der  complexen  Zahl  a;  =  |  +  t$'  dient  bekannt 
lieh  entweder  derjenige  Punkt  Xy  welcher  in  Bezug  auf  das  zu  Grunde  ge 
legte  Axensjstem  die  Coordinaten  |,  |'  hat,  oder  aber  diejenige  nach  LSngi 
und  Richtung  aufgefasste  Strecke ,  deren  Projectionen  auf  die  Axen  |  und  \ 
sind.  Es  wird,  je  nach  Bedürfniss,  von  der  einen  oder  der  andern  Auf 
ÜEissung  Gebrauch  gemacht  werden. 

Man  erinnere  sich  der  folgenden  bekannten  Sätze: 

1.  Bezeichnen  a  und  h  die  als  Punkte  aufgefassten  Bilder  zweiei 
beliebigen  complexen  Zahlen  a  und  5,  so  ist  das  Bild  von  (a  —  5),  al 
Strecke  aufgefasst,  an  Länge  und  Richtung  der  Strecke  ha  gleich. 

2.  Die  Multiplication  einer  als  Strecke  aufgefassten  complexen  Zah 
mit  (f*f  bedeutet  eine  Drehung  jener  Strecke  um  den  Winkel  qo.  Ins 
besondere   zeigt  der  Factor  %  die  Drehung  um  einen  rechten  Winkel  an 

3.  Sind  ahc  und  a]5,C]  zwei  gleicbstimmig  ähnliche  Dreiecke >  8« 
besteht  zwischen  den  complexen  Zahlen ,  die  zu  den  Ecken  jener  Dreieck* 
gehören,  die  Beziehung: 

a  —  6 ^1  "■  ^1 

Die  Bahn  eines  sich  beliebig  bewegenden  Punktes  x  kann  immer  durd 
eine  Gleichung  der  Form  x  =  f(t)  dargestellt  werden,  wobei  t  eine  reell 
Veränderliche  bezeichnet.  Ihrer  Bedeutung  nach  ist  f{t)  eine  eindeutige 
stetige  Function ;  sie  möge  zugleich  als  differentiirbar  vorausgesetzt  werden 
Sieht   man   t  als   die  Zeit   an,    die   von  einem  beliebigen  anfönglichen  bi 

zum   betrachteten  Augenblicke  verflossen  ist,   so  giebt  die  als  Strecke  auf 

dx 
gefasste  complexe  Grösse  x  =  -j-  Länge  und  Richtung  der  Geschwindigkei 

dt 

an,  welche  der  Punkt  x  gerade  besitzt    Ebenso  bezeichnet  x"=-j-z   die  aL 

Strecke  aufgefasste  Beschleunigung  oder  Geschwindigkeit  zweiter  Ordnung 

d^  X 
allgemein  ^*^  =  -jt=-  die  Geschwindigkeit  n^"  Ordnung  von  x. 

at 


Von  Dr.  R.  Mehmke. 


%  2.  Die  versohiedenen  Arten  von  CurrenstellexL.* 

Es   werde   die  Gestalt  der  Carve  x=^f{t)   in   der  Nähe  des  zu  ^  =  0 
^^b5rigen  Punktes,  der  zum  Anfangspunkt  des  Coordinatensjstems  genommen 
erden  soll,  untersucht. 

Die  Entwickelung  von  f{i)  nach  steigenden  Potenzen  von  t  heisse 

ier  soll   h  den   ersten  von  den  auf  a  folgenden  Coefficienten  bedeuten, 
«Icher,  geometrisch  gesprochen ,  nicht  zu  a  parallel  ist;  d.h.  es  soll  jeder 
^r  Quotienten  Ojca,  a^ia/...,  a^ia  reell  sein»  &:a  dagegen  nicht. 
Schreibt  man  daher 

^o  hat  die  Klammergrösse  immer  einen  reellen  Werth,  dessen  unterschied 
^<m  Eins  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  indem  man  t  hinreichend 
^lein  wählt.     D.  h. ,  für  genügend  kleine  Werthe  von  t  hat  man 

1)  a;  =  a^+6^  + 

wo  natürlich 


•  •  •» 


2) 


a  = 


a^a) 


6  = 


affi^> 


ist  Das  Zahlenpaar  (or,  ß)  soll  das  Zeichen  der  untersuchten 
Curvenstelle  genannt  werden.**  Hier  bedeuten  also  a  und  ß  die  Ex- 
ponenten der  beiden  niedrigsten  nicht 
verschwindenden  Ableitungen  von  x 
nach  t,  deren  als  Strecken  aufgefasste 
geometrische  Bilder  nicht  parallel  sind. 
Man  projicire  a?  auf  jede  der  Ge- 
raden oa  und  oh  parallel  zur  jedes 
maligen  andern.  Die  Projectionen  Xa 
und  x^  sind  offenbar  die  geometrischen 
Bilder  der  complezen  Grössen 

3)        Xa  =  at'',    xt=-bifi. 

Da  bei  unbegrenzter  Abnahme  von  t 
oXö  schneller  abnimmt,  als  oXa,  so  ist 
oa  Tangente  der  Curve  in  o.  Wegen 
2)  ist  oa  zu  dem  als  Strecke  auf- 
gefassten  Bilde  von  x^"^  parallel.  Letzteres  giebt  demnach  die  Tangentenrich- 
tung der  Curve  im  fraglichen  Punkte  an.    Ferner  ist  klar,  dass  Xa  und  daher 

*  Vergl.  hierzu  Möbius,  Barjcentrischer  Calcul,  Leipzig  1827  (Gesammelte 
Werke  Bd.  1),  Cap.  6. 

**  Die  Bezeichnung  „Charakteristik**  ist  schon  dermaasen  verbraucht,  dass  es 
geboten  schien,  von  ihr  Abstand  zu  nehmen. 
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anch  X  mit  a  auf  derselben  Seite  von  oh  liegt  oder  nicht,  je  nachdem  i' 
positiv  oder  negativ  ist,  und  Aehnliches  gilt  für  die  Lage  von  x^  bez.  x 
und  b  in  Bezug  auf  oa.  Wenn  daher  das  für  kleine  positive  bez.  negative 
Werthe  von  t  sich  ergebende  Curvenstfick  positiv  bez.  negativ  genannt  wird, 
so  leuchtet  ein,  dass,  je  nachdem  a  bez.  ß  gerade  oder  ungerade  ist,  das 
positive  und  negative  Cnrvenstück  auf  derselben  Seite  von  oh  bez.  oa  liegen 
oder  nicht,  während  die  Lage  des  positiven  Stückes  den  Geraden  oa  und  oh 
gegenüber  in  allen  Fällen  die  gleiche  ist  Bezeichnet  man  also  „gerade* 
durch  -|-  und  „ungerade**  durch  —,  so  entspricht  das  Zeichen  (— ,  — )  einem 
Wendepunkte,  {+,  — )  einer  Spitze  (einem  Rückkehrpunkt  erster  Art),  (+,  +) 
einem  Schnabel  (Bückkehrpunkt  zweiter  Art).  Es  wäre  erwünscht,  für  den 
Fall  (—,+),  zu  welchem  der  gewöhnliche  Curvenpunkt  gehört,  einen  pas- 
senden Namen  zu  besitzen.  In  Ermangelung  einer  bessern  möge  im  Fol- 
genden in  ganz  vorläufiger  Weise  die  Bezeichnung  „  Einseitpunkt **  dafür 
benützt  werden. 

I  8.  Ordnung  der  Berührong.    Sjrflnimiing. 

Die  Eintheilung  der  verschiedenen  Arten  von  Curvenstelien  in  Einseit- 
stellen, Wendestellen,  Spitzen  und  Schnäbel  reicht  für  praktische  Zwecke 
nicht  aus.  Zur  feineren  Unterscheidung  dient  bekanntlich  die  Ordnung  der 
Berührung,  welche  ein  Maass  für  die  Innigkeit  des  Anschmiegens  der  Curve 
an  ihre  Tangente  im  betrachteten  Punkte  ist.  Mit  Mob  ins*  werde  diese 
Zahl  —  sie  heisse  cd  —  als  die  um  Eins  verminderte  Ordnung  der  unendlich 
kleinen  Strecke  x^x  definirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  oXa  unendlich 
klein  erster  Ordnung  gesetzt  wird.     Mit  den  obigen  Bezeichnungen  ist  dann 

4)  a>  =  -^-l.** 

a 

Beim  gewöhnlichen  Curvenpunkt,  dessen  Zeichen  (1,2)  ist,  hat  m  den 
Werth  1.  Dieser  Werth  kann  nur  vorhanden  sein,  wenn  ß=^2a^  also 
gerade  ist,  d.  h.  bei  den  Einseitpunkten  und  Schnäbeln.  Bei  einem  Wende- 
punkte oder  einer  Spitze  dagegen  ist  co  immer  von  1  verschieden,  unter- 
scheidet man  die  Fälle 

CD=1,        CD>1,       CD^l, 

so  ergeben  sich  im  Ganzen  zehn  verschiedene  Arten  von  Curvenstelien,  näm- 
lich je  drei  Arten  von  Einseitstellen  und  Schnäbeln,  je  zwei  Arten  von 
Wendestellen  und  Spitzen.  Zu  derselben  Eintheilung  gelangt  man  auch 
durch  die  Betrachtung  der  Krümmung.  Um  für  letztere  einen  Ausdruck 
zu  gewinnen ,  sehe  man  den  Krümmungskreis  als  Grenzlage  eines  die  Curve 
in  0  berührenden  und  durch  den  unendlich  benachbarten  Punkt  x  gehenden 
Kreises  an.     Sei  (s.  Figur)  xx^  zur  Tangente  oa  parallel  und  oc  diejenige 


*  Möbius,  a.  a.  0.  §  75. 
♦*  MßbiuB,  a.a.O.  §81. 
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Sehne  des  Krttmmungskreises ,  welche  zu  oh  in  Bezug  auf  die  Curvennor- 
male  om  symmetrisch  liegt.  Die  Pankte  Xa  und  xt  mögen  dieselbe  Bedeu- 
tung haben,  wie  früher;  d  sei  der  Schnittpunkt  von  oc  mit  xx^. 

Da  die  Dreiecke  oXhX^  und  x^dc  gleichstimmig  ähnlich  sind,  so  hat 
man  vermöge  des  in  §  1  angeführten  dritten  Hilfssatzes 

Xi  —  0       d  —  Xi  d  —  fl5| 

Nun  ist  aber  die  Strecke  dx^  verschwindend  klein  gegen  die  einander 
gleichen  Strecken  x^d  und  oxa  und  ebenso  od  verschwindend  klein  gegen 
oc,  so  dass  bei  der  Vornahme  des  Grenzüberganges  {Xa  —  o)  an  Stelle  von 
(äfft  — 05,)  und  (d  — aJi),  und  ferner  (c  — o)  an  Stelle  von  (c  —  (Q  gesetzt  wer- 
den kann.     Lässt  man  noch  überall  die  Null  weg,  so  kommt 


5)  c  =  —  Um 


Xa 


Bezeichnet  man  den  absoluten  Werth  der  Krümmung  in  o  mit  Ig  und 
den  (stets  von  0  verschiedenen)  Winkel  zwischen  oa  und  oh  mit  9>,  so  ist 

-        28inq> 

Ä=  — :=: — » 

also  wegen  o) 

6)  h^28%nq>  -j  •Km(/'"'* 

Cr 

Bemerkung.  Nimmt  man  statt  des  Punktes  x^  seine  Projection  auf 
die  Curvennormale  ont,  so  fUllt  oc  in  die  Richtung  ont,  oder  es  wird 
m  —  o^^i^ic  —  o).  Wird  daher  die  Projection  der  Geschwindigkeit  x^^  auf 
die  Curvennormale  mit  t  bezeichnet,  so  erhält  man  im  Falle  ß^=2a  aus 
5)  und  2)  zur  Bestimmung  des  Erümmungsmittelpunktes  nt: 


'  \  «  /  2»^* 


Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  die  Krümmung  endlich  und  nicht  Null, 
oder  Null,  oder  unendlich  wird,  je  nachdem  2a=  ß,  oder  2a ^ß,  oder 
2a'>ß  ist.  Der  Fall  2a  =  ß  verlangt  ein  gerades  /?,  d.  h.  nur  in  Ein- 
seitsstellen  und  Schnäbeln  kann  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Krüm- 
mung vorhanden  sein:  in  Wendepunkten  und  Spitzen  ist  die  Krümmung 
entweder  Null  oder  unendlich  gross.  Man  gelangt  folglich  auf  diesem  Wege 
ebenfalls  zur  Eintheilung  der  Curvenstellen  in  zehn  Arten ,  und  zwar  stimmt 
diese  Eintheilung  mit  der  oben  angegebenen,  welche  auf  die  verschiedenen 
möglichen  Werthe  der  Ordnung  der  Berührung  gegründet  war,  ttberein.    In 

derTbat,  weil  a>  =  |?:a  — 1,  so  hat  man  cd^I,  je  nachdem  2a^/5,  oder 

je  nachdem  die  Krümmung  Null,  oder  endlich  und  nicht  Null,  oder  un- 
endlich ist. 
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I.  Allgemeine  Formeln  fttr  die  Bewegung  eines  starren  ebenen 
Systems  in  seiner  Ebene  und  deren  Umkehrung. 

I  4.  AuBdrAcke  f&r  die  Ghesohwindigkeiten  versoliiedener  Ordnung 

der  Systempunkte* 

Die  Lage,  welche  das  bewegte  starre  ebene  System  £  im  Augenblicke 
ts=0  inne  hat,  werde  £  genannt.  Ferner  bezeichne  .r(0  denjenigen  Punkt 
von  £^  welcher  im  Augenblicke  /  mit  dem  Punkte  x{t)  des  ruhenden 
Systems  zusammenfällt.  Wenn  x(t)  seine  Lage  nicht  ändert,  so  föllt  x(t) 
immer  mit  demselben  Punkte  des  bewegten  Systems  zusammen,  d.  h.  x{t) 
beschreibt  die  Bahn  jenes  Punktes  im  ruhenden  System.  Ist  jedoch  x{t) 
ein  fester  Punkt  des  ruhenden  Systems,  so  durchläuft  x{t)  in  Z  den  Ort 
derjenigen  Punkte,  welche  im  Verlauf  der  Bewegung  auf  x{t)  fallen.  Jener 
Ort  ist  daher  die  Curve,  die  ein  in  x{t)  befestigter  Stift  dem  bewegten 
System  aufschreiben  wtlrde.  Diese  Curve  ist  zugleich  die  Bahn,  welche 
x{t)  bei  der  ümkehrung  der  ursprünglichen  Bewegung  durchschreitet.  Es 
können  x{t)  und  x{t)  auch  gleichzeitig  ihre  Lage  ändern;  denn  wenn  z.  B. 
x(t)  sich  in  ganz  beliebiger  Weise  im  ruhenden  System  bewegt,  so  wird 
dieser  Punkt  im  Allgemeinen  in  jedem  Augenblicke  wieder  mit  einem  an- 
dern Punkte  von  £  zusammentreffen.  In  diesem  Falle  sollen  die  Geschwin- 
digkeiten  aller  Ordnungen  von  x(t)  und  x(t)  eingeklammert  werden.  Ferner 
sollen  bei  allen  von  t  abhängenden  Grössen  die  auf  f  =  0  bezüglichen  Werthe 
durch  Weglassen  des  Argumentes  t,  alle  Ableitungen  nach  t  durch  Striche 
bezeichnet  werden. 

Seit  dem  Augenblicke  f  =  0  habe  sich  das  bewegte  System  um  den 
Winkel  w{t)  gedreht.  Sind  a{t)  und  x{t)  zwei  beliebige  Punkte  von  2^, 
a{f)  und  x{t)  ihre  Lagen  im  ruhenden  System  zur  Zeit  ^,  so  geht  also  die 
Strecke  ax  aus  nx  —  abgesehen  von  einer  Parallelverschiebung  —  durch 
Drehung  um  den  Winkel  w{t)  hervor,  d.  h.  man  hat: 

8)  «(0-«W  =  e'"<"(f(0-?W) 
oder 

8')  x(t)-a  (0  =  e-'-W  (_x(t)  -  a«)). 

Es  werde  zuerst  angenommen,  dass  a{t)  und  x{t)  sich  als  System- 
punkte bewegen ,  d.  h.  q{t)  =  a^a  und  x(t)  =  x=sx  feste  Punkte  von  £ 
sind.  Leitet  man  unter  dieser  Voraussetzung  Gleichung  8)  n-mal  nach  t 
ab  und  setzt  man  zugleich 

9)  ?-|l^  =  e'-iOTr„(0, 
so  ergiebt  sich: 

10)  rc(") (0  -  aC»»  (0  =  e»*"'<'>  W„  (0  (f  (t)  -  ?  W) , 
und  insbesondere  für  t  =  0: 

U)  x<»>-a<»)  =  Tr,(a;-a). 


Von  Dr.  B.  Mehmki. 


Für  die  umgekehrte  Bewegung,  bei  welcher  a{t)  =  a  und  x(t)  =  x  feste 
Punkte  sind,  erhftlt  man  aus  8')  mit  der  Bezeichnung 

/2"  A— 110(0 

9-)  ?::£__=«-"•<')  r-(o 

die  Gleichung 

10')  y(») (0  -  nj^)(t)  =  e-'«<')  W,  (a?(i)  - a{t)), 

und  für  <  =^  0 

1 1')  .r<")  -  /i'")  =  JF,  (ä  -  a). 

Es  müssen  jetzt  die  Ausdrücke  W  und  W  berechnet  werden.  Leitet 
man  Gleichung  9)  einmal  nach  <  ab,  so  kommt,  wenn  der  Einfachheit  wegen 
das  Argument  t  überall  weggelassen  wird: 

(c'»)(«+i>  =  (?«■•  TTn  +  f^'^iw  TT«. 

Andererseits  ist  nach  Gleichung  9)  selbst 

Folglich  hat  man 

12)  Tr„+,  =  ir„  +  ff(;'Tr„. 

Die  n- malige  Ableitung  der  Gleichung 
ergiebt 


Daher  ist 
13) 


Die  Formeln  12)  und  13)  dienen  zur  schrittweisen  Berechnung  der 
Grossen  W. 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  13)  für  die  Werthe  n=l,  2,  ...,n 
hingeschrieben,  so  liefert  die  Elimination  von  T^i,  TT,,  ...,  TT«  unmittelbar 


14)     Tr«+,  =  i-+'. 


'  (?)«'"    (2)«'"  -     (T)«^"^     «^"+'* 


0      0 


0 


w 


Man  hat  z.  B. 

TfT  =  f w ,     TT,  =  f w"-  w  «,     TT.  =  »(w"'-  w'»)  -  3ii;V'  u.  s.  w. 

Die  Vergleichung  von  9)  und  9')  zeigt,  dass  Wx  die  lu  Wi  ^QIi'^\^sa^l^ 
eomplexe  Grösse  ibL 


8         üeb.  d.  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene. 

Anmerkung.  Es  bedarf  nnr  einer  geringfügigen  Aendernng  an  den 
Formeln  dieses  und  der  beiden  folgenden  Paragraphen,  damit  dieselben  auch 
ftlr  ähnlich -yeränderliche  Systeme  Geltung  erlangen.  Man  vergleiche  meine 
Abhandlung  über  ähnlich -yerSnderliche  Systeme,  Civilingenieur  Bd.  29, 
1883,  wo  in  der  Anmerkung  zu  §  5  die  Gleichung  12)  entsprechende  Be- 
cursionsformel  bereits  angegeben  ist. 

I  5.  FoTtaetBung. 

Man  nehme  jetzt  an,  dass  x{t)  und  ^{t)  beide  sich  bewegen,  während 
rt{t)  in  £  ruht.  Dies  berücksichtigend,  leite  man  die  Gleichung  8)  n-mal 
nach  t  ab  und  setze  nachher  ^  =  0.     Es  kommt 

nnd  nach  Sabtraction  von  Gleichung  11),  da  x  =  x,  a=  aist: 

«-» 

15)  («(•») -  «(•'  =  y  (7)  W,  («(-")  (Wo  =  1). 

Es  ist  I.B.: 

(«O-^  =  (*'). 
{x")-*"={x")+2W,(x)* 

(,'")-«'"  =  («"')  +  3Tr,(x")  +  3W,(x')  n.  8.  w. 
Anf  Shnliche  Weise  findet  man: 

ISO  (?<-»)-f<"»=2'(7)  f '(**""")• 

z.B. 

(O -«"=(*")+ 2  Fl  (*'). 

«)  -«'"=  («'") + 3  Jr,  («")  +  3  jr,  {x')  n.  s.  w. 

Wird  nachträglich  wieder  angenommen,  dass  x  ruht,  so  verschwinden 
die  Ableitungen  (x')f  (x")^  ...  und  die  Ableitungen  von  x  müssen  ohne 
EQammer  geschrieben  werden.    Dann  liefert  die  Gleichung  15): 

16)  -  «C«)  r=  V  (*[j  W/:r<— '). 
Z.  B. 

^x''^x''+2W^x\ 

-«"'=«'"+ 3TF,f"+ 3 Wj:r'  u.  s.  w. 


*  Diese  Gleichnng  drückt  den  Sats  von  Coriolis  aus  (vergl.  Burmesteri 
Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  l  S.  779).  Gleichung  16)  ist  daher  als  Yerallgemei- 
neruDg  des  8atze8  von  Coriolis  zu  betrachten. 


Von  Dr.  R.  Mbhmkb. 


•t^'  -f'  .'^^r^^X^"  .  '*.  ^~*,^*v^*»X*»X'  „^  .^V^'*,^"«^^'''^'"^-' 


Anf  fihnliche  Weise  findet  man  aus  lö"): 

16')  -j-l")=  Vf^j  »f',a;("-'>. 

Z.  B.  •        /=«  ^  ^  • 

—  .r    =  aj,  \ 

—  x"^=  aj'"+  3  ly^  a?"+  3  f^j  *'  "•  s«  ^• 
Diese  Gleichungen  stellen  Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeiten 
verschiedener  Ordnung  dar,  welche  ein  und  derselbe  Punkt  bei  der  ursprüng- 
lichen und  bei  der  umgekehrten  Bewegung  besitzt. 

g  6.  Geschwindigkeiten  des  Poles  erster  Ordnung. 

Sei  ${f,)   die  anflingliche  Lage  desjenigen  Sjstempunktes ,   welcher  zur 

Zeit  i  die  Geschwindigkeit  (erster  Ordnung)  Null  hat,  also  zum  Pole  (erster 
Ordnung)  wird,  und  p[f.)  die  Lage  dieses  Punktes  im  ruhenden  System. 
Dann  besteht  fttr  alle  Werthe  von  i  die  Gleichung 

Wenn  daher  in  Gleichung  10)  x^=^p  und  f»=l  gesetzt  wird,  so  kommt 

Man  leite  diese  Gleichung  n-mal  nach  i  ab,  indem  man  n{J^  als  ruhend 
betrachtet,   bringe  auf  der  rechten  Seite  das  letzte  Glied  allein  und  setze 

-«<"+«  =2' (?)  ^^'z+i (?'"-")  +  T»".+i(p-«). 

Zieht  man  hierron  Gleichung  11)  ab,  nachdem  man  darin  x  dnrch  p  and 
n  dnrch  (fi+l)  ersetzt  hat,  so  findet  man 

17)  •  _p(-+«)  =  V  (Jj  Tr,+,  (p(-"). 

Z.  B. 

-J>''  =  Wi(i>'), 

-P"=  W^.(l>")  +  2^,(P')   n.  s.  w. 
Fflr  die  nmgekehrte  Bewegung  ergiebt  sich  auf  Shnliche  Weise 

»-t 

17-)  -t^''^^\l)  ^'+»(^*""")- 

Z.  B. 

-p"'=  f ,  (p") + 2  »r,  (!»')  u.  8.  w. 

Hier  erscheinen  die  (Geschwindigkeiten  höherer  Ordnung,  welche  der  .gerade 
im  Pol  befindliche  Sjstempunkt  bei  der  ursprünglichen  und  bei  der  um- 
gekehrten Bewegung  hat,  dnrch  die  sogenannten  „ Wechselgeschwindigkeiten " 
(l^'>)  und  (p<^)  des  Poles  soiBgddrflckt.    Durch  AufUaxmg  d^t  Q\<^v^\ai2|!sa 
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17)  and  17')  kOnnen  umgekehrt  die  Wechselgeschwindigkeiten  des  Poles  in 
Gestalt  linearer  Functionen  der  |^'^  bez.  p^^  dargestellt  werden. 

Man  leite  die  Gleichung  8)  bei  constantem  ft{t)  einmal  nach  t  ab,  nach- 
dem man  zuvor  x  durch  p  ersetzt  hat     Es  kommt 

(P  W)  -  a{t)  =  «•«'('»  TT,  {p  it)  -  n  (t))  +  e*»(')  (p  (0). 
Darch  Subtraction  der  fttr  o;  =  p  and  m  =  1  geschriebenen  Gleichnng  10)  folgt 

18)  (j»'«))  =  «■■•<"  (P'«)).* 

Leitet  man  diese  Gleichnng  (n— l)-mal  nach  t  ab  und  setzt  hierauf  ^  =  0, 
so  ergiebt  sich  ^_j 

19)  (P^">)=2'('*7^)  Wi(p<'-'>). 
Es  ist  z.  B. 

(P'')  =  {p")  +  W,(,/), 

(/")  =  (P")  +  'iW,  \p")  +  in  (p  )    U.  8.  W. 

Wäre  man  von  der  Gleichung 

ausgegangen,  so  hätte  man  erhalten 

«—I 

ly)  (P<-o=^(''7  )ri(i>^"-'>). 

Z.  B. 

(P)=(P), 

(P")  =  {pl  +  f 'i  (!>') . 

(p'l  =  (/>'")  +  2  ff' (i)")  +  ff,(p')  u.  8.  w. 


II.  Arten  der  (unendlich  kleinen)  Bewegung  eines  starren 

ebenen  Systems. 

I  7.  Allgemeine  Bemerkungen« 

Es  kann  jetzt  dazu  übergegangen  werden,  die  verschiedenen  Fälle  auf- 
zuzählen und  eingehend  zu  beschreiben,  welche  sich  bei  der  Bewegung  eines 
starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  unterscheiden  lassen,  sofern  jene 
Bewegung  blos  während  einer  unendlich  kleinen  Zeitdauer,  etwa  im  Augen- 
blicke ^  =  0 ,  beobachtet  wird. 

Sei  m;'")  die  niedrigste  der  nicht  verschwindenden  Ableitungen  von  ir, 

ako 

k;'  =  0,    ir''=0,    ...,     frf«-«>=0, 
dagegen 

*  Diese  Gleichung  drflckt  aus ,  dass  die  Polbahn  und  Polcnrve,  die  Orte  von 
jD  im  ruhenden  und  im  bewegten  Systeme,  anfiainander  rollen. 
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Dann  folgt  aus  13): 

Man  beachte,  dass  TTx  die  erste  nicht  verschwindende  der  Grössen  W 
ist,  sowie  dass  der  reelle  Theil  von  Wax  nie  verschwindet,  sondern  immer 
einen  negativen  Werth  hat.  Die  complexen  Grössen  W  sind,  wie  bereits 
bekannt,  zu  den   W  conjugirt 

Bezeichnet  x^^^  die  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  eines  beliebigen 
Sjstempunktes  x,  welche  nicht  verschwindet,  so  hat  man  vermöge  16) 
und  20): 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass,  wenn  eine  der  Strecken  a;<''+*) 
und  j!J<''+»)  entweder  verschwindet,  oder  zu  x^^^  (also  auch  or^*^)  parallel 
ist,  bei  der  andern  weder  das  Eine,  noch  das  Andere  stattfinden  kann, 
während  andererseits  för  ^  =  0,  1,  ...,  (x  — 1)  die  Strecken  rt<'+^)  und  x^^+f^ 
gleich7.eitig  verschwinden  oder  zu  o^')  parallel  werden.  Man  erinnert  sich 
nun  aus  §  2,  dass  die  Exponenten  der  beiden  ersten  unter  den  Strecken 
x^'>  bezw.  j;<"\  welche  nicht  verschwinden  und  auch  nicht  parallel  zueinan- 
der sind,  das  Zeichen  der  Bahnstelle  zusammensetzen,  welche  im  Augen- 
blicke ^  =  0  bei  der  ursprünglichen  bezw.  umgekehrten  Bewegung  von  dem 
Systempunkte  x  beschrieben  wird.  Sind  also  (v,  v  +  a)  und  (v,  v  +  a)  die 
Zeichen  jener  Curvenstellen ,  so  erkennt  man  Folgendes: 

Ist  eine  der  Zahlen  a  und  q  grösser  als  x,  so  hat  die  an- 
dere den  Werth  x.  Ist  eine  von  ihnen  gleich  x,  so  ist  die  an- 
dere entweder  gleich  oder  grösser  als  x.  Liegt  eine  jener 
Zahlen  unter  x,  so  sind  beide  einander  gleich. 

Weil  die  fraglichen  Curvenstellen  die  erste  Zahl  in  ihren  bezüglichen 
Zeichen  gemeinschaftlich  haben,  so  können  dieselben  nur  entweder 
beide  zu  den  Einseit-  und  Wendestellen,  oder  beide  zu  den 
Spitzen  und  Schnäbeln  gehören. 

Ganz  unmöglich  ist  es,  dass  ein  Sjstempunkt  bei  der  ursprünglichen 
Bewegung  etwa  eine  gewöhnliche  Curvenstelle,  also  eine  Einseitstelle,  bei 
der  umgekehrten  Bewegung  dagegen  eine  Spitze  oder  einen  Schnabel  be- 
schreibt 

Es  wird  jetzt  nöthig,  eine  Trennung  in  verschiedene  Fälle  eintreten  zu 
lassen.  Zunächst  muss  man  unterscheiden,  ob  der  Pol  im  Endlichen  oder 
onendlich  fem  liegt 
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A.  Der  Pol  liegt  im  Endlichen. 

g  8.  Die  Berübmngsstellen  der  Folourren. 

Sei  j^^^  die  erste  nnter  den  Grössen  (^'),  (i?"),  ...,  welche  nicht  ver- 
schwindet, also 

(p')  =  0,    (p")=0 (p<'-'>)  =  0, 

dagegen  ^ 

(pU))^0. 

Bei  Benützung  von  20)  ergeben  dann  die  Gleichungen  19)  oder  19'): 

(/)  =  0,    (;»")  =  0 (p(i-<))  =  0; 

(p<H»))  =  (p«+»))  -  (*"''* ~M»»;«)(p<i)). 

Es  giebt  (p''0  =  (P^'*)i  als  Strecke  aufgefosst,  offenbar  die  Bichtung 

der  gemeinschaftlichen  Tangente  an,  welche  die  Polbahn  und  Polcurve  im 
Augenblicke  ^  =  0  besitzen.  Aus  der  letzten  der  eben  geschriebenen  Gleich- 
ungen geht  hervor,  dass,  wenn  eine  der  Strecken  (|?t^+*>)  und  (i>^^+*^)  Null 

oder  zu  (p^O  P&rallel  ist,  bei  der  andern  keiner  dieser  beiden  Fälle  ein- 
treten kann.  Hftlt  man  dieses  mit  dem  umstände  zusammen ,  dass  für  ^  <  k 
immer  (p^+9>)  =  (|>(^+9>)  ist,  so  kommt  man  zu  folgendem  Ergebnisse: 

Wenn  die  zu  ^  =  0  gehörigen  Berührungsstellen  der  Polbahn 
und  Polcurve  die  Zeichen  {l,  1+fi)  und  (^,  A  +  /u)  haben,  so  kOnnen 

die  Zahlen  fi  und   fi  nicht  beide  grOsser  als  x  sein.     Ist  eine 

von  ihnen  kleiner  als  k«  so  sind  beide  einander  gleich.  Hat 
eine  derselben  den  Werth  k,  so  ist  die  andere  entweder  gleich 
oder  grosser  als  x.  Sobald  fi  und  fi  ungleich  sind,  ist  immer 
die  kleinere  dieser  Zahlen  gleich  x. 

I  9.  Der  Fol  als  Systempunkt. 

Wendet  man  die  Gleichungen  20)   nnd  22)  auf  17)  und  17')  an,   so 

kommt : 

p=0,     p"=0,     ^'"=0,     ...,    y»+i-i)  =  0; 

23)  \  ?=^'    ^>^^    ?"=^'     •••'    P/'+^-*^=0; 

p(x+i)  =  _p(i«+i)=(*+^""^)tK^«)(pa)). 

Man  sieht,    dass  p^*^^  und  p<*+^  die  ersten  nicht  verschwindenden 

unter  den  Strecken  p\  p",  ...  bezw.  p\  p\  ...  sind  und  beide  auf  (i)^^) 
senkrecht  stehen.     Also: 

Der  augenblicklich  mit  dem  Pole  zusammenfallende  Sj- 
stempunkt  beschreibt  —  sowohl  bei  der  ursprünglichen,  als 
der  nmjrekehrten  Bewegung  —  eine  Curvenstelle,  deren  Tan- 
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gente  auf  der  gemeinsamen  Tangente  derPolcaryen  senkrecht 
steht  nnd  deren  Zeichen  die  Form  (x  +  X,  x  +  X+«**)  hat. 

Im  üebrigen  gelten  die  in  §  7  unter  21)  gemachten  Bemerkungen. 
Ans  denselben  folgt  n.  A.,  dass  von  den  beiden  zur  ursprünglichen 
nnd  zur  umgekehrten  Bewegung  gehörigen  Curvenstellen, 
welche  der  Pol  als  Sjstempunkt  in  irgend  einem  Augenblicke 
erzeugt,  immer  wenigstens  die  eine  unendlich  grosse  Krüm- 
mung hat. 

g  10.  Vom  Fol  Yersohiedene  Systempunkte. 

Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  11)  und  11')  a  durch  p  und  berück- 
sichtigt 20)  und  23),  so  ergiebt  sich: 

Hieraus  folgt: 

Jeder  nicht  mit  dem  Pole  zusammenfallende  Sjstempunkt 
beschreibt  —  sowohl  bei  der  ursprünglichen,  als  der  umgekehr- 
ten Bewegung  —  eine  Curvenstelle,  deren  Tangente  auf  der 
Verbindungslinie  des  Punktes  mit  dem  Pole  senkrecht  steht 
(oder  deren  Normale  durch  den  Pol  hindurchgeht)  und  deren 
Zeichen  die  Gestalt  (x,  x-|-***)  hat. 

Auch  hier  muss  an  die  zu  21)  gemachten  Bemerkungen  erinnert  werden. 
Dieselben  führen  u.  A.  zu  dem  Ergebniss,  dass  yon  den  beiden  Cur- 
▼  enstellen,  welche  ein  und  derselbe  nicht  mit  dem  Pole  zu- 
sammenfallende Sjstempunkt  bei  der  ursprünglichen  und  der 
umgekehrten  Bewegung  beschreibt,  höchstens  eine  die  Krüm- 
mung Null  haben  kann. 

1 11.  Die  Yerallgemeinerten  De  La  Hire'Bohen  Kreise. 

Man  zerlege  die  complexen  Grössen  W  in  ihre  reellen  und  rein  imagi- 
nären Bestandtheile ,  schreibe  also  etwa: 

25)  Wn^Un  +  iVn. 

Dann  wird  mit  der  Bezeichnung 

26)  ^''^^"Un' 

27)  a;<''»=  t/n(rc-g„)  +  fF„(a;-p). 
[Zufolge  11)  ist  nämlich  für  a  =  pi 

In  dieser  Gleichung  erscheint  die  Geschwindigkeit  n*^  Ordnung  sfi^^  in  zwei 
Componenten  zerlegt,  von  welchen  die  eine  parallel  zur  V^tVÄTi&xm^^vTA.^ 
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von  X  mit  dem  Punkte  Qn  ist,  die  andere  senkrecht  anf  der  Verbindongs* 
linie  von  x  mit  dem  augenblicklichen  Pole  steht.^ 

Daher  ist  x^^^  dann  und  blos  dann  parallel  zu  af'\  d.  h. 
normal  zn  xp^  wenn  x  anf  dem  Kreise  liegt,  der  die  Strecke pg« 
zum  Durchmesser  hat. 

Dieser  Kreis  werde  mit  Kn  bezeichnet.  Für  die  ümkebrong  der  ur- 
sprünglichen Bewegung   giebt  es  Kreise  von  ähnlicher  Bedeutung.     Wdl 

nämlich 

2o)  ff  =  P,-tF„ 

ist,  so  hat  man 

27')  o^'^=U,{x-q,)-iV„{x-p), 

wenn 


26)  gn-=p- 


p<") 


gesetzt  wird.    Aus  27^)  folgt,  dass  der  über  pQn  als  Durchmesser  beschrieb 

bene  Kreis  A,  der  Ort  derjenigen  Sjstempunkte  ist,  für  welche  bei  der 
umgekehrten  Bewegung  die  n^  Geschwindigkeit  zur  x^*°  parallel  wird.  Ini 
Falle  x=l,  n=^2^  in  welchem  q^  als  „ Wendepol **  oder  „Mittelpunkt  der 
Winkelbeschleunignngen*'  (Schell)  bezeichnet  wird,  sind  diese  Ejreise  be- 
kanntlich schon  von  De  La  Hire  (1706)  bemerkt  worden.  (S.  Bnrmester, 
Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  1  S.  121.) 

1 12.  Ausartungen  der  Kreise  Kn  und  Kn» 

. 

Es  müssen  noch  drei  besondere  FSlle  erörtert  werden. 
1.   Wenn  U„  verschwindet  [was  z  B.  für  die  Werthe  w  =  x  +  l,  x  +  2, 
...,  2x-'l    zufolge  20)  immer  der  Fall  ist],  p^"^  aber  nicht,   so  hat  man 

xf^)  =  iVn  {x-p)  +!><">,     :t(»)  =  -  iV„{x-'p)  +p<">, 

ako   wird  jetzt  0^"^   (bezw.  s^^^)  dann   und  blos  dann  parallel  zu  a^*>  oder 

aK*^  (normal  zu  xp)^  wenn  xp  auf  |)<">  bezw.  j?^"*  senkrecht  steht.  Mit 
anderen  Worten: 

Ist  (/,  =  0,  jp^">  aber  nicht,  so  artet  der  Kreis  Ä^„  (bezw.  £[^) 
in  eine  Gerade  aus,  welche  den  Pol  enthält  und  senkrecht  auf 
p(»)  (bezw.  p^^^)  steht 

Es  hätte  dies  auch  aus  Gleichung  26)  [bezw.  26')]  geschlossen  werden 
können,  welche  zeigt,  dass  gn  (bezw.  q„)  sich  in  der  Richtung  ;><")  (bezw. 

p^"^)  ins  Unendliche  entfernt,  wenn  U„  unbegrenzt  abnimmt. 

Dieser  Fall  kann  fQr  n  =  2ic  nicht  eintreten,  da  (/2x  immer  von  Null 
verschieden  ist.     [S.  Gleichung  20)]. 


*  Allgemeinere  Zerlegungen  dieser  Art,  auch  bei  ähnlich- veränderlichen 
Systemen,  sind  in  meiner  Abhandlung  „Ueber  die  Geschwindigkeiten  beliebiger 
Ordnung  eines  in  seiner  Ebene  beweg^ten  ähnlich -veränderlichen  ebenen  Systems*', 
Civilingenieur  Bd.  29,  1883,  angegeben. 
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2.  Verschwindet  p^"^    (bezw,  p^"^),  aber  nicht  P«,  so  fallt  Qn 

(bezw.  qn)  auf  />,  also  schrumpft  der  Kreis  iTn  (bezw.  f(n)  zu  einem 

Ponkte,  nämlich  p,  zusammen. 

Dieser  Fall  ist  fttr  w  =  x  +  X  unmöglich,   da  |)<*+*^  und  p<*+^)  stets 
von  Null  verschieden  sind.     [S.  Gleichung  23).] 

3.  Ist  Un  sowohl  als  p^"^  Null,  so  wird 

«(«)«»F.(»-p),     x^«>  =  -tF.(a?-p), 

d.  b.  es  sind  bei  allen  Sjstempunkten  die  Geschwindigkeiten 
»••'  und  X**'  Ordnung  parallel,  sowohl  bei  der  ursprünglichen, 
als  der  umgekehrten  Bewegung.  Es  wird  in  diesem  Falle  Qn  bezw. 
gm  durch  die  Gleichungen  26)  bezw.  26')  nicht  bestimmt. 

Dieser  Fall  kann  weder  für  n  =  2x,  noch  für  n^^x  +  l  eintreten. 

1 18.  BeBiehungen  swisohen  den  EreiBen  Kn  und  Em» 
Nach  Gleichung  23)  ist  für  jeden  unter  (2x  + A)  liegenden  Werth  von  n 

und  folglich  wegen  26)  und  26') 

während  dagegen  [ebenfalls  nach  23)]  p(*»+^>  nie  gleich  p(^*+i)  oder 
(^tir+i— 1>)  gleich  (p  — 3^2«+^)  werden  kann. 

D.  h.:  Ist  n^  2x4-^9  so  liegen  die  Punkte  g»  und  qn  sjm- 
metrisch  zu  p.  Folglich  haben  in  diesem  Falle  die  Kreise  AT» 
und  An  gleiche  Grösse  und  sie  berühren  sich  (von  aussen)  im 
Pole.  Artet  (ebenfalls  bei  n^2k+  X)  einer  von  ihnen  in  eine 
Gerade  aus,  so  geht  der  andere  in  dieselbe  Gerade  über.  Die 
Punkte  qiM-^X  und  9211+  können  nie  symmetrisch  zu  p  liegen, 
also  auch  die  Kreise  ATsx+X  und  42*+^  °^®  ^^  ^^^  eben  geschil- 
derten Beziehung  stehen. 

Bemerkung.  Die  Vergleichung  von  27)  und  2T)  führt  zu  einem 
merkwürdigen  Satze,  der  nicht  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  soll. 
Durch  Addition  jener  Gleichungen  erhält  man 

Qn  +  Qf 


^  rr    /         Qn'rQn\ 


Da  nun  U„  reell  ist  und   (9n  +  ^n):2  den  Mittelpunkt  der  Strecke  qnQn 
vorstellt,  so  heisst  dies: 

Die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  n^*'  Ordnung,  die 
ein  und  derselbe  beliebige  Sjstempunkt  bei  der  ursprünglichen 
und  bei  der  umgekehrten  Bewegung  hat,  geht  immer  durch 
einen  festen  Punkt,  welcher  in  der  Mitte  zwischen  qn  und  g« 
liegt,  also  mit  dem  Pol  zusammenfällt,  sobald  ii<C2x*t*^  ^^"^ 
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Hierbei    ist   jedoch    Un^O    voransgesetzi     Wenn    Un  verschwindet ,    so 
hat  man 

Die  fragliche  Resultante  ist  also  in  diesem  Falle  einer  festen  l^chtimg 
parallel  nnd  yon  constanter  Grösse,  oder  aber  Noll;  Letzteres,  wau 
(p(«)+pC«))  yersch windet 

1 14.   Zeichen  der  Yon  den  ge'wöhnliohen  Systeimpnnkten 

besohriebenen  Bahnstellen. 

Da  für  n<2x,   aber  nicht  fQr  n  =  2x,    Un  verschwindet  und  wd^ 
femer  für  »<  x+A,  aber  nicht  für  w  =  2x+A,  j?(">  =  0  nnd  //">  =  0  i 
so  sind  für  alle  Werthe  von  n,    welche  unter  der  kleineren  der 
Zahlen  2k  und  (x  +  A)  liegen,  die  Strecken  ofi*^  bezw.  ir<">  nnd  «^"^  oder^ 
parallel,   während   für   n  =  2x  und   n^^n  +  i  nur  die  auf  der  Linie  f, 
bexw.  Kn  befindlichen  Sjstempunkte  jene  Eigenschaft  besitzen.     (8.  §  11« 
Daraus  folgt: 

Sowohl  bei  der  ursprünglichen  Bewegung,  als  deren  üm-^ 
kehrung  beschreiben,  falls  x<i  ist,  alle  Sjstempunkte  —  mit 
Ausnahme  gewisser,  die  eine  Linie  erfüllen  —  Bahnstellea 
mit  dem  Zeichen  (x,  2x),  also  mit  endlicher  und  von  Null 
verschiedener  Krümmung;  dagegen  solche  mit  dem  Zeichen 
(x,  x  +  A),  also  mit  unendlich  grosser  Krümmung,  wenn  x^A  ist» 

Bahnstellen  mit  der  Krümmung  Null ,  z.  B.  gewöhnliche  Wendepunkte, 
können  also,  bei  endlichem  Pol,  nur  von  den  Punkten  einer  gewissen  Ans- 
nahmelinie  ^zeugt  werden,  üeber  die  äussere  Gestalt  der  Bahnstellen, 
welche  von  den  gewöhnlichen  Sjstempunkten  beschrieben  werden,  ist  zu 
bemerken,  dass  nur,  wenn  x^A  ist,  alle  vier  Haoptarten  von  Curven- 
stellen  auftreten  können ,  während  im  Falle  x  ^  A  nur  Einseitst«llen  und 
Schnäbel,  nicht  aber  Wendestellen  und  Spitzen  möglich  sind. 

Was  nun  jene  Ausnahmelinie  betrifft,  so  besteht  dieselbe  für  x  =  A'in 
dem  nie  ausartenden  Kreise  h\u  bez.  A'^«.  Diese  beiden  Kreise  haben  nach 
§  13  gleiche  Grösse  und  berühren  einander,  wie  auch  die  Polbahn  und  Pol- 
curve ,  im  Pole.  Letzteres  folgt  daraus ,  dass  nach  den  Gleichungen  23) ,  26), 
26')  im  Falle  k  =  A  die  Punkte  ^2»  und  q2k  auf  der  gemeinschaftlichen  Nor» 
malen  jener  Curven  liegen. 

Ist  X  >  A ,  so  föUt  die  Ausnahmelinie  —  sowohl  bei  der  ursprünglichen 
Bewegung,  als  ihrer  Umkehrung  —  mit  der  gemeinsamen  Tangente  der 
Polbahn  und  Polcurve  zusammen.  Denn  nach  §  12  ist  dieselbe,  da  jetzt 
x  +  ^<2x,  eine  Gerade  durch  den  Pol,  die  auf  der  Strecke  p(*+^)  = 
—  pC«+A)  senkrecht  steht,  welch*  letztere  ihrerseits  nach  §  9  zur  gemein- 
schaftlichen  Tangente  gedachter  Curven  normal  ist. 

Wenn  endlich  x<CA  ist,  so  zieht  die  Ausnahmelinie  nach  §  13  sich 
auf  einen  Punkt,  den  Pol,  zusammen. 


Von  Dr.  R.  Mehhke. 


I  IS.  Zeifllien  dar  von  den  Aomklunepimkteii  beadurlebenen 
Balmatallen. 

Die  scbon  in  §§  9  und  10  gefundenen  Tbatsaclien  lassen  sich  veFTOU- 
EUndigen,  wenn  man  die  Zeichen  der  aai^eDblicklicheti  BerOhrungsstellea 
in  Polb&hn  nnd  Poicurve  kennt.  Nach  §8  haben  dieselben  die  Form  (ii 
Hp)  and  (A.^  +  fi),  wobei  die  Zahlen  fi  und  fi  gewissen  in  demselben 
Pusgraphen  angegebenen  BeachrSnkungen  unterliegen. 

Es  genügt  die  Untersuchung  der  ursprünglichen  Bewegung,  denn  eine 
blasse  Vertauschung  der  Zahlen  fi  und  u  in  den  für  jene  aufgestellten 
Regeln  mnsa  diejenigen  fUr  die  umgekehrte  Bewegung  ergeben. 

Aus  GleicbuDg  17)  folgt  bei  Berück eichtigung  von  2Ü)  nnd  22): 

-»•+'+«  =  ("+,'+1'"')  V.  (,«..)  +  .,.  +  ("+^+1^')  H-,„(f.»). 
Nun  leigt  Gleichung  2U);  So  lange  ^  unter  k  liegt,  sind  die  CoefGcien- 
l»  Wt,  Wa^t.  ...,  W«+(  alle  rein  imaginär,  bewirken  also  eine  Drehung 
itt  mit  ihnen  multiplicirten  Strecken  um  einen  und  denselben  Winkel, 
»imlicli  einen  rechten.  FUr  q^k  ist  Tr,+j  im  Allgemeinen  nicht  rein 
inagiü^,  sondern  damit  dies  der  Fall  sei,  mUsaen  die  Winkelgeschwindig- 
hilsn  »(",  »'■+'*,  ,..,  ur'*  +  9y  einer  Bedingongsgleiehung  genügen.  Wi^ 
<>t  nie  rein  imaginär.  Aus  der  Bedeutung  der  Zahl  ;i  gebt  hervor,  dasa 
die  Strecken  {p'*+"),  (f'l+'>),  ...,  (j>('+f-'>)  alle  zu  tp<^>)  parallel  sind. 
I  »enn  sie  nicht  verschwinden,  wSbrend  (p'i  +  '")  weder  verschwinJen,  noch 
im  (i^l'j  parallel  sein  kann.  Bencbtet  man  überdies  noch,  dass  Wg  ebenso 
wie  (p'*')  nie  verschwindet,  ao  lassen  sich  aus  der  obigen  Gleichung  die 
aachsteheodea  Folgerungen  ziehen: 

1.  Ist  fi<K,  BO  wird  nir  e  =  1,  2,  ....  (fi-1)  die  Strecke  p"i-'-+i> 
i'i  pix-t-'i  parallel,  falls  eie  nicht  verechwindei  Dagegen  kann  die  Strecke 
j^'+H-fi  nicht  verschwinden  und  auch  nicht  parallel  lu  ;)<■+*)  werden. 

2.  Wenn  [» =  k  ist,  so  wird  für  p<)c  die  Strecke  p<"+*+e)  auf  alle 
PUle  parallel  zu  p'*+l>,  oder  Null;  für  ^  >  k  ist  dies  im  Allgemeinen  nicht 
der  Fall,  eondern  nur,  wenn  eine  bestimmte  BedingnngsgleichuDg  zwischen 
den  Grössen  W^,,  W,,+,,  ....  W^+g  und  {p'^+'"),  (p"+f+''),  .... 
(p«+*-  +  »))  errant  wird. 

3.  Hat  man  fi>K,  so  ist  piJ«+«  sicher  nicht  zu  /."+''  parallel  und 
auch  nicht  Null,  während  alle  vorhergehenden  Geschwindigkeiten  des  Poles, 

abo     die    Strecken  />'"•-*  +  ",  p"+'+^,    ,('»  +  1-1)    parallel    sind    oder 

vencb  winden. 

Wendet  man  diese  Ergebnisse  auf  den  in  allen  Fällen  zu  den  Aus- 
nahmepnnkten  gebßrigen  Pol  an,  so  erhSlt  man  die  folgenden  Sätze: 

Wenn    fi  <  n    ist,    so    beschreibt    der    gerade    mit    dem    Pole 

fimmenfallende    Systeropunkt    eine    Curvensl^We    m'\\.    ^&\a 
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Zeichen  {%+X,  x  +  ^  +  f*)«     Ihre  Krümmung  ist  unendlich  gross, 
weil  stets  2(x  +  A)  >x  +  A  +  f*. 

Ist  fi  =  x9  80  ist  das  Zeichen  der  fraglichen  Curvenstelle 
im  Allgemeinen  (x  +  A,  2x  +  A),  also  die  Krümmung  unendlich 
gross,  weil  2(x  +  A)'>  2x  + A*  Es  kann  jenes  Zeichen  auch 
(x  +  A,  2x  +  A  +  v)  sein,  wo  v  >  1 ;  hierzu  ist  jedoch  erforderlich, 
dass  V  bestimmte  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Win- 
kelgeschwindigkeiten des  Systems  und  den  Wechselgeschwin- 
digkeiten des  Poles  erfüllt  werden.  Die  Krümmung  der  be- 
treffenden Curvenstelle  ist  dann  unendlich,  oder  endlich  und 
von  Null  verschieden,  oder  aber  Null,  je  nachdem  k  grösser 
als,  gleich  oder  kleiner  als  v  ist;  denn  unter  dieser  Bedingung  wird 

Ist  endlich  fi^x,  so  beschreibt  der  augenblicklich  im  Pole 
befindliche  Systempunkt  eine  Curyenstelle  mit  dem  Zeichen 
(x  +  A,  2x  +  A),  deren  Krümmung  unendlich  ist. 

1 16.  FortBetBimg:  Vom  Pole  Tersohledene  AnimahinepunlLte. 

Gehen  wir  nun  zur  Betrachtung  der  vom  Pole  verschiedenen  Ausnabme- 
punkte  über.  Im  Falle  x^A  giebt  es  keine  solchen,  weshalb  derselbe 
durch  die  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Paragraphen  bereits  erledigt  ist. 
Hat  man  dagegen  x  =  A,  so  erfüllen  die  Ausnahmepunkte,  wie  aus  §  14  be- 
kannt ist,  den  nie  ausartenden  Kreis  K2Mi  bezw.  bei  der  umgekehrten  Be- 
wegung den  Kreis  if2j(,  welche  Kreise  bekanntlich  von  gleicher  Grösse  sind  und 
einander,  sowie  die  Polbabn  und  Polcurve  im  Pole  berühren.  Es  genügt 
wieder  die  Untersuchung  der  ursprünglichen  Bewegung,  also  des  Kreises  A^2jr- 

Aus  Gleichung  26)  geht  hervor,  dass,  welches  au^h  der  Werth  von  n 
sein  mag,  der  Durchmesser  pqm  des  Kreises  A^n  der  n^°  Geschwindigkeit 
des  Poles ,  d.  h.  der  Strecke  p^^\  parallel  ist.  Wenn  also  z.  B.  p^"*^  und  p<"> 
parallel  sind,  so  berühren  sich  die  Kreise  /T^  und  iST«  im  Pole.  Sie  fallen 
sogar  zusammen,  wenn  noch  die  Bedingung 

p{m)        p(m) 

erfüllt  ist ,  also  ihre  Durchmesser  einander  gleich  werden.  Daher  ergeben  die 
über  jene  Strecken  in  §  15  unter  1,  2,  3  gemachten  Aussagen  Folgendes: 
Hat  man  fi<C)tY  so  berühren  die  Kreise  A^2x+i,  A2jc4.2)  ..m  ^^*^h-\ 
den  Kreis  K^x  im  Pole.  Der  Kreis  ^'2114.^  kann  nicht  zu  einem  Punkte 
zusammenschrumpfen  und  auch  nicht  den  Kreis  K^n  berühren,  muss  also 
letzteren  ausser  in  p  noch  in  einem  davon  verschiedenen  Punkte  schneiden. 
Es  ist  auch  möglich,  dass  die  Kreise  ^s^+t»  A^2x+2)  •••y  f(im-\-ii  (^<f^) 
mit  K^n  sosammenfallen,  was  dann  und  blos  dann  geschieht,  wenn 

ppn)        p(2jr+l)  p(2«+^) 
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Ist   fc  =  x,   so  wird  der  Kreis  K2n  von  den  Kreisen  A^2ir^i,  ^^2x4.2, 
•  ••%    ATsx—i    im  Pole   berührt,   dagegen   yon   Kzn   im   Allgemeinen   nicht. 
Damit    auch  noch  die  Kreise  K^^^  A^s^^.!,  ...,  Kzu-^v—x  den  Kreis  K^m 
berühren,   müssen  v  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten des  Systems  und  den  Wechselgeschwindigkeiten  des  Poles  erfüllt 
werden.     Es  sind  q  weitere  Gleichungen  zu  erfüllen,  wo  q  auch  gleich  oder 
grosser  als  %  sein  kann,   wenn  die  Kreise  K%x^\^  ^2 «+2)  •••9  ^3«+ 9  ^^ 
K^M  gleiche  Grösse  haben,  also  ganz  mit  ihm  zusfunmenfallen  sollen. 

Ist  endlich    ^l>x,   so  schneidet  der  Kreis  ^"3«  sicher  den  Kreis  A^2» 

ausser  im  Pole  noch  in  einem  davon  getrennten  Punkte,  während  A'}«  von 

den  Kreisen  i^2x+i,  ^3»-f-2»  •••)  ^zx^x  im  Pole  berührt  wird.    Es  können 

auch  Q  der  letzteren  Kreise,   (^<^x),  mit  Kzk  ganz  zusammenfallen,  wozu 

die  ErftÜlung  von  g  Bedingungsgleichungen  erforderlich  ist. 

Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  die  Bedingungsgleichungen ,  von  welchen 
;     im  Vorhergehenden  die  Bede  gewesen  ist,  miteinander  verträglich  sind. 

Nun   bildet  /Tn  den  Ort  derjenigen  Punkte,  deren  n**  Geschwindigkeit 
rar  x^^  parallel  ist.     Es  führen  deshalb  die  vorhergehenden  Ergebnisse  zu 
den  folgenden  Sätzen: 
I  Wenn  x  =  k  ist,  so  beschreiben,  abgesehen  vom  Pole,  die 

Pnnkte  des  nie  ausartenden  Kreises  A"?«  im  Allgemeinen  Cur- 
venstellen  mit  dem  Zeichen  (x,  2x  +  l),  deren  Krümmung  Null 
ist    Werden  die  Gleichungen 

P2«        Pix  4-1  ^i«+e 

befriedigt,  so  ist  das  fragliche  Zeichen  (x,  2x  +  l  +  ^)«  ^s  ist 
jedoch  hinzuzufügen; 

a)  Wenn  fi^x  ist,  so  muss  q  stets  kleiner  als  fi  sein.  Ist 
(>  =  fi  — 1,  so  giebt  es  auf  dem  Kreise  iC2x  einen  nicht  mit  dem 
role  zusammenfallenden  Ausnahmepunkt,  es  ist  der  zweite 
Schnittpunkt  von  ^"2«  mit  ^["2x4.^,  der  im  Allgemeinen  eine  Cur- 
venstelle  mit  dem  Zeichen  (x,  2x+l  +  lt*)  beschreibt|  während 
für  die  übrigen  Punkte  jenes  Kreises  das  betreffende  Zeichen 
jft(x,2x  +  M)  ^B^*  Wenn  durch  den  fraglichen  Ausnahmepunkt 
Doch  a  der  auf  Kiu^n  folgenden  Kreise  Ä'2x+A*+t»  ^2x+/«+2j  ...| 
^2*4.^4.0  hindurchgehen,  wozu  die  Erfüllung  von  0  weiteren 
Bedingungsgleichungen  erforderlich  ist,  so  beschreibt  der- 
selbe eine  Curvenstelle  mit  dem  Zeichen  (x,  2x  +  l  +  fA  +  <'). 

h)  Falls  fi  =  x  ist,   so  beschreibt  für  ^=:x  — 1  der  vom  Pole 

verschiedene  Schnittpunkt  der  Kreise  £2%  und  JTsx  eine  Bahn- 
stelle mit  dem  Zeichen  (x,  3x-|-1)  oder  aber  eine  solche  mit 
^em  Zeichen  (x,  3x  +  l  +  a),  wenn  noch  c  besondere  Beding- 
ungen   erfüllt    werden,    welche    ausdrücken,    dass    die   Kt^\%^ 
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2i[s«+i»  -filix+S)  ...,^x+0  ebenfalls  dnrch  jenen  Pnnkt  hindarch- 
geben.  Es  kann  auch  p>x  sein,  nur  sind  dann  v=3^  +  l~s 
Bedingungen  zu  erfüllen,  ond  ferner  giebt  es  dann  einen  be- 
sonderen,  nicht  mit  dem  Pole  zusammenfallenden  Ausnahme- 
pnnkt;  er  ist  der  zweite  Schnittpunkt  der  Kreise  Kt^  und  K^%^^, 
welcher  im  Allgemeinen  eine  Bahnstelle  mit  dem  Zeichen 
(xy  3x+l  +  0  erzeugt.  Es  kann  jedoch  das  fragliche  Zeichen 
auch  (x,  3x  +  l  + «'  + <')  sein.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die 
Kreise  JTsx^y^.],  iTsy^.»^?,  .  .,  Kz%^y^0  durch  die  Schnittpunkte 
von  K^x  mit  i^z%j^v  hindurchgehen,  was  die  Erfüllnng  von  o 
besonderen  Bedingnngsgleichnngen  erfordert. 

c)  Ist  ^^x,  so  mnss  q  kleiner  als  x  sein.  Im  Falle  ^  =  »  — 1 
ist  ein  besonderer,  yom  Pole  verschiedener  Ansnahmepunkt 
vorhanden,  der  Schnittpunkt  der  Kreise  K^^  und  Asx,  von  wel- 
chem im  Allgemeinen  eine  Bahnstelle  mit  dem  Zeichen  (x, 
3x  +  l)  beschrieben  wird.  Werden  noch  o  besondere  Beding- 
ungsgleichungen erfüllt,  so  gehen  die  Kreise  i^sx+i»  iTsx+s,  ..., 
•S'sx+a  durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  Jr2«  und  JTs«,  und  das 
Zeichen  der  fraglichen  Bahnstelle  wird  alsdann  (x,3x  +  l  +  <')> 

Wenden  wir  uns  nun  der  Betrachtung  des  Falles  %>l  zu.  Man  er- 
innert sich,  dass  in  demselben  nach  §  14  die  Ausnahmelinie  in  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  K%^l  der  Polbahn  und  Polcurve  besteht.  Es  ist  femer 
aus  §  12  bekannt,  dass  jetzt  für  jeden  der  Werthe  f»=x-1-X-|-l,  x  +  X 
-|-2,  ...,  2x  — 1  die  Linie  Ku  eine  Gerade  ist,  welche  den  Pol  enthält  und 
auf  p(">  senkrecht  steht,  während  K^x  niemals  eine  Gerade  sein  kann.  Wenn 
allerdings  jp^")  verschwindet,  so  wird  Kn  unbestimmt,  weil  dann  bei  allen 
Sjstempunkten  die  n**  Geschwindigkeit  zur  %^^  parallel  ist  (s.  §  12).  Auf 
die  folgenden  Untersuchungen  hat  jedoch  das  Eintreten  dieses  Falles  keinen 
Einfluss. 

Man  benutze  wieder  die  in  §  15  unter  1,  2,  3  bezüglich  der  Pol- 
geschwindigkeiten festgestellten  Thatsachen. 

Sei  zuerst  fi  <  x.     Dann  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden : 

a^  X <  A  +  fi.  Es  zeigt  sich,  dass  jetzt  die  Geraden  K%^i^\^  K%^i^^^ 
...,  K2%^\  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  K^^i  der  Polcnrven  zu- 
sammenfallen, der  Kreis  K^^  dagegen  A^,^^.;^  im  Pole  berührt. 

h)  x  =  i-J-f4.  Auch  jetzt  fallen  die  Geraden  Ä^^.x-fi»  ^+x-hi'  •••» 
^2%-\  ™^^  ^^^  gemeinsamen  Tangente  der  Polcnrven  zusammen,  aber  letz- 
tere wird  vom  Kreise  K^^  ausser  im  Pole  noch  in  einem  davon  getrennten 
Punkte  geschnitten. 

c)  x>i-fft.  Die  Geraden  Ä'„^x-hi»  -^x+X-t-j»  •••»  ■^2x  - 1  ^^Uen 
mit  K^^x  zusammen,  die  nie  unbestimmte  Gerade  jr^^;|^^|^  dagegen  nicht. 

Sei  zweitens  fi  =  x.      Da  2x^2x  +  A~l,   so   wird  in  diesem  Falle 


^«-H>  '"''  welcher  die  Geraden  Ä",^)^,,  Ä^i+j^j, 
/allen,  vom  KreiBe  Ä",^  im  Pole  berührt. 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  fn  >  k  ist.  Fttr  die  von  den  Punkten  der 
Oeraden  K^^i  bescbiiebenen  BahoBtellen  folgt  hieraoB  der  nachstehende  Satz: 

Ist  ii>^,  GO  beschreiben  alle  PnLkte  der  gemeinschaft- 
lichen Tangente  der  Polciirveu  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen 
(■.  2x),  also  endlicher  nnd  vodNuII  verschiedener  Krümmung, 
aaegenomuen  in  dem  Falle  x^i  +  ^,  in  welchem  das  fragliche 
Zeichen  (»,x  +  i  +  ^_).  also  die  K'rUm'mungunendüch  gross  wird. 
Wenn  x  =  l  +  fi.  ist.'  so  giebt  es  einen  besonderen,  nie  mit  dem 
Pole  lusammenfallenden  Ausnahniepunkt  —  er  ist  der  zweite 
Schoittpankt  des  Kreises  E^^  mit  der  gemeinsamen  Tangente 
derPoloarven-,  dessen  Bahnstelle  iraAllgemeinen  das  Zeichen 
(>,  'ix+1).  also  die  RrUmmnngNull  hat.  Nur  wenn  noch  o  be- 
sondere Bedingungen  erfüllt  werden,  welche  ausdrücken,  dass 
die  Kreise  A',,  +  ,,  *",,+, ^»»+9  darch  die  Schnittpunkte  von 

f'>K  mit  A'^^.llbiadurchgehen,  gehört  zu  jenem  Ausnahmepunkte 
ka  Zeichen  (k,2x  +  1  +  ö). 


B.    Der   Pol  liegt  unendlich   fern. 

1 17.  Die  Oeachwindigkeitspole  vereohiedener  Ordnung  und  die 
Geraden  fin   und  G^. 


28) 


Bekanntlich  wird  Geschnindigkeitapol  «'"  Ordnong  derjenige  Punkt  p„ 
K^Oannt,   dessen  Geschwindigkeit  n**'  Ordnung  Null    ist.      Man  findet  den- 
*olben,    wenn    mau    io    der  fOr   zwei    beliebige  Syetempunkte  x  und  a  gil- 
''^en  Gleichung  H]  pn  an  Stelle  von  x  setzt     Es  ergiebt  sich: 
_<,»l=ff.(p.-o) 
aC.l 

Va«  sieht  aus  dieser  Gleichung,   dass  Pn  ins  Unendliche  fSllt,   wenn  W^, 
*»>«r  nicht  a*'*  verschwindet.     Wenn  a""  nnd  W„  beide  Null  sind,  so  giebt 
*■*     keinen  eigentlichen  Pol  «"'Ordnung,  weil  dann,  wie  aus  11)  unmittel- 
°*f  hervorgeht,  die  Geschwindigkeit  n*"  Ordnung  bei  allen  Systempunkten 
'^«"Bchwindet.      Da    nun    unter   den   wirklich  vorhandenen  Geschwindigkeits- 
polen derjenige  niedrigster  Ordnung  schlechtweg  Pol  genannt  wird,  und  W„ 
"*«■  jeden  anter  k  liegenden  Werth  von  n  verschwindet,  so  bat  man  den  Satz: 
Ist    o«''    die    Geschwindigkeit    niedrigster   Ordnung   irgend 
«itie»  Punktes  a,    welche  nicht  verschwindet,   und   die  Zahl  1 
''^«iner  als  x.  so  liegt  derPol  unendlich  fern,  und  umgekehrt, 
Aftmit  der  Pol  ins  Unendliche  fällt,  muss  es  einen  Systempunkt 
Sehen,  der   eine  von  Null   verschiedene  Geschwindigkeit  von 
oitdrigerer  als  der  x'*"  Ordnung  besitit. 
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Für  die  Werthe  i»=*,  t  +  1,  ...,  *  — 1,  för  welche  nach  20)  Wn  ver- 
schwindet, liefert  Gleichung  11): 

D.  b.:  Von  der  Ordnung  i  bis  zur  Ordnung  (x— -1)  einschliess- 
lich sind  die  Geschwindigkeiten  jeder  Ordnung  für  alle  System' 
punkte  nach  GrOsse  und  Bichtung  einander  gleich. 

Da  die  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  eines  Punktes  durch  ihre 
Bichtung  die  Tangentenrichtung  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Bahn 
angiebt,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Tangenten  der  von  den  Sjstempunkten  aagenblicklich 
beschriebenen  Bahnstellen  sind  alle  zueinander  parallel,  nftm- 
lich  parallel  zur  Strecke  a^*^ 

Sei  jetzt  n^x.  Dann  ist  ein  Pol  n^^  Ordnung  p«  vorhanden,  und 
wenn  man  in  11)  p«  an  Stelle  von  a  setzt,  so  kommt 

29)  «<»>=Tr.(a:-jp„). 

Es  bildet  diese  Gleichung  den  analytischen  Ausdruck  fttr  den  bekannten 
Satz,  dass  die  Geschwindigkeit  n*^  Ordnung  eines  jeden  Systempunktes  x 
mit  der  Strecke  xpn  einen  constanten  Winkel  einschliesst  und  zu  derselben 
in  constantem  Verhältnisse  steht.  Jener  constante  Winkel  ist  gleich  dem 
„Winkel^  oder  der  Amplitude  der  complexen  Zahl  Wn-     Hieraus  folgt: 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  Geschwindigkeiten 
iitar  Ordnung  zur  Geschwindigkeit  i^®'  Ordnung  parallel  ist, 
besteht  in  einer  durch  den  Geschwindigkeitspol  n**'  Ordnung 
Pn  gehenden  Geraden  ff„,  welche  mit  der  Bichtung  von  a^*)  einen 
Winkel  gleich  der  Amplitude  der  complexen  Zahl  Wn  ein- 
schliesst. 

Da  für  ns=x,  x  +  l«  •••)  2x  — 1  nach  Gleichung  20)  die  Zahlen  Wn 
rein  imaginär  sind,  also  ihr  Winkel  einen  rechten  beträgt,  während  der 
Winkel  von  Wj^  nie  ein  rechter  sein  kann,   so  hat  man  femer  den  Satz: 

Die  Geraden  G^,  ^x+i*  "*)  ^2x-i  stehen  alle  auf  a^^  senk- 
recht, während  dies  bei  ffjx  °^®  ^^^  Fall  sein  kann. 

Was  die  möglichen  Ausartungen  der  Geraden  G  betrifft,  so  ist  Fol- 
gendes zu  bemerken:  Ist  Wr  =  0,  also  a^^^  =  a^^\  so  ist  entweder  bei  keinem 
einzigen,  oder  bei  allen  Systempunkten  die  Geschwindigkeit  n^^  Ordnung 
zu  derjenigen  von  der  Ordnung  i  parallel,  je  nachdem  a^")  tind  a^*^  nicht 
parallel,  oder  aber  parallel  sind.  Im  ersten  Falle  kann  man  G„  als  un- 
endlich fem ,  im  andern  als  unbestimmt  betrachten.  Fflr  n  =  x  und  n  =  2x 
sind  diese  Ausnahmeflllle  unmöglich. 

Fassen  wir  jetzt  auch  die  ümkehrung  der  gegebenen  Bewegung  ins 
Auge.     Gleichung  21)  liefert  für  v  =  i: 

.r(*+«)  =  ^  a;C+»)  +  (*  t ')  *  «'^'^^'^- 
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Also:  Von  der  Ordnung  i  bis  zur  Ordnung  (i  +  x  — 1)  ein- 
schliesslich ist  für  jeden  Systempunkt  die  Geschwindigkeit 
irgend  einer  Ordnung  bei  der  umgekehrten  Bewegung  der- 
jenigen bei  der  ursprünglichen  Bewegung  entgegengesetzt. 
Letzteres  kann  nie  der  Fall  sein,  wenn  die  Ordnung  (t  +  x) 
betrSgt.  Es  folgt  hieraus,  dass  auch  bei  der  umgekehrten  Bewegung  der 
Pol  ins  unendliche  ftUt;  dass  der  Ort  der  Systempunkte,  bei  welchen  die 
Geschwindigkeiten  yon  den  Ordnungen  n  und  i  parallel  sind,  durch  eine 
den  Pol  pn  enthaltende  Gerade  ^n  gebildet  wird,  sowie  namentlich,  dass 

P%^^P%y    P»+i=P»+i>    •••1    -Px+i-i^/'x+t-n 
30)  ?K  =  ^x>     ?x+i  =  ^x+ii     •••!    ?»+t-i  =  ^x+« -1 

ist,  wfthrend  p^^g  nie  mit  l'^+i  ^^<^  9*+t,  ^^®  ^^  ^x+f  zusammenfallen 
kann. 

Zur  Bestimmung  yon  pn  und  rr^"^  hat  man  übrigens: 

280  P.'^a-f 


29')  ac(»)  =  W^  {x~p„). 


1 18.  Zeichen  der  von  den  Systempunkten  beschriebenen  Bahnstellen. 

Wenn  irgend  ein  Systempunkt  a  eine  Curvenstelle  mit  dem 
Zeichen  (»,  q)  beschreibt  und  die  Zahl  q  kleiner  als  x  ist,  so 
erxeugen  alle  Systempunkte  Stellen  mit  demselben  Zeichen. 
Denn  bei  jenem  Punkte,  und  folglich  nach  §  17  —  da  die  betreffenden 
Ordnungszahlen  unter  x  liegen  —  auch  bei  allen  Systempunkten,  ist  unter 
<ien  Geschwindigkeiten,  welche  nicht  Yerschwinden  und  auch  nicht  zu  a^'> 
parallel  sind ,  die  niedrigste  yon  der  Ordnung  q.  Beschreibt  ein  Punkt  eine 
Stelle  (i,  x),  so  sind  für  diesen  und  folglich  für  alle  Systempunkte  die 
Geschwindigkeiten  der  Ordnungen  (i  + 1)  bis  (x  —  1)  einschliesslich  entweder 
Nnli  oder  zu  a<^>  parallel.  Pur  die  Geschwindigkeit  x^  Ordnung  trifft  dies 
onr  bei  den  Punkten  der  Geraden  G%  zu.     Also: 

Beschreibt    ein    Systempunkt    eine  Curyenstelle   mit    dem 
Zeichen  (i,  x),   so  thun  es,   mit  Ausnahme  der  auf  der  Geraden 
&%  befindlichen,  alle  Systempunkte. 
I  Die  Punkte  yon  G%  werden  im  Allgemeinen  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen 

(i,  x  +  1)  beschreiben.  Es  können  jedoch  die  Geraden  ff^+i»  ^x+2»  •••» 
^x+o«  wenn  p^x  ist,  mit  G^  zusammenfallen,  wodurch  das  fragliche 
Zeichen  in  (t,  x+l -f^)  geSndert  wird.  Damit  dies  geschehe,  sind  q  Be- 
dingungen zu  erfüllen.  Bei  (?2x  ist  solches  unmöglich,  weil  diese  Gerade 
mit  G^  nie  den  Winkel  Null  bilden  kann.  Wenn  deshalb  p  =  x  — 1  ist, 
80  spielt  der  Schnittpunkt  yon  G^  mit  G^^  eine  besondere  Bolle.  Es  sind 
bei  ihm  die  Geschwindigkeiten  bis  zur  Ordnung  2x  einschliesslich  Null  oder 
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lu  a^^^  d.  h.  zur  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung,  parallel,  weshalb 
das  Zeichen  der  yon  ihm  beschriebenen  Bahnstelle  im  Allgemeinen  (i,  2x  +  l) 
sein  wird.  Nor  wenn  die  Geraden  ^jx+t*  ^2»+2i  *-«'  ^2»+«  dwcch  den 
Schnittponkt  yon  G^  mit  &,»  hindurchgehen,  ä^ss+tf+i  ^^  nicht  mehr, 
wozu  die  Befriedigung  von  0  Bedingungsgleichungen  erforderlich  ist,  so 
wird  jenes  Zeichen  (»,  2x  +  l  +  0). 

Hiermit  sind  alle  F&lle  erschöpft;  denn  wenn  ein  willkürlich  heraus- 
gegriffener Sjstempunkt  eine  Curvenstelle  mit  dem  Zeichen  (»»  x  +  ***)  be- 
schreibt, so  gehOrt  er  sicher  zu  den  Ausnahmepunkten ,  weil  nicht  bei  allen 
Sjstempunkten  die  Geschwindigkeit  x*^  Ordnung  verschwinden  oder  zu  der> 
jenigen  von  der  Ordnung  i  parallel  sein  kann.  £s  ist  hier  nur  die  ursprüng- 
liche Bewegung  betrachtet  worden.  Will  man  die  gefundenen  Ergebnisse 
auf  die  umgekehrte  Bewegung  übertragen,  so  hat  man  die  Sfttze  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  zu  berücksichtigen. 


(SehlBst  folgt) 


Ueber  die  Realität  der  Doppeltangenten  rationaler 
Flanoorven  vierter  Ordnung  vom  Geschleohte  Null. 


Prof.  W.  Binder 

Ib  WItnu-Ktuladt. 


1.  Das  Vorkommen  von  Doppelt  an  gen  ten  io  allgemeinen  Plancurven 
vierter  Ordnung  ist  aeit  Steiner  baoptEächlich  von  Salmon  untersucht 
■oHen.  Die  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  in  Bezug 
Kit  ihre  Doppelt  an  genten  hat  insbeeondere  Dur^ge*  einer  eingehenden 
GiBrterang  unterzogen.  Seither  ist  der  letztere  Fall  vielfach,  namentlich 
na  G.  Wejr,  Ameseder,  Bobek  u.  A.  behandelt  norden. 

Deber  das  Vorkommen  von  Doppel  tan  genteo  an  einer  Plancurve  vierter 
OrdiiDBg  mit  einem  BerUhrungsknoten  ist  die  Literatur  bisher  eine  be- 
ulitbikte,  kanm  nmfasEende  zu  nennen. 

2.  Es  ist  bekaimt,  daas  eine  rationale  ebene  Cnrve  Cj*  vier  Doppel- 
'•"genten  besitzt ,  welche  entweder  ganz  oder  theilweise  reell  und  imaginSr 
Htbeicn  können,  je  nachdem  ihre  drei  Doppelpunkte  eigentliche,  isolirte 
Oder  Rückkehrpunkt«  sind  etc. 

Wenn  aber  die  Curve  Cg*  nur  zwei  Doppelpnnkte  enthält,  von  denen 
•mer  einen  BerUbrungakuoten  bildet,  so  dass  zwei  Curvenäste  in  Con- 
tKt  treten,  dann  besitzt  die  Plancurve  hachstenfalls  zwei  Dop- 
PSltangenten,  weil  das  andere  Paar  mit  der  Knotentangente 
«ine  Coincidenz  eingeht. 

3.  Die  Frage:  „KSnnen  die  vier  Doppeltangenten  einer  C^*  Eammtlich 
eigentliche  Tangenten  eein?"  wird  in  der  geistvollen  nnd  interessanten 
Abbudlnng**   des   üerrn   A.  Ameseder   (auf  S.  848)    dahin    beantwortet: 

•  , Ueber  die  Doppeltangeoten  der  Carven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel. 
iktm*,  Sitsangsber.  d.  kiue.  Akad.  d.  Wiis.,  LXXU.  Bd.  I8IÖ,  S.  4d6. 

, Deber  die  eine  rationale  Plaucarve  vierter  Ordnaog  vierrach  berflhrendeD 
itt«  etc.".  SitiungBber.  d.  kai».  Alad.  d.  Wis».,  LXXXQI.  Bd.  4.  Eett,  V%&\. 


26  üeber  die  BeaUtSt  der  Doppeltangenien  etc. 

i,8ind  die  yier  Doppeltangenten  einer  rationalen  Plancnrve  vierter  Ordnung 
reell y  so  ist  eine  immer  ideell.^ 

Die  nachstehenden  synthetischen  üntersnchongen  sollen  zeigen,  dass  der 
vorstehende  Satz  einen  Irrthum  ausspricht,  weil  die  PrSmisse,  auf  welche 
sich  derselbe  bezieht,  nicht  zutrifft;  denn  in  einem  Eegelschnittnetze  mit 
drei  Grundpunkten  kommen  eyentuell  immerhin  vier  Kegelschnitte  vor, 
welche  einen  andern  fixen  Kegelschnitt  doppelt  mit  eigentlichen  Berühr, 
ungssehnen  tangiren;  das  Gegentheil  dessen  haben  wir  nirgends  nachgewie- 
sen gefunden.  Es  mvss  abo  vielmehr  berichtigend  und  erweiternd  der  Satz 
so  ausgesprochen  werden: 

„Die  vier  Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  oder  die  zwei  Doppeltan- 
genten einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten, deren  einer  ein  Berührungsknoten  ist,  können  reell 
und  gleichzeitig  Tangenten  mit  eigentlichen  Berührpunkten 
sein.** 

4.  Um  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  nachzuweisen,  werden 
wir  die  stattfindenden  Beziehungen  durch  Abbildung  der  Plancurve  auf  einem 
beliebigen  Kegelschnitt  zu  untersuchen  haben.  Wir  woUen  uns  nachstehend 
zu  diesem  Zwecke  einer  Steiner 'sehen  (quadratischen)  Transformation  be- 
dienen, welche  uns  gleichzeitig  eine  sehr  einfache  Construetion  der  betref- 
fenden Plancurve  C^    gestattet. 

Seit  Jacob  Steiner  (in  seiner  berühmten  Meisterschrifb:  j, Systema- 
tische Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  voneinander^) 
die  Gesetze  der  quadratischen  Verwandtschaft  zweier  Systeme  aufgestellt, 
haben  spätere  Mathematiker  Specialisirungen  betrachtet,  welche  die  synthe- 
tischen Beziehungen  zwischen  Gebilden  vom  n^"  und  2n^°  Grade  in  einer 
constructiven  Vereinfachung  weit  mehr  veranschaulichen,  als  dieses  sonst 
der  Fall  ist. 

5.  Hirst*  hat  gezeigt,  wenn  sich  zwei  ebene  Systeme  EEm  quadra- 
tischer Beziehung  derart  befinden ,  dass  sie  die  unendlich  fernen  Geraden  ihrer 
Trägerebenen  perspectivisch  gemeinsam  haben,  also  die  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkte  als  Doppelpunkte  der  Verwandtschaft 
dieser  Systeme  gelten:  dass  dann  in  jedem  der  beiden  Systeme  EE  der  unend- 
lich fernen  gemeinsamen  Geraden  ein  Kreis  entspricht,  welcher  dem  betreffenden 
Hauptdreiecke  umschrieben  ist  und  der  Hauptkreis  dieses  Systems  heisst. 

6.  Die  denkbar  grösste  Einfachheit  für  die  constructiven  Beziehungen 
erreichen  wir  auf  folgendem  Wege.  Nach  der  Hir  st 'sehen  Annahme  werden 
die   beiden  Systeme  ZE  sich   deckend   in  einer  gemeinsamen  Trägerebene 


*  „Proceedings  of  the  Royal  Society"  1866.  Vergl.  weiter:  „Soll'lnversione  qua- 
drica  delle  Curve  piane*,  übersetzt  von  Cremona  in  Bd.  7  der  „Annali  di  Mate- 
matica**,  oder  in  Battaglini*B  Giomale,  Bd.  4  8.  278. 
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^^^^^■Mes  System  enthalt  ein  HaupMreieck  O^O^O^,  0,0^0^  mit  seinem 

^^^^^^^wi   aü.     Verm&ge    der    perspectiv! 3 che n   Coincidenz    der   unendlich 

ftmeii  Kreispnnkte  in  (5)  müs^un  die  beiden  Hauptdrei  ecke  Shnlicbe  Figaren 

sein,    und   wenn    wir  dieselben  eongruent  annehmen,   so  sind  ea  auch  ihre 

Bauptkreise.      Denkt   man   sich    nun  (nach  unserer  Annahme)  die  Haupt- 

eise  IX  in  Deckung  gelrticht,  so  wird  dieses  ebenso  mit  den  Hauptdret- 
en  OjOjOj,  0,  Ö,  O^  möglieh  sein.  Dabei  mnsa  aber  der  Fall  aus- 
chloüsen  bleiben,  dass  eine  Identität  eintritt.  Man  kairn  demnach  die 
Iwsagten  Dreiecke  etwa  in  die  Lage  bringen ,  dass  die  C oinci de nzp unkte 
0, '),  =  0,  und  Oj  Oj  ^  0,  entstehen ,  während  die  Punkte  0„  0,  getrennt 
bleiben.  Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise  die  Verbindungslinien  {f^yf^gl, 
1", ", I  gleichlanfen  und  das  Qnadrupel  0^0^f)^0^.  als  Hauptpunkte  der 
Verwandtschaft,  auf  dem  gemeinsamen  Haiiptkreise  x  liegen  müssen. 

Die  Elemente  in  den  Paaren  "i",,  0^0^  sind  homologe  Haupt- 
fnokte,  wobei  nicht  ausser  Acht  zu  lassen  ist,  dass  die  Beziehung  in  dem 
enteren  Paare  0,()j  involutoriacb  ist,  d.  h.  dass  jeder  Hauptpunkt  sowohl 
dun  einen  wie  dem  andern  der  beiden  Systeme  ££  als  solcher  zugezählt 
tnden  kann. 

7.  Jedem  Punkt«  und  folglich  auch  der  Bichtnng  einer  Seite  eines 
Huptdrniecks  entspricht  bildlich  (im  quadratiscbeu  Verwandtscbaftssinne) 
der  homologe  dea  dieser  Seite  gegenüberliegenden  Hauptpunktes.  Wenn  man 
•Im  ans  dem  Punkte  0^  einen  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Haupt- 
ÜDifi  1 0,  n,  I  =  Og  zielenden  Strahl  zieht ,  so  schneidet  dieser  auf  dem  Hanpt- 
kieise  X  einen  Punkt  S  aus,  der  offenbar  wegen  der  Beziehung  in  (5)  das 
Centrnm  der  PerspectivitHt  im  System  £  vorslellt.  Dieser  Punkt  S 
ftllt  aber,  wie  leicht  eingesehen  wird ,  mit  dem  Hauptpunkte  Oj  zusainmen. 
Au  analogen  Gründen  ist  gleichzeitig  der  Hauptpunkt  0^  das  Perspectivi- 
Ubcentmm  für  das  System  £. 

8.  Einem  beliebigen  Strahle  (7)  eines  Hauptpunktes  des  einen  Systems 
nittpricht  ein  solcher  (x)  im  homologen  Hauptpunkte  des  andern  Systems. 
Solcbe  Strahlen  heissen  homologe  Hauptstrahlen. 

Constrnction:  „Man  ziehe  durch  das  Perspectiritätscentrum  (0,)  eine 
ID  dem  Strahle  (z)  gleichgerichtete  Gerade  und  verbinde  deren  Schnitt  am 
Banptkretse  mit  dem  homologen  Hauptpunkte." 
^^K       9.    Einem  beliebigen  Funkte  (X)  des  einen  Systems  entspricht  ein  sol- 
^^■n  (X)  des  andern  Systems  als  ßildpunkt. 

^^P      CoBfitrnction:  „Man  fessle  den  gegebenen  Punkt  durch  ein  Paar  der 

^atm  Bteb  ihm  ziehenden  Uanptstrablen  seines  Systems,  suche  zu  diesen  die 

homologen  Elemente,   so   treffen  sich  diese  gemeinsam   in   dem   fraglichen 

Bilde.«  

10.  Von  den  Lagen  der  beiden  Hauptdreiecke  0^0,0^,  0^0 Jt]  auf 
dem  Coiucidenzbauptkreise  k  sind  ausser  der  im  Vorstehenden  bezeichneten 
aod  koch  jetzt  vorausgeeetüten  nocb  drei  FSlle  bemerkemnvrth.^ 
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16.  h)  Wenn  die  Verzweigungselemente  7,  V  imaginär  sind,  dann 
geschieht  die  Constmction  der  conjagirten  Pole  £,  |'  auf  den  Seiten  des 
Hauptdreiecks  (Fig.  1)  bekanntlich  folgendermassen: 

Auf  jeder  Seite  des  Hauptdreiecks  0^  0^  0^  kann  man  die  in  ihr  liegen- 
den Ecken  desselben  als  Doppelelemente  einer  hyperbolischen  Punkteninyo- 
lution  ansehen.  Ebenso  sind  dann  die  jedenfalls  entstehenden  Schnittpunkte 
Ä^  Ä\  welche  der  Grundkegelschnitt  auf  jener  Dreiecksseite  hervorbringt, 
Doppelelemente  einer  zweiten  mit  der  ersteren  coaxialen  Involution  von 
Punkten,  die  noth wendig  ebenfalls  hyperbolisch  ist  Sind  nun  diese  beiden 
coaxialen  Involutionsgebilde  derart  situirt,  dass  sich  die  Doppelelementen- 
paare  umfassen  oder  ganz  von  einander  getrennt  erscheinen,  so  enthalten 
sie  bekanntlich  reelle  gemeinschaftliche  Doppelelemente  {;,  {;';  im  an* 
dern  Falle,  wo  die  besagten  Doppelelementenpaare  durch  einander  getrennt 
werden  I  so  dass  ein  jedes  Element  zwischen  die  beiden  coiyugirten  des 
andern  Paares  zu  liegen  kommt »  sind  die  gemeinschaftlichen  (harmonischen) 
Doppelelemente  imaginär.* 

Die  Constmction  der  reellen  Polpaare  {;,  {;'  geschieht  folgendermassen. 
Schneidet  etwa  die  Dreiecksseite  1 0^  O3 1  =  Oj  den  Grundkegelschnitt  in  dem 
Paare  Ä^  Ä\  (d.  s.  die  Bilder  der  unendlich  nahen  Nachbarpunkte  des  Dop- 
(lelpunktes  0^  =  Oj  der  Plancurve) ,  -so  nehme  man  am  einfachsten  den  Punkt 
0^  als  Mittelpunkt  einer  concentrischen  Strahleninvolution  an,  welche  den 
Schein  der  beiden  auf  der  Hauptlinie  o^  coaxialen  Involutionen  bildet,  und 
projicire  die  Punkte  Ä^^  Ä\  auf  den  Hauptkreis  (als  Constructionskreis) 
nach  ^lii'i.     Nunmehr  suche  man  die  Schnitte: 

Die  Verbindungslinie  \UV\  schneidet  den  Hauptkreis  in  zwei  Punkten, 
welche,  aus  0^  in  die  Gerade  0|  projicirt,  das  gesuchte  Punktenpaar  {;,  £^| 
geben. 

Oder  wir  suchen  direct  den  Schnitt: 

(\AiÄ'i\,  \0,0,\)=W, 

ziehen  aus  W  an  den  Hauptkreis  das  Tangentenpaar,  so  erhält  man,  wenn 
man  die  Bertthrungspunkte  des  letzteren  aus  0^  projicirt,  auf  o^,  wie  vor- 
hin, das  gesuchte  Punktenpaar.** 

17.  Dass  die  vier  p  Sehnen  als  eigentliche  Secanten  den  Grundkegel- 
schnitt insgesammt  in  Punkte[iaaren  BB'  zu  treffen  im  Stande  sind,  zeigt 
unsere  Figur.  Dass  demnach  auch  die  Plancurve  Cq^  vier  eigentliche  Doppel- 
tangenten besitzt,  folgt  unmittelbar  und  ist  ebenfalls  aus  der  Figur  einzu- 
sehen.    Damit  ist  aber  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  in  (3)  nachgewiesen. 


*  Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  67. 
**  Die  beiden   zuletzt  angegebenen  ConstructioneD  denke  man  sich  in  der 
Figur  ergänzt. 


13.  EothSlt  die  Plaucurve  Asjmptotenpunkte  (imQDdlich  ferne  Elemente), 
I  sind  deren    Bildpunkte    nothTrendig  jene   Elemente,    welclie   der  Qrund- 

kc^laelmitt  mit  dem  Hanptkreise  gemein acbaftlicb  bat.  Da  zwei  Kegel- 
schnitte bGchstens  vier  Schnittpunkte  enthalten,  so  bestätigt  sich  damit  der 
bekannte  Satz,  daaa  eine  ebene  Curve  vierter  Ordnung  nicht  mehr  als  vier 
Asjmptotenelemente  (reell,  imaginär)  besitzen  kann. 

14.  Den  Currentangenten  entsprechen  bildlich  jene  Individuen  dea  Eegel- 
»chnitt&aetxes  aus  den  Gruudpunkten  <),,  0^,  0,,  welche  den  GrundkegeUchnitt 
berühren.  Diese  Berührung  ist  für  einfache  Curventangenten  eine  einfache, 
für  die  vier  Doppel  tangeuten  eine  doppelte,  fUr  die  sechs  lufleiionatangenten 
eine  Oscnlation.  Die  diesbezüglichen  Linearconstructionen ,  resp.  mit  Hilfe 
TOD  Directionscurren ,  wie  wir  in  unserer  Abhandlung*  (Ä)  gezeigt  haben, 
und  ala  bekannt  Torauszusetzen.  Nur  den  Fall  der  Construction  der  Be< 
rtthrnngäsehnen  p  der  vier  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  wollen  wir  hier 
Dach  E.  Weyr**  wegen  der  spUteren  Bezugnahme  wiederholen,  wobei  der 
Bauptsache  nach  weseutlicb  zwei  Lagen  verhiLltnisse  des  Grundkegelschnittes  k 
n  Dnterscheiden  kommen. 

15.  a)  Die  Polaren  der  Hauptpunkte  O, ,  0,,  0,  in  Bezug  auf  den 
Gnindkegelechnitt  treffen  diesen  in  reellen  Verzweigungselementen  paar- 
■•ise:  Y  Y'        Y  V'        Y  Y' 

Diese  sechs  FunktenelementecomhinireQ  eich  in  viererlei  ProjectivitSteii 
UDii  jeder  ProjectivitSt  entspricht  einer  der  vier  doppelt  faerUbrenden 
Kegelsohoitte  mit  einer  BerUhrungssebne  ;j  am  Grund kegel schnitt« 
im  Nutze  0,0^0^.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Elemente  in  jeder 
P)tii«ct)Titfit  schneiden  sich  jedesmal  in  einem  Punkte  £  der  Seiten  des  Haupt- 
dreieoks  0,y,Ög,  bo  dass  jede  dieser  Seilen  zwei  Punkte  J,  j'  enthält, 
welche  lu  einander  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Grundkegelscbnitt  sind. 
Die  Canstructiou  zeigt  nachstehendes  Scboma: 

tmy,\,  \y\r,ns£,;  (|r,r',|,  |r,F,|)  =  f,i 
(l»',ni-l'".'''.I)  =  i.i  i.\y,r>\.\r,r,\)  =  i;; 
(.\T,y,\.  \r,r,i)st,;   {\7,r,\,  ir,r,|)sj',. 
■  Pnnkte  t,  l'  bilden  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks,  dessen 
fisr  Verbindungslinien  p  die  £- Punkte  tripelweise  enthalten: 

lfif,r,i=p,.  \t,u;\sp„  \u,t:i=p,.  I £',£'. SM  =!>,■ 

Paeet  man  die  vier  p-Sehuen  des  Grundkegelschnitts  als  vollständiges 
Vierseit  auf,  so  ist  dessen  Diagonaldreiseit  das  Hauptdreieck  O^O^O^.  Jede 
p-Behne  schneidet  also  (reell,  imaginär)  auf  dem  Grundk egelschnitte  die 
Bilder  B  der  Berührungspunkte  einer  (eigentlichen,  ideellen 
BÄren)  Doppeltangente  der  Plancurve  C^*  aus. 

ScblSmilch,  Zeitschr.  f.  Math,  u.  Phya.,  Jahrg.  1889  KXXIV,  Heft  6  S.  273, 
••  E.  Wej(,  „PfOjectiTiBche  Üeoinetrie",  B.  Heft  S,  m,  für  den  teciproken  Fall. 
~~  Der  geehrte  Leier  wolle  sich  die  betreffende  Figur  selbst  darstelleu. 
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„Eine  Plancurye  yierter  Ordnnng  mit  drei  Doppelpunktei 
und  yier  eigentlichen  Doppeltangenten  besitzt  nicht  mehr  und 
nicht  weniger  als  zwei  reelle  Inflezionen/ 

m  Die  Planonrve  C^  mit  einem  Bertthrknoten. 

20.  Wenn  in  einer  Steiner'schen  Verwandtschaft  ein  Zusammenfal 
Yon  zwei  Hauptpunkten  yorkommt,  so  bedeutet  dieser  ftir  die  Plancunre  C^ 
einen  Doppelknoten,  in  welchem  sich  zwei  Curyenzweige  ge« 
genseitig  berühren.*  In  (10)  wurde  auf  die  yorliegende  Singularität 
in  h)  und  c)  hingewiesen.  Insbesondere  ist  die  Annahme  c)  yon  Interesse, 
weil  sie  sich  im  Vergleich  zu  jener  in  h)  allgemeiner  gestaltet.  Denn  wii 
brauchen  nur  auf  einem  beliebigen  Kreise  irgend  eine  Sehne  und  in  einen 
ihrer  Endpunkte  die  betreffende  Kreistangente  anzunehmen,  so  ist  damii 
schon  die  ganze  Verwandtschaftebeziehung  fixirt. 

Ist  darnach  (Fig.  2)  auf  dem  Hauptkreise  k  eine  Sehne  o^^  willkürlicl 
angenommen,  so  bildet  sie  mit  der  in  dem  einen  ihrer  Endpunkte  0|j 
gehenden  Tangente  o^  die  Seiten  des  nun  degenerirten  Hauptdreiecks,  dessei 
Ecken,  die  beiden  Endpunkte  O13,  0,  dieser  Sehne,  die  Hauptpunkte  dei 
Systems  Z  yorstellen.  Im  quadratisch  yerwandten  System  Z  sind  die  homo 
logen  Hauptpunkte  O,,  O,^,  während  die  HaupÜinien  einerseits  identiscl 
durch  die  Sehne  O13,  andererseits  durch  die  in  Oj,  ziehende  Kreistangeni 
Ö2  y ertreten  sind. 

21«  Bei  diesen  Annahmen  ist  nun  leicht  zu  merken,  dass  nach(7)4e] 
Hauptpunkt  O,,  das  Perspectiyitätscentrum  des  Systems  27,  der  Hauptponk 
0^  aber  jenes  des  Systems  Z  repräsentiren.  Hat  man  somit  zu  einem  ge 
gebenen  Punkte  X  den  entsprechenden  Punkt  X  zu  suchen ,  so  gilt  folgen 
des  Constructionsschema:  „Die  Verbindungslinie  jOis^l  trifft  den  Haupt 
kreis  x  in  einem  Punkte,  der  mit  0^  yerbunden,  einen  Hauptstrahl  liefert 
welcher  sich  mit  dem  durch  Oj,  gezogenen,  zu  der  Geraden  \0^X\  gleich 
gerichteten  Hauptstrahle  in  dem  gesuchten  Punkte  X  schneidet^  Die  Rieh 
tigkeit  dieser  Construction  erhellt  durch  die  Modificirung  der  allgemeine] 
Construction ,  die  in  (9)  festgesetzt  worden  ist. 

22.  Einem  beliebigen  Kegelschnitte  h  im  System  Z  entspricht  bildlid 
im  quadratisch  yerwandten  System  Z  eine  Plancurye  C^^  welche  die  Haupt 
punkte  0,3,  O2  als  Doppelpunkte  hat.  Von  diesen  ist  insbesondere 
der  Punkt  0^  ein  solcher,  in  welchem  sich  zwei  Curyenäste 
berühren.  Jeder  Strahl  durch  ihn  trifft  die  Curye  noch  in  einem  Punk 
tenpaare,  weshalb  er  für  jene  nur  als  ein  zweifacher  Punkt  wie  der  Doppel 
punkt  0|3  aufzufassen  ist  und  aus  diesem  Grunde  die  Ordnungszahl  ^p»^ 
der  Gurre  nicht  alterirt  Er  bildet  jedoch  für  die  Rechnung,  yermOge  seinei 
Kigenachaft  der  Coinoidens  yon  zwei  Doppelpunkten  als  Bertthrknoten,  Miu 

*  Salmon-Fiedler,  An<»lytische  Geometrie  der  hOher.  eb.  Cunreii,  GkMt. 


bCtiere  Singularität,    die    berück  sieb  tigt    werden    muss,    so    dass    nach    der 
dttiner'ecben  Formel: 

4{4-l)-2.3  =  6 

be  Clusenxafal  der  Flancurve  erhalteo  bleibt. 

m  23.  Jode  Gerade  dea  i-Sjstema  tranaformirt  sich  für  das  System  E 
de  Kegelschnitt,  der  die  Hauptpunkte  '?,g,  0^  enthält  und  Überdies  in  0,3 
dla  Bauptlinie  o^,  also  auch  den  Uauptkreis  x  einfach  berührt. 
Die  Geaammtheit  dieser  Kegelschnitte  bildet  somit  ein  Netz  von  der  beaoD' 
dtren  Eigenschaft,  dasa  dessen  Individaen  eich  in  0,^  einfaeb  berühren 
DDd  uisserdem  den  Punkt  0,  zum  gemeinachaftlicben  Grundpunkt 
beeitzen.  Der  Hauptkreis  x  ist  in  diesem  Netze  ein  Individuum,  welches 
hildlicb  der  perüpectivisch  gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  beider 
Systeme  entspricht.     (5.) 

U.  In  diesem  Netze  kommen  zwei  Kegelschnitte  vor,  die 
den  Orandkegelschnitt  (welcher  das  Bild  der  Plane urve  ist)  doppelt 
betObren.  Diesen  entsprechen  die  zwei  Doppeltangentea  der 
Cjiie.  Die  beiden  übrigen  Doppeltangenten  vereinigen  sich  mit  der  Kno- 
iMtugente  6^,  so  dass  diese  vier  Elemente  aasdrückt. 

Um  die  vorstehende  Behauptung  t.ii  beweisen,  braucht  man  nur  die 
ili«bei0g]icbe  Moditication ,  welche  die  Construution  in  (15)  resp,  (16)  er- 
fUut,  tu  verfolgen.  Darnach  bat  man  die  beiden  Fälle  zu  unteracheiden, 
j«  itubdem  die  bezugs  der  Hauptpunkte  0,,,  0,  und  des  gegebenen  Grund- 
liegelscbnitts  k  stattfindenden  Yerzweigungselemente  V  reell  oder  imaginär 
tnlammen. 

25,  Im  ersten  Falle,  wo  also  die  Hauptpunkt«  ausserhalb  des  Grund- 
k«g4Ucbnitts  liegen,*  erhält  man  aus  den  von  0,^  an  diesen  Kegelschnitt  zu 
liehendeu  Tangenten*  die  Berührungspunkte  V,^,  F',g  und  bezüglich  des 
Hiuptpunktes  0|  die  Punkte  V^ ,  F',  als  Vcrzvreigungselemente.   Die  nun  vor 

imenden  Projectiviläten  drückt  das  nachstehende  Constructionaschema  aus 

(l''„r„|,  |7,r,|)=r„ 

)  die  Terbindongslinien  folgen: 

I£'„£',|EP..    lf,.f.l  =  P.- 

^  Es  ist  nSmlich  ohne  Schwierigkeit  eioEuseben,  dass  der  Punkt  ^  mit 
B  Hauptpunkte  0,^  in  CoinciOenz  tritt,  und  weil  die  Punkte  f,^,  £'j,  eben- 
U  Coiocidenzen  in  der  Hauptliuie  0,,  bilden .  so  müssen  die  beiden  Sehnen 
L  p^  sich  mit  der  letzteren  Geraden  identificireu.  Dass  Übrigens  das  Paar 
,  auf  dar  Hauptlinie  o,,  und  der  Punkt  J',  auf  der  Hauptlinie  0^  liegen 
,  ist  nach   1.^)  selbst  verstau  dl  ich. 

26.  Im  zweiten  Falle  giebt  es  keine  reellen  Yerzweigungselemente  V 
I  die  HKUptlinien  o,g,  o,  werden  (Fig.  2)  von  dem  Grund kegel schnitte  k 

1  trgäote  eich  die  Figur. 

I  n.  PJv»/i  SXXV, 
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in   reellen  Punktenpaaren  Ä^^Ä\^^  A^A'^  getroffen,   welche  die  Bilder  d< 

unendlich  nahen  Nachbarpnnkte  der  beiden  Doppelpunkte  der  Plancurve  sini 

Die  gemeinschaftlichen  Doppelelemente  ^13  i\^  jener  beiden  Involutione 

welche  nach  ( 16)  auf  der  Haoptlinie  o^^  coaxial  sind ,  erhalten  wir,  wie  do 

angegeben  wurde.     Dagegen  modificirt  sich  der  Fall  auf  der  Hauptlinie  < 

dahin,  dass,  weil  in  0,s  eine  Coincidenz  der  Doppelelemente  der  einen  ai 

ihr  befindlichen  Inyolution  stattfindet,  also  auch  der  eine  {;^- Punkt  mit  0 

zusammenfUllt,    offenbar  der  andere  Punkt  i\  der  harmonisch  von  jenei 

durch  das  Punktenpaar  A^A\  getrennte  Punkt  sein  muss ,  indem  die  Reli 

tion  stattfindet: 

(/f 2  A  2 ,  0,3  J  j)  =  —  1. 

Sind  auf  diese  Weise  die  Elemente  des  Punktentripels  {[j,  i\^  i\  ermitte 
worden,  so  geben  wieder  die  Verbindungslinien: 

I  fi3  f 's  I  =  A »     I  f '18  i\  I  =  JP4 
die  fttr  die  vorliegende  Aufgabe  einzig  möglichen  Berührungssehnen  jen< 
beiden   den  Grundkegelschnitt  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  im  Neta 
(24) ,  welche  die  Bilder  der  zwei  einzigen  eigentlichen  Doppeltangenten  d< 
Plancurve  sind. 

Die  Schnittpunktenpaare  B^B'^^  ^4^4  ^^  Sehnenpaares  pg  1^4  ^^^  Onm< 
kegelschnitte  nach  dem  Constructionsgesetze  in  (21)  projicirt,  geben  ai 
der  Plancurve  die  Berflhrpunktenpaare  B^JB^^^  ^i^i  ^^  beiden  Doppe 
tangenten. 

27.  Von  den  beiden  gefundenen  Doppeltangenten  berührt  die  eil 
einen  und  denselben  Zweig  der  Plancurve,  weshalb  sie  auch  wieder  wie  d 
Curve  in  (19),  von  einem  Paare  Inflexionen  begleitet  sein  muss,  aus  Orüj 
den,  die  dort  ihre  Erklfirung  gefunden  haben.  Hieraus  folgt  der  Sat 
„Eine  Plancurve  C^  mit  einem  Berührknoten  und  zwei  eigem 
liehen  Doppeltangenten  besitzt  nicht  mehr  und  nicht  wenige 
als  zwei  reelle  Inflexionen«^ 


28.  Zum  Schlüsse  des  vorliegenden  Aufsatzes  sei  noch  auf  einige  b 
merkenswerthe  Beziehungen,  welche  bei  der  Construction  einer  Planem^ 
C^  zu  beachten  sind ,  hingewiesen ,  obgleich  dieselben  zwar  im  Allgemeine 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden  müssen  und  hier  nur  deshalb  ErwShnui 
finden  sollen,  soweit  die  Methode  unserer  Construction  sich  durch  dieselbe 
in  ihrer  Vereinfachung  prägnant  ausdrückt.  Dabei  übergehen  wir  die  leicl 
ersichtlichen  Constructionen  der  Schnittpunkte  einer  Geraden,  der  einÜELchc 
Tangenten  etc.,  und  wollen  nur  noch  von  den  Doppelpunktstangente 
sprechen. 

29.  Wie  gestaltet  sich  die  Construction  einer  Doppelpunktstangeni 
für  eine  Plancurve  mit  drei  Doppelpunkten?  Sehr  einfach  und  unmittelbi 
(Fig.  1).  Ist  z.  B.  eine  solche  Tangente  in  0^  zu  bestimmen ,  so  suche  ms 
nach   (8)   zu  den  Strahlen   jO^^j,  [Ojii'sl   die  homologen  Hauptstrahlei 
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Beide  sind  die  Doppelpanktstangenten  des  Punktes  0^ .  Analog  ist  die  Con- 
strnction  für  den  Punkt  0^.  Im  Doppelpunkte  O3  gelangt  man  sofort  zu 
dem  ihm  angehörigen  Tangentenpaare,  wenn  man  ihn  mit  den  Schnitten, 
welche  die  Strahlen  |Os^sl,  l^s^^'s!  ^^^  dem  Hauptkreise  x  hervorbringen, 
Terhindet. 

SO.  Ist  (Fig.  2)  eine  Plancurve  C^*  mit  Berührknoten  vorliegend,  so 
woeen  wir  (24),  dass  nur  im  Punkte  Oj,  ein  Paar  Tangenten  (reell,  ima- 
ginlr)  vorkommen,  weil  der  Berührungsknoten  0^  die  Hauptkreistangente  ö^ 
als  Knotentangente  a  priori  besitzt.  „Die  Doppelpunktstangenten  von  0^^ 
siod  gleichlaufend  den  Hauptstrahlen  lO^^^li  l^s-^'sl-*' 

31.  Wie  sich  in  den  beiden  letzten  Aufgaben  der  Tangentialpunkt  einer 
Doppelpunktstangente  ermitteln  lässt,  ist  mit  Hilfe  der  bekannten  Beziehung 
and  mittelst  der  Construction  in  (9)  als  erledigt  anzusehen. 


HL 
Der  Feuerbaoh'sohe  Satz  vom  ebenen  Dreieck. 

Von 

Dr.  R.  Slawyk, 

Oberlehrer  sa  Straubarg  (Elsau). 


Der  Yon  E.  W.  Feuerbach  gefundene,  im  Jahre  1822  bekannt  ge- 
gebene Satz,  wonach  der  die  Mitten  der  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  ent- 
haltende Kreis  die  vier,  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreise  bertihrt,  hat 
zwar  schon  eine  Reihe  von  Beweisen  gefunden.  Wenn  ich  doch  noch  ein- 
mal auf  diesen  Satz  zurückkomme,  so  geschieht  es,  weil  ich  eine  Eigen- 
schaft der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  heryorheben  und  zum  Kern  des 
Beweises  machen  will,  wonach  dieselben  conjugirte  Gerade  zu  gewissen, 
leicht  erkennbaren  Linien  des  Dreiecks  sind.  Yergl.  Nr.  4.  Zur  Herleitung 
und  Ausnutzung  dieser  Eigenschaft  muss  ich  die  eingeschriebenen  Kreise 
des  Dreiecks  mit  dem  yon  M.  Nagel"^  zuerst  gefundenen  Dreieckspunkte  in 
Beziehung  bringen,  so  dass  dem  eigentlichen  Beweise  eine  kurze  Betrach- 
tung über  diesen  Nagel'schen  Punkt  yorausgeschickt  ist. 

Um  die  Allgemeinheit  und  Uebersichtlichkeit  zu  bewahren,  habe  ich 
mich  der  Hilfsmittel  der  synthetischen  Geometrie  bedient  und  statt  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  eine  beliebige  im  Endlichen  gelegene  benützt. 


1a  Es  sei  ein  ebenes  Dreieck  ^93S  mit  den  Seiten 

und  in  der  Ebene  desselben  die  Gerade  l  gegeben,   welche  die  Seiten  des 
Dreiecks  %99S  in  den  Punkten 

Ä,  =  y,a),    Ä3  =  (Z,b),    Ä3  =  {Z,c) 

schneidet    Auf  dieser  Geraden  l  befinde  sich  eine  Inyolution  zweiten  Grades, 

Si  und  £)||,  8^  und  8^^^  ^i  ^^^  ^3s 
conjugirte  Punkte  sein  sollen. 

Wir  wollen  nun  diejenigen  vier  Kegelschnitte  construiren,  welche  die 
drei  Linien  a,  b  und  c  berühren  und  denen  das  auf  der  Geraden  2  gegebene 


*  M.  Nagel,  Thäorämes  snr  les  cercles  qui  toncbeot  les  cot^s  d*an  triangle. 
Nouvelles  annales  par  Terquem  et  Gero no.    t.  XIX  p.  864. 
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PnnktsTBiem  zngehOrt.     Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  auf  {  drei  Paar 
conjogirte  Punkte  T^  welche  den  Bedingungen  genügen: 

Hierauf  zeichnen  wir  die  Schnittpunkte 

aR=(aT„  ST„  6T3), 

Diese  80  erhaltenen  vier  Punkte  3Jl  sind  die  Pole  der  Geraden  {  in  Bezug 
auf  die  vier  gewünschten   Kegelschnitte;*  die  Kegelschnitte  selbst  wollen 

'^  ""'*  SKS  aji,«.  aR,s  aRs« 

beteichnen.     Von  denselben  ist  entweder  keiner  oder  alle  vier  reell;  wir 
nehmen  den  letzteren  Fall  an. 

Wir  construiren  weiter  ein  Dreiseit  aus  den  Geraden  älfi^i,  SS'si  €^^3 
und  bezeichnen: 

a^BC,    h  =  ÄC,    c^AB. 

Die  homologen  Seiten  der  beiden  Dreiecke  91 S3 €  und  ABC  schneiden 
sid)  auf  der  Geraden  {,  folglich  treffen  sich  die  Verbindungslinien  homologer 
£cke&  in  demselben  Punkte  8\ 

Äc=(^«,58,  C6). 

Ans  den  harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  A  B  CS  ergeben  sich 
^e  Beziehungen: 

(il-B6&,)  =  -l,    U(733S,)  =  -1.    (JBCaÄ,)c=3-]. 

Endlich  zeichnen  wir  noch  das  Dreiseit  A'B^C  aus  den  Geraden  ASi^ 
^^11  C8^  und  construiren  die  Kegelschnitte  M^,  M^^  M^^  M^  für  das 
Dreieck  ABC  und  0«,  0^«,  0/,  O3«  für  das  Dreieck  ÄBC\  welche  den 
^er  Kegelschnitten  SR  für  das  Dreieck  91 93  @  entsprechen. 

Wir  betrachten  die  beiden  Dreiecke  AATy^  unl  SBT^,    Es  war 

Folglich  liegen  die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  auf  einer  Geraden. 
Diese  Schnittpunkte  sind  8^  0  und  Jf. 

Ebenso  liegen  die  beiden  Dreiecke  Ä%T^  und  B>^T^  perspectivisch, 
deshalb  auch  8j  M  und  9Jl  in  gerader  Linie  liegen.  Es  liegen  also  je 
in  einer  Geraden  die  vier  Punkte 

ÄOlfüR,    SO,ilf,SK,,    ÄOgJlfjTO,,    SO^M^^^. 

Femer  sind  folgende  harmonische  Büschel  projectivisch : 

M{ABQS^)  A  0(A'B'C8^). 

*  Schröter,  Erweiterung  einiger  bekannten  Eigenschaften  des  ebenen  Drei- 
aeb.    Borohardt's  Journal  Bd.  68  S.  281. 
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unter  diesen  Strahlen  schneiden  sich  drei  Paare  aaf  {,   folglich  auch  das 
vierte.     Also  gehen  JfS,  00  und  l  durch  denselben  Punkt. 

Ist  weiter  R  der  Berührungspunkt  der  Geraden  AB  mit  Kegelschnitt 
M^y  und  yerbinden  wir  den  Schnittpunkt  (IfJR,  l)  mit  SR,  so  lässt  sich 
ebenso  leicht  zeigen,  dass  diese  Verbindungslinie  die  Gerade  022  in  einem 
Punkte  9tQ  trifft,  welcher  auf  Kegelschnitt  9R^  gelegen  ist  and  dessen  Tan- 
gente in  SRq  durch  8^  geht,  üebertragen  wir  dies  auf  den  Kreis  Jf  *,  so 
sehen  wir,  dass  die  zweite  Tangente,  die  man  (ausser  c)  aus  8^  noch  an 
M^  legen  kann,  M^  in  einem  Punkte  Rq  berührt,  welcher  auf  der  Ge- 
raden CO  gelegen  ist  £s  liegen  aber  B^^BM  auf  einer  Geraden,  der 
Polaren  yon  8^  fdr  iKf^  und  es  ist  auch 

Nennen  wir  noch  den  Schnittpunkt 

{ßB^O,AB)^B^ 

und  ziehen  aus  dem  Punkte 

a,  CO,  6Ä) 

nach  den  obigen  harmonischen  Punkten  vier  Strahlen,  so  findet  sich,  dass 

(JBB,6S3)  =  -1 
ist. 

Es  berührt  Kegelschnitt  M}  das  Diagonaldreiseit  il£  J  des  yollstla- 

digen  Yierseits  q,  6|  c,  l  in  den  Punkten   P,  Q  und  i?.     Es  kann  daher 

Jf^  als  Polarkegelschnitt  eines  gewissen  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Kegel- 

schnittschaar  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  a,  6,  c,  {  aufgefasst  werden. 

Dieser  Punkt  ist  wegen  der  zuletzt  gefundenen  Relation  nur  der  Punkt  Of 

so  dass  wir  das  später  zu  yerwerthende  Resultat  haben: 

Kegelschnitt  M^  ist  der  Polarkegelschnitt  des  Punktes  0 

in  Bezug   auf  eine   Kegelschnittschaar   mit   den  gemeinsamen 

Tangenten  a,  b,  c,  l, 

2.  Indem  wir  nun  zur  Herleitung  des  Peuerbac haschen  Satzes  über- 
gehen ,  construiren  wir  den  Polarkegelschnitt  8^  yon  8  für  eine  Kegelschnitt- 
schaar mit  den  gemeinsamen  Tangenten  q,  b,  c,  l.  Derselbe  berührt  die 
Diagonalen  a^  h^  c  dieses  yollständigen  Yierseits.  Von  dem  Pole  %  der 
Geraden  £^^  in  Bezug  auf  den  in  das  Punktepaar  %  und  8^  zerfallenden 
Kegelschnitt  der  Schaar  müssen  an  8^  zwei  Tangenten  gehen,  nAmlich 
erstens  die  Gerade,  welche  zu  iS^  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  die  Schaar, 
und  zweitens  die  Polare  yon  8  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  %8i.  Da 
beide  Geraden  mit  ^8^  zusammenfallen,  so  berührt  Kegelschnitt  8^  die 
Gerade  ^8^  im  Punkte  ^.  Kegelschnitt  8^  berührt  also  die  Seiten  dee 
Dreiecks  ABC  m  den  Punkten  91,  93  und  S. 

Das  Dreieck  91S3S  ist  das  Diagonaldreieck  des  Vierecks  aRSOtiSRaV^, 
und  es  lässt  sich  somit  8^  als  Polarkegelschnitt  einer  Geraden  k  in  Benig 
auf  ein  Kegelschnittbüschel  mit  den  Grundpunkten  901,  &)t|,  äRa,  8Rg  «of^ 
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&88eD.  Die  Lage  der  Geraden  k  ergiebt  sich  einfach  folgendermassen.  Es 
mag  l  die  Gerade  93S  im  Punkte  Z|  schneiden, 

Die  Polare  des  Punktes  Z|  in  Bezug  auf  den  in  die  Geraden  91  Tj  und  %  T^ 
lerfallenden  Kegelschnitt  des  Btlschels  muss  Kegelschnitt  S^  in  zwei  Punkten 
Mffen,  nSmlich  erstens  im  Pol  yon  k  für  diesen  zerfallenden  Kegelschnitt, 
nnd  zweitens  in  dem  zu  Z]  conjugirten  Punkte  in  Bezug  auf  das  Kegel- 
sehnittbttschel.  Da  beide  Punkte  in  ^  zusammenfallen,  so  muss  die  Tan- 
gente 3(5|  von  8^  die  besagte  Polare  des  Punktes  Z^  sein,  und  wir  haben 

die  Gleichheit  9l(r.r..S.Z.)  =-1. 

Wenn  wir  nun  ebenso  die  Schnittpunkte 

(A,fe)  =  Z„     (A,c)  =  Z3 
nennen,  so  ist  auch 


A  —  ^1  ^  ^3  . 

Da  8^  der  Polarkegelschnitt  von  k  für  das  Büschel  aRaJl|aRs9ßs  ist, 
M  schneidet  8^  auf  k  das  Punktsystem  aus,  welches  durch  die  Schnitt- 
pnnktenpaare  der  Kegelschnitte  des  Büschels  erzeugt  wird  (Schröter, 
Steiner's  Vorlesungen  II,  S.  301).     Setzen  wir  also 

(A,9lT,)  =  Tp  (A,  2l2'i,)  =  T„; 
(i.SBr,)  =  T„  (A.iBra)  =  T„; 
a,6T,)  =  T3,    (A,62',s)=T„, 

w  schneidet  Kegelschnitt  S*  auf  l  dieses  Punktsystem 

mTiu   TjTjj,  TjTsj 
«19.    Wir  haben  dann  die  Belationen 

«(^i^T.T«,)^ 1.    SB(I,Z,T,T«)  =  -1.    3l(Z,Z,T,Ta)  =  -l. 

Nennen  wir  noch 

(3iZi,a3Z,)  =  r,   (az,,6Z3)  =  B,   (©z„sz3)=A5 

«Zi  =  Br  =  a,     93Zj  =  Ar=|3,     6Z3c=Br  =  y, 
^  sehneiden  sich  die  Geraden  ^A,  S3B  und  (SP  in  demselben  Punkte  Z; 
<J«Dn  die  Dreiecke  ABT  und  ^ilÖS  liegen  ja  perspectivisch ,  weil  die  entspre- 
chenden Seitenpaare  sich  auf  der  Geraden  k  schneiden. 
Wir  hatten  vorhin  die  Gleichheit 

2l,(T,T„S,Z,) 1. 

Nehmen  wir  von  diesen  yier  Strahlen 

%T,,  21^11.  9l5j,  aZj 

je  den  vierten  harmonischen  in  Bezug  auf  dieselben  Strahlen  %  93  und  3(  S 
als  erstes  Strahlenpaar,  so  bilden  diese  vierten  Strahlen  zusammen  wieder 
ein  hanDonisches  Büschel. 
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Nun  ist 

«(»gTiTJ--!  nach  (1) 
und 

daher  erhalten  wir 

oder  besser 

2l(r,T„SZ) 1.  ' 

ebenso 

d.  h.  S  und  Z  sind  conjngirte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Büschel  ^ÜJtiSO'ij 9Rs. 

Aus  der  Gleichung 

9l(r,T„SiZ,) 1 

oder  passender 

%(T^T,,Cr)  =  -l   und   »(T,T„Cr)  =  -l 

folgt  ebenso,  dass  Cund  f,  B  und  B,  Ä  und  A  ebenfalls  conjngirte  Punkte 
in  Bezug  auf  dasselbe  Büschel  3JtaR|aR,aR,  sind. 
Die  Formeln 

in  Verbindung  mit  dem  Umstände,   dass  je  in  einer  geraden  Linie  liegen 

er,!,,   ET^Tss, 

und  dass  die/ Punkte  Tauf  I,  die  Punkte  T  sich  auf!  befinden,  lehren  uns, 
dass  wir  die  Linien  l  aus  k  auf  dieselbe  Art  ableiten  k5nnen ,  wie  wir  that- 
sächllch  iL  aus  l  hergeleitet  haben.  Es  wird  somit  ein  S^'  analoger  Kegel- 
schnitt Z'  existiren.  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  ABT  in  den  Punkten 
^,  9,  6  berührt  und  auf  X  das  Punktsystem  TiTu  ausschneidet.  Es  ist 
dann  Z'  der  Polarkegelschnitt  von  Z  für  eine  Kegelschnittschaar  mit  den 
gemeinsamen  Tangenten  a,  b,  c,  k  und  von  l  für  das  Kegelschnittbüschel 
mit  den  Grundpunkten  9Jt,  äR^,  äR^i  Sßs*  ^^®  femer  S  der  Pol  von  l  für 
Kegelschnitt  S^'  ist,   wird  auch  Z  der  Pol  von  k  für  Kegelschnitt  Z'  sein. 

Wir  fassen  die  bisherigen  Betrachtungen  kurz  zusammen. 

Durch  die  Ecken  des  Dreiecks  91iB(S  legen  wir  je  einen 
Strahl,  wodurch  die  Gegenseiten  des  Dreiecks 

a  in  Z|,     h  in  Z^,     c  in  Z3 

derart  geschnitten  werden,  dass 

9l(T.r„5.Z,) 1,     ©(2',T„S,Z,)  =  -l,    (&{T,T^8,J:,) 1 

wird.  Während  die  Punkte  5|,  S^  und  8^  auf  der  Geraden  l  lie- 
gen, befinden  sich  Z|,  Z^  und  Z^  auf  einer  Geraden  iL 

l^S^S^S^,     A=Z,Z,Z3. 

Wir  erhalten  dadurch  zwei  Dreiseite  mit  den  Seiten 


mit  den  Ecken 


Von  Dr.  R.  Slawtx.  41 

5  =  51S,     nnd      /5  =  aZ„ 

j5  =  (a,  c)     und    B  =  (a,y), 
C=(a,5)  r  =  (a,|S). 

Die  Dreiecke  ^IJ^Cnnd  ABT  liegen  mit  919S  perspectivisch, 

•*  "*  s=(^«,BSB,  CS),  i=(Aa,B©,  re). 

Der  Polarkegelschnitt  8^  von  jS  für  eine  Kegelschnitt- 
gcliaar  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  a»  B,  c,  l  ist  zugleich 
der  Polarkegelschnitt  der  Geraden  l  für  ein  Eegelschnitt- 
büschel  mit  den  Orundpunkten  ilR,  Wl^,  SJtg,  SJts. 

Der   Polarkegelschnitt   Z'   von    Z    für   eine   Kegelschnitt- 
Bchaar  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  a,  b,  c,  k  ist  zugleich 
der  Polarkegelschnitt  der  Geraden  2  für  dasselbe  Kegelschnitt- 
Uschel  aJlSKiüRjüK,. 

S*  berührt  die  Seiten  a,  l,  c  in  den  Punkten  91,  93»  &  Z' 
berührt  die  Seiten  a,  /3,  }^  in  denselben  Punkten  91,  93,  (E. 

Auf  den  Geraden  l  und  l  befindet  sich  je  ein  Punktsystem 
mit  den  Punktepaaren 

^1^11»    ^2^2«»    ^8^8S    ^°^    TiT||,    TjT«,    TsTj, 

und  68  liegen  in  gerader  Linie 

©TjT,,    S3T„T„. 

Das  erste  Punktsystem  auf  l  gehört  S^,  das  zweite  auf  X  ge- 
hört V  zu. 

Jede  der  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  SR 3R| SR^ äRj 
Wird  von  ^S^^  beziehungsweise  Z^  zum  zweiten  Male  in  dem 
PoQkte  geschnitten,  welcher  zu  ihrem  Schnittpunkte  mit  X 
b^x«  l  conjugirt  und  zu  den  auf  ihr  gelegenen  Grundpunkten 
barmonisch  gelegen  ist. 

Der  Pol  von  l  für  S*  ist  S,  derjenige  von  X  für  Z*  ist  Z. 
^  ^&d  Z,  Ä  und  A,  B  und  B,  C  und  f  sind  conjugirte  Punkte 
'^^  Being  auf  das  Büschel  aRaR|3Jt,aR,. 

Die  Kegelschnitte  8^  und  Z'  haben  die  Punkte  91,  SB,  6  gemeinsam. 
Die  Ecken  des  gemeinschaftlichen  Poldreiecks  3E^3  müssen  daher  auf  den 
^ten  des  Dreiecks  91936  gelegen  sein,  und  zwar  liege 

lauf  ©6,     ?)  auf  916,     3  auf  918. 

Aof  der  Geraden  3E  ^  müssen  dann  auch  die  Pole  C  und  f  von  91 33 
ifl  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  8*  und  Z*  gelegen  sein ,  oder 
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X^  föllt  zusammen  mit  Cf, 

?)3      I,  n  n      ^A, 

d.  h.  X  ist  der  Schnittpunkt  von  ^B,  CV  und  33S,  in  Zeichen: 

i=(/?B,  er,  ©6),    ?)  =  (^A,  er,  «6),    3=(^A,5B,aS). 

Der  vierte  gemeinsame  Punkt  ®  der  Kegelschnitte  8*  und  £*  ist  dann 

®  =  («3E,©?).63). 
Er  ist  der  conjugirte  Punkt  zum  Schnittpunkte  (2,  l)  in  Bezug  auf  das 

Büschel  aRaRiüR,aR3. 

Die  Kegelschnitte  8*  und  £'  haben  ausser  den  Punkten  9, 
93  und  6  noch  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt®,  der  zu  dem 
Schnittpunkte  {l,  k)  in  Bezug  auf  das  Bflschel  SRaRiaRs^'^s  <^<^°- 
jugirt  ist.  Das  gemeinsame  Poldreieck  X^3  ^^^  beiden  Kegel- 
schnitte hat  zu  Seiten 

Linie  X^  zusammenfallend  mit  Cf, 
»13  »  »    ^B, 

,.      ,     •     ?)3  »  »    ^A, 

und  zwar  liegt 

I  auf  336,   ?)  auf  «6,   3  auf  «©. 

Demnach  ist 

®  =  (31I,  2i?),63). 

3.  Die  Kegelschnitte  8^  und  Z^  haben  auch  vier  gemeinsame  Tangen- 
ten t,  tj»  tj,  tg.  Das  Diagonaldreieck  des  Vierseits  t,  t^,  tj,  t,  ist  dann 
wieder  X^3  ^^^  ^^^^  sei 

I?)  =  (tt3.t,t,),    X3  =  (tt,,t,t3),    ?)3  =  {tti,t,t,). 

Da  die  Tangenten,  von  einem  Punkte  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar 
gezogen,  eine  Strahleninvolution  bilden,  so  müssen  die  Tangenten  %BC 
und  9 Bf,  in  9  an  8*  und  Z^  gelegt,  harmonisch  gelegen  sein  zu  den 
Strahlenpaaren  91  (tt^)  und  ^(tjts).  Daher  haben  wir  als  Schnittpunkte 
dieser  vier  harmonischen  Strahlen  je  zwei  Paar  harmonische  Punkte: 

A,  A  und  (ttj,  (tjtj)  auf  ?)3, 
^,  B     ,    (tt,),  (t^t,)    „     13, 

c,  r    „   (tts),  (tit,)  „    I?). 

Aus  den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  ttit^t, 
folgt  aber,  dass  auch  (tt|)  und  {t^t^)  zu  ^  und  3  harmonisch  gelegen  sind; 
folglich  sind  die  Schnittpunkte  (ttj)  und  (t^tj)  die  Doppelpunkte  einer  In- 
volution, von  welcher  ^3  ^^^  -^A  je  ein  Paar  conjugirter  Punkte  vor- 
stellen.    Wir  wissen  aber,  dass 

«(SjS,2',2'„)  =  -l  und  9l(SZr,T„)  =  -l, 

d.  h.  dass  9T|   und  ^T^i  die  Doppelstrahlen  einer  Involution  sind,   von 
welcher  91^^5833  und  »5,6?)  ein  Paar, 

^8Ä  und  91  ZA  ein  zweites  Paar 


I 
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conJQgirter  Strahlen  sind.  Folglich  fallen  die  Strahlen  9[  T,  und  ^T,,  mit 
den  Strahlen  %(ttj  und  9l(t|t3)  zusammen.  Wir  richten  die  Indices  der 
raiigenten  t  so  ein,  dass 

«Tj  identisch  mit  2l(tjt3), 

wird;  und  erkennen  somit,  dass  die  Punkte 

«ÜRü)t,(t,t3),    «ÜJl,ÜJl3(tti),     IBaRÜJljOits) 

a..    8.  w.  zu  je  vieren  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Kegelschnitte  S*  und  Z'  haben  vier  gemeinsame  Tan- 
genten t,  t|,  tj,  tg.  Dieselben  bilden  ein  vollständiges  Vierseit, 
dessen  Diagonaldreieck  X^3  ^^t,  so  dass  die  Punkte 

(ttO  und  (tjta)  auf  ?)3. 
(tt,)  .  (t^tj)  „  13, 
(tt«)     n     (t.t,)     „     I?) 

Seiegen  sind.     Alsdann  befinden  sich  die  Punkte 

3lüJlüRi(t,t3),  3lüR,aR3(tti). 
«ÜRÜR,(tit3),  ©SIKiüJl3(tti), 
6aRÜR3(tit,),    6SIKiSDla(tt3) 

*  ^  je  vieren  in  gerader  Linie. 

4.  Der  Kegelschnitt  S^  ist  (2)  der  Polarkegelschnitt  von  S  für  die 
^^^elschnittschaar  aBc2,  ebenso  Z^  derjenige  von  Z  fUr  die  Schaar  abcA. 
^^^  t  diese  beiden  Kegelschnitte  berührt,  so  werden  die  beiden  Geraden, 


«lohe  zu  t  in  beiden  Schaaren  conjugirt  sind,   die  Punkte  8,  beziehungs- 

€ise  Z  enthalten   müssen.     Der  Schnittpunkt  beider  Geraden  wird  dann 

^^r  Pol  von  t  fCbr  denjenigen  Kegelschnitt  R^  sein  müssen,  welcher  beiden 

^cbaaren  gemeinschaftlich  ist.    Dieser  Kegelschnitt  St*  berührt  also  zunächst 

^ie  Geraden  a,  b,  c  und  2,  folglich  ist  ÄBCflXr  ihn  ein  Poldreieck.   Ebenso 

^^t  ABT  für  ihn  ein  zweites  Poldreieck,  weil  er  auch  die  Geraden  a,  b,  c 

^nd  k  berührt.     Der  Pol  der  Geraden  .^A  ist  für  ihn  also  der  Schnittpunkt 

Von  jBC  und  BT,  d.  h.  %.     Da  &*  die  Geraden  ^93  und  ^(S  berührt,  und 

^A  dieselben  in  3  ^^^  9  schneidet,  so  berührt  ft'  die  Seiten  von  ^33S 

in  den  Punkten  X,  $,  3. 

Für  SP  geht  daher  die  Polare  von  (ttj  zunächst  durch  9,  weil  (tt^) 
^^^93  ^^ffii  ^^d  au<^^  durch  (t2t3),  weil  dieser  Punkt  zu  (t  t^)  harmonisch 
in  Bezug  auf  ^  und  3  gelegen  ist.     Daher  ist  für  ft' 

die  Polare  von  (tt^)  die  Gerade  tt (1,13)9)19)11, 
..        .,         »     (tt,)    ,         „       ®(t,t3)imaR„ 

„     „      n   (ttj)  „      ,    e{t,t3)üRaR3. 

Da  diese  drei  Geraden  sich  in  3)t  schneiden,  so  ist  für  St^ 
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Der  Pol  von  SW^  für  den  vorhin  definirten  Kegelschnitt  JS?*  mnss  auf 
t|  gelegen  sein,  weil  (4)  t|  nnd  die  Gerade  S'üRi  für  die  Schaar  abcl,  sa 
welcher  ja  anch  E^  gehört,  conjngirt  sind.  Derselbe  Pol  von  SOlj  für 
Kegelschnitt  E*  moss  aber  auch  auf  t  gelegen  sein,  weil  ja  S  nnd  t  für 
E*  Pol  und  Polare  sind.  Es  ist  also  (ttj)  der  Pol  von  SÜJli  fÜrJEJ*.  Da 
nnn  aber  Linie  99)1,991,  den  Punkt  (tt^)  enth&lt  (3),  so  liegt  der  Pol  von 
^aJlgSIts  erstens  auf  iSaR^  und  zweitens  auf  93JtaR],  denn  es  sind  31  SR, SR, 
und  99Jt3}{,  in  Bezug  auf  die  Schaar  aicl  conjugirt  Besagter  Pol  ist 
also  ÜR, .  aßi  SDls  '^8  is^  »^so  ein  Poldreieck  für  den  Kegelschnitt  EK  Weil 
nun  9^2 9Rs  (durch  %  geht,  so  liegt  Wl^  auf  der  Polaren  ys  von  %  für 
Kegelschnitt  E\  d.  h.  es  liegen  in  einer  Geraden 

aWi^i»,  üJijÄiP,  ajig^y* 

üeberhaupt  liegen  also  je  in  einer  Geraden  die  5  Punkte 

«ySKgCArj,   xB^^Bk^,   yBrn^ÄJc^. 

W&ren  wir  von  einem  Kegelschnitte  E'  der  Schaar  abci  ausgegangen, 
für  den  Z  und  t  Pol  und  Polare  sind,   so  hätten  wir  fthnliche  Resultate 
gefunden,  wie  die  nachfolgende  Zusammenfassung  es  zeigt. 
Wir  führen  die  Bezeichnungen  ein: 

Xi  =  (t,Br)      und  Äi  =  (t,BC), 
x,=  (t,Ar)         „     Ä,=  (t,^(7), 
x3  =  (t,AB)         „     Ä,  =  (t,^J5), 
|  =  (Bx„rx5)     „     ir  =  (J5Ä„C*3), 
i?  =  (Axj,rx3)     „     y^{Äki,Ch^), 
J:=(Axi,Bx,)    „      e^{Äk^,Bk^). 
Die  Schnittpunkte 

(xy,  aS),  (icjer,  516),  (yxr,  ®6)  liegen  auf  der  Geraden  SaR; 
av^  «83),  Ut,  «6),  (ijj:,  ©6)        «         .        „  .  ZÜJI. 

Es  liegefi  ferner  je  in  einer  Geraden 

xym^Ck^  und  iti^^^^ 

yeWl^Äh^      „      t?SÜR,Ax,. 

Die  Punkte  x^  y^  e  sind  der  Reihe  nach  auf  den  Seiten  a,  b,  c 
des  Dreiecks  5193@  gelegen,  ebenso  |,  17,  ^  bez.  auf  denselben 
Seiten. 

Es  liegen  endlich  je  in  einer  Geraden 

N%x  und  Nai, 
N^y  „  N®i?. 
iV^65      „     N6f, 

wobei  N  und  N  die  Berührungspunkte  von  t  mit  den  Kegel- 
schnitten S^  und  Z'  bedeuten. 


*  Schröter,  Borchardt's  Journal  Bd.  68  S.  234. 
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Buselbe  iSsst  sich  fCbr  Kegelschnitt  8^  feststellen.  Er  berührt  die  vier 
Geraden  t,  a«  b,  c  der  Beihe  nach  in  den  vier  Punkten  N,  ^,  ^  und  S. 
Das  Diagonaldreieck  des  voUst&ndigen  Vierseits  sei  xye.    Wir  nennen 

Äi  =  {t,J5C),    Ä,  =  (t,ilC),    Jc,^{UÄB). 
Bann  erhalten  wir 

«=-(©6,Bä„CÄ3),    y  =  (2l6,-AAri,CÄ;8),    5  =  (91S,  .!*„  5Ä,). 

^^d  es  liegen  in  gerader  Linie 

N^x,   JVSy,    Ni&0. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  betrachten  wir  wieder  die  Kegel. 
Bchnittschaar  abc2.  Wir  sahen  in  (4),  dass  t  und  die  Gerade  SWl  in  Be- 
^g  auf  dieselbe  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  sind.  S*  ist  bekanntlich  (2) 
^er  Polarkegelschnitt  von  8  für  dieselbe  Schaar.  Da  nun  t  eine  Tangente 
▼00  8^  ist,  so  wird  es  einen  Kegelschnitt  E^  der  Schaar  ahcl  geben,  für 
den  8  und  t  Pol  und  Polare  sind.  Es  wird  ja  8^  von  den  Polaren  des 
Punktes  8  in  Bezug  auf  sttmmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  ahcl  eingehüllt. 

FOr  E*  ist  nun  ABC  ein  Poldreieck,  weil  E^  der  Schaar  abcl  an- 
gehört und  weil  ABC  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierseits  ahcl 
ist    Es  ergiebt  sich  somit,  dass  für  E^ 

ÄJg  der  Pol  von  CS6, 

h      r.        .         n       ÄS% 

ist    Daher  ist  endlich 

6  der  Pol  von  Jc^C=iXffy 

83     »        «         ;;      hB  =  XZy 

'S,    „      „      „    \A=^yß 

und  es  ber(\hrt  somit  Kegelschnitt  E^  die  Seiten  von  %93(S^in  den  Punkten 
«,  y  und  0. 

Hieraus  ergeben  sich  eine  Beihe  schöner  Folgerungen.     Zunftchst  sind 

^  ^^  Punkt  {xy,  818)  und  Gerade  65  Pol  und  Polare, 

„      («5,916)    „        „       33y    I,      w        n    > 

Daher  liegen  die  drei  Punkte  links  auf  einer  Geraden,  nämlich  der  Polaren 

in  Bezug  auf  J?^  Diese  Polare  muss  aber  8Wl  sein.  Denn  da  t  und  /S9R 
für  die  Schaar  abc2  conjugirt  sind,  8  und  t  aber  für  E^  Pol  und  Polare 
sind,  so  kann  nur  der  Berührungspunkt  N  von  t  mit  demjenigen  Kegel- 
schnitte 8^  der  Pol  von  53)1  für  JE?^  sein,  welcher  Polarkegelschnitt  von  S 
für  die  Schaar  obcJ  ist 

Daher  enthält  die  Gerade  S'Sk  die  Punkte  {xy,  9199),  {xb\  916)  und 
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Weil  non  C  auf  xy  gelegen  ist,   ftLbrt  die  Polare  von  C  fOr  Jf',  cL  i.  di» 
Gerade  PQT^,  durch  5  d.h.  5  ist  der  Schnittpunkt  von  3193  und  PQT^^ 
Der  Kegelschnitt  üf',  welcher  die  Seiten  a,  h  und  e  dea 
Dreiecks  ABC  der  Reihe  nach  in  P,  Q  und  R  berührt,  hat  xym 
zum  Poldreieck  und  es  ist 

Zugleich  ergiebt  sich,   dass  A  und  B  harmonisch  liegen  zu  R  uncL 
{AB,  PO). 

Kehren  wir  nun  zu  unserem  Kegelschnitte  6'  zurück.  Derselbe  gehl 
durch  SDli  und  SSJl^ .  Seine  Tangenten  in  diesen  Punkten  schneiden  sich  in  $, 
Die  Polare  eti  des  Punktes  T^  von  SRiäßg  muss  daher  so  gelegen  sein,  df 

ist.     Projlciren  wir  diese  vier  Strahlen  auf  AB^  so  giebt  es  zunächst  die^« 

drei  Punkte 

A=^{AB,eSSii),    B=^{AB,zm^),     {AB,  PQ)  =  {JB,  eT^). 

Daher  ist  {AB,  eti)  =  B,  denn  er  muss  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
den  drei  ersteren  sein. 

Ist  N  der  Berührungspunkt  des  Kegelschnittes  Z'  mit  der 
Geraden  t,  so  liegen  je  in  einer  Geraden 

iPNÄ,  yNp,  xHP. 

Da  nun  Kegelschnitt  üf'  die  Geraden  a,  h^  c,  X  berührt  und  xyg  zum 
Poldreieck  hat,  so  trifft  die  Polare  von  Ä:3  =  (t,  AB)  für  üf^,  d.i.  die 
Gerade  xP,  die  Tangente  t  in  ihrem  Berübniugspunkte  mit  t,  und  dieser 
Punkt  ist  eben  N.  Kegelschnitt  Z'  und  M^  haben  also  auf  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  t  auch  den  gemeinschaftlichen  Berührungspunkt  N. 
Aehnliches  gilt  für  die  Kegelschnitte  M^^  M^  und  M^,   Daher  das  Resultat: 

Der  Kegelschnitt  Z'  berührt  die  vier  Kegelschnitte  M^, 
M^,  M^  und  M^  der  Reihe  nach  in  den  Punkten  N,  N|,  N^  und 
N3.  Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  diesen  Punkten  sind 
die  Geraden  t,  t|,  t^  und  t,. 

Bemerkung.  Nehmen  wir  als  Gerade  l  die  unendlich  entfernte  Ge- 
rade l^  und  specialisiren  das  nach  (1)  auf  ihr  angenommene  Punktsystem 
^i^in  ^2^2s>  ^3^33  derart,  dass 'ein  Paar  conjugirter  Punkte  auf  l^  von  je 
zwei  zueinander  rechtwinkligen  Richtungen  ausgeschnitten  werden,  so  werden 
die  Kegelschnitte  aK^  ÜJli*,  3J^a^  ^Kg*  die  vier  dem  Dreiecke  «©6  ein- 
beschriebenen Kreise,  ebenso  M^,  M^^  M^,  M^  die  vier  dem  Dreieck  ABC 
einbeschriebenen  Kreise;  ^936  ist  das  Mittendreieck  und  Z^  der  diesem 
Mittendreieck  umschriebene  oder  Feuerbach'sche  Kreis  von  ABC.  Der 
Kegelschnitt  iS'  aber  wird  die  Ellipse,  welche  die  Seiten  von  ABC  m  ihren 
Mitten  berührt.  Diese  Mittenellipse  hat  also  mit  dem  Feuerbach- 
schen  Kreise  die  vier  Tangenten  t  gemeinsam,  von  denen  jede 
noch  einen  der  eingeschriebenen  Kreise  M  berührt. 
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7.  Wir  hatten  (5)  bewiesen,  dass  die  Punkte 

n  dreien  in  einer  Geraden  liegen.  Die  Pole  dieser  drei  Geraden  für  den 
in  (6)  yielbeeprochenen  Kegelschnitt  @'  sind  beziehungsweise  (93  S,  äRjälts)» 
(XS,3Ri3)^),  (SS,  aßiS)},)-  ^^ese  drei  Punkte  liegen  also  in  einer  Ge- 
nien fi,  der  Polaren  von  N  fOr  &,  Da  N  auf  t  gelegen  ist  und  der  Pol 
iw  t  fllr  (g*  der  Punkt       ,«yx  ».    «vx        «vx  «.x 

cmj,  ssi^ri,  ssi^t) 

ist,  80  enthält  fi  diesen  letzteren  Punkt,  üebrigens  liegt  derselbe  auf  I. 
dal  die  Polare  von  N  für  Kegelschnitt  €'  ist,  und  N  sich  auf  t  befindet, 
Also  schneiden  sich  die  Geraden  n  und  l  in  dem  Pole  von  t  für  &. 

InBezag  auf  denjenigen  Kegelschnitt  (S^  des  Kegelschnitt- 
bflschels  mit  den  Grundpunkten  9R,  9R|,  ^;  ^3,  für  welchen 
die  Gerade  l  und  der  Berührungspunkt  N  des  Kegelschnittes 
I'mit  der  Geraden  t  Polare  und  Pol  sind,  sind 

0  Pol  und  m^SSt^  Polare, 

Die  Punkte  («©,  SätiSSt^),  (316,  m,m^)  und  (936,  m^Wl,)  liegen 
in  einer  Geraden  n.  Dieselbe  ist  die  Polare  von  N  (d.  h.  des 
Berührungspunktes  von  t  mit  Kegelschnitt  S^')  in  Bezug  auf@^, 
Pankt  (2,  fi)  also  der  Pol  von  t  für  denselben  Kegelschnitt  6^ 

Es  zeigt  sich  nun,  dass  N  und  ({,  n)  conjugirte  Punkte  für  das  Büschel 
3ßa)t|3Rs3R,  sind;  denn   der  Pol   von  l  für  6^  ist  N.      Die  Polare  von 
(/,  f»)  für  &  muss  Z'   (d.  L  den  Polarkegelschnitt  von  l  für   das  Büschel 
9ß9R|3Rs3)^)  erstens  in  diesem  Pol  N  treffen  und  zweitens  in  dem  zu  (l,  n) 
eonjugirten  Punkte  in  Bezug  auf  das  Büschel  ^^^^^3.     Diese  Polare 
ist  aber  NN  und  berührt  Z'  in  N.     Daher  ist  N  in  der  That  der  conju- 
girte Punkt  von  (2,  n)  für  das  Büschel  ^^^^^3. 

Nennen  wir  die  Geraden 

(«»,  aRi3R,)(9l6,  aRiaR3)(©6,  aR,3R3)  =  n, 
(«93,  9RTO3)  («6,  Wim,)  (936,  5«,3K3)  =  n,, 
(«93.  ÜRTO3)  («6.  3Ki9K3)(936,  aJi^RJ  =n„ 
(«93,  SKi^Rj)  («6,  ÜJi3)^)  (936,  mm,)  =^3» 

80  sind   die  Berührungspunkte  vom   Kegelschnitt  Z^  mit  den 
Geraden  t,  t,,  t,,  ts,  nttmlich 

N   conjugirt  zu   (2,  t»), 

Nj  M  II    (^Wj), 

N3  I,  I,    (^^3), 

ZtUadlulA  1  Mathematik  o.  Phjtlk  XXXY,  1.  < 
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in  Bezag  auf  das  Eegelschnittbüschel  il  en  Ornndpunkten 
ÜR,  aW,,  ÜR,,  aWg. 

Ebenso  sind  von  den  Berührnngspnnkten  aeB  Kegelschnit- 
tes S*  mit  derselben  Geraden 

N  conjugirt  zo  (1,  n), 

iVj  „  „    (a,  fij), 

•^S  »1  n      (^>  ••s) 

in  Bezug  auf  dasselbe  Kegelschnittbüsohe  1. 

8.  Aus  den  vorhergehenden  Sfttzen  ergeben  sich  viele  Constmctionen 
sowohl  der  Berührungspunkte  N  und  N,  als  auch  der  gemeinsamen  Tui- 
genten  t  der  Kegelschnitte  S*  und  Z^  von  denen  wir  mit  Umgehung  der 
bekannten  nur  einige  hervorheben  wollen. 

Erste  Construetion.  Nach  den  Angaben  von  (1)  eonstrnire 
man  die  Punkte  S  und  M.  Die  Schnittpunkte  der  Linie  SM  mit 
den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  seien 

Darauf  construire  man  die  Punkte  Je  nach  den  Bedingungen 

Die  drei  Punkte  A^j,  Ä:^,  A;,  liegen  in  einer  Geraden  t,  welche 
die  Kegelschnitte  I'  und  M^  berührt  (4). 

Besonders  einfieush  wird  diese  Construetion  in  dem  Falle ,  welcher  in  der 
Bemerkung  (6)  besprochen  ist     Denn  es  wird  alsdann 

»,«=91^1.    H2B  =  SÖÄ8,     136  =  6*8. 
Zweite    Construetion.      Nach    den    Angaben    von    (1)    con- 
struire  man   die   Punkte   S  und   3R.      Linie   SWl   schneidet   die 
Seiten  von  9196  in  den  Punkten 

(«»,SüR)  =  iP,     (ae,  ^SDO  =  y,    (936,  ÄÜR)  =  a;. 

Wir  erhalten  dann  die  Schnittpunkte 

k^  =  (xy,ÄB),    h^==(xß,ÄC),    \  =  {ye,BC) 
und  daraus 

i  —  W|  A^2  "S  • 

Es  ergiebt  eich  dies  aus  (5). 

Dritte  Construetion.  Man  construire  die  Berührungs- 
punkte P,  Q  und  R  des  Kegelschnittes  M^  mit  den  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  und  entweder  wie  vorhin,  oder  nach  den  Be- 
dingungen 

a;=:(i86.ÖÄ),    y  =  (9l6, /^Ä),    8^(%^,PQ) 

die  Punkte  x,  y  und  jer.  Alsdann  ergiebt  sich  N  als  Schnitt 
punkt  der  Linien  Px^  Qy  und  Re^  ferner  N  als  Schnittpunkt  von 
91a;,  93y  und  ^e.     Daraus  folgt 

2V^N  =  t. 


-'^n  Dr.  R.  Slawyk. 
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Vierte  Constrv  :l6n.  Nach  den  Angaben  in  (1)  construire 
man   die  Punkte   ^^,  aR^«  ü^st  'SR  und  die  Linie 

n  ^t^lS,  üKiüR,)(9l6,  ÜRiüR3)(93(S,  aR^ÜRs). 
Hierauf  verbinde  man  den  Schnittpunkt  (^t  ^)  mit  den  Punkten 
91,  SB  und  S  und  construire  zu  diesen  Verbindungslinien  den 
Tierten  harmonischen  Strahl  in  Bezug  auf  das  jedesmalige 
Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  aRaRiüRj^^s*  Diese  drei 
Tierten  harmonischen  Strahlen  schneiden  sich  in  N^  dem  Be- 
rfihrongspunkte  von  Z^  und  M*. 

Diese  aus  (7)  sich  ergebende  Construction  von  N  wird  sehr  einfach, 
wenn  wir  die  Specialisirungen  der  Bemerkung  in  (6)  eintreten  lassen.  Dann 
werden  die  Strahlen  aus  %,  93  und  @  nach  ({,  t»)  zu  n  parallel.  Es  wird 
femer  z.  B.  ^ÜRaRi  auf  ^STtj^s  senkrecht  stehen  und  deshalb  der  von 
den  Schenkeln  9N  und  ^(2,  n)  gebildete  Winkel  von  einer  der  obigen,  auf- 
einander senkrechten  Linien  halbirt. 


Kleinere  Mittheüiingen. 


I.  Veber  eine  Invariante  der  linearen  DiSerentialgleiehnng 

iweiter  Ordnung. 

§1- 

Transformirt  man  die  lineare  Differentialgleichung 
durch  die*  Substitution: 

80  erhält  man: 

3)    ^.9)(aj)^+^[2/'.9)'(«)  +  0.v(«)]+«[A9)»  +  av'(»)  +  Ä.V(«)l=0 

oder  abgekürzt  geschrieben: 

Bildet  man  nun  den  Ausdruck 
80  ist  derselbe  identisch  gleich 

d.  i.: 


.4(^)+K?)'-l 


Durch  Vergleichung  von  5)  uud  6)  ersieht  man,  dass  der  Ausdruck 
6)  eine  Invariante  der  Gleichung  1)  mit  Bezug  auf  alle  Transformationen 
von  der  Form  2)  ist. 

§2. 

Alle  Transformirten ,  welche  mit  Hilfe  einer  Substitution  von  der  Form 
2)  aus  der  Gleichung  1)  abgeleitet  werden  können,  haben  dieselbe  Inva- 
riante /,  wie  die  Rechnung  5)  bis  6)  zeigt. 
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Hat  man  umgekehrt  eine  zweite  Gleichong 
TN  d?8  .       de  f. 

deren  Invariante  J  gleich  der  Invariante  von  Gleichung  1)  ist,  d.  h.:  Be- 
steht die  Beziehung 

80    Iftsst  sich  die  Gleichung  7)  mit  Hilfe  einer  Substitution  von  der  Form 
2)  und  zwar  durch  die  Substitution 

9)  ,=„'/ft-?)". 

108  der  Gleichung  1)  ableiten.     Setzt  man  nämlich  diese  letzteren  Ausdrücke 
in  Gleichung   1)   ein   und   Iftsst   den   allen   Gliedern   gemeinsamen   Factor 

eJVp     Pj       fort,  so  erhält  man: 

Multiplicirt  man  die  ganze  Gleichung  mit  p/P^  so  hat  man: 

Mit  Rficksicht  auf  8)  ist  der  Factor  von  e  gleich  r,  und  die  Gleichung 
H)  lautet: 

Durch  die  Substitution  9}  ist  daher  die  Gleichung  7)  aus  der  Gleichung 
i)  abgeleitet  worden. 

§3. 
So  haben  z.  B.  die  beiden  Differentialgleichnngen 

dieaelbe  luTariante 
13)  j^  \^-\-(l-a)x+i[a*-\ 
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Nach  §  2  Gleichung  9)  kann  daher  die  Gleichung  12  b)  aus  t2a)  durch 
die  Substitution 

14)  y=zße^^     ^  *'    -^     ,    d.  1.  y  =  jEr.Ä« 

abgeleitet  werden.     Setzt  man  diesen  Werth  für  y  in  12a)  ein,  so  erhftlt 
man  thatsächlich  die  Gleichung  12  b). 

Die  Gesammtheit  aller  Differentialgleichungen,  welche  ein  und  dieselbe 
Invariante  /  haben,  könnte  man  eine  Gruppe  nennen.  Die  Gleichungen 
einer  Gruppe  können  dann  nach  §  2  durch  eine  Substitution  von  der  Form  9) 
auseinander  abgeleitet  werden.  Kennt  man  daher  das  Integral  einer  solchen 
Gleichung,  so  ist  damit  auch  das  Integral  einer  jeden  Gleichung,  welche 
zu  derselben  Gruppe  gehört,  mit  bekannt. 

So  gehören  z.  B.  die  beiden  Gleichungen  12  a)  und  12  b)  derselben 
Gruppe  an,  weil  beide  die  Invariante  13)  besitzen.  Das  Integral  von  12a) 
ist  nun  bekannt: 

15)  y  =  cjaf  - » e-'  da?  +  Cg . 

Da  nun  12  b)  durch  die  Substitution  14)  aus  12  a)  abgeleitet  werden  kann, 
so  ist  das  Integral  von  12  b) 

16)  JET  =  «-«  [c,  r««-*  e-' .  da:  +  CJ  • 

Die  Invariante  der  Gleichung  d^yldoi?=^Q  ist  gleich  Null.  Alle  Dif- 
ferentialgleichungen, deren  Invariante  gleich  Null  ist,  sind  daher  integrabel, 
denn  nach  §  2  lassen  sich  alle  diese  Gleichungen  aus  der  Gleichung  ^y/da?  =  0 
ableiten. 

Es  dürfte  sich  somit  empfehlen,  die  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  nach  ihren  Invarianten  zu  gruppiren  und  eine  Invarianten- 
tafel für  alle  Gleichungen  aufzustellen ,  deren  Integration  bekannt  ist.  Hat 
man  dann  eine  gegebene  Gleichung  zu  untersuchen,  so  bildet  man  nur  ihre 
Invariante.  Aus  der  Invariantentafel  ersieht  man  dann,  ob  und  wie  die 
betreffende  Gleichung  integrirt  werden  kann. 


§4. 

Obige  Theorie  ist  insofern  von  einer  gewissen  Bedeutung,  als  durch 
die  Integration  einer  Gleichung  gleichzeitig  die  Integration  einer  ganssen 
Gruppe  von  Gleichungen  mit  bekannt  wird. 

Durch  eine  Substitution  o;  =  /*(!)  wird  die  Invariante  /  der  Gleichung 
1)  geändert.  Durch  eine  solche  Substitution  können  daher  aus  Gleichung 
1")  neue  Gleichungen  abgeleitet  werden,  welche  verschiedenen  Gruppen  aa- 
gehören.  Die  Integration  aller  dieser  Gruppen  ist  bekannt,  wenn  man  di» 
ursprüngliche  Gleichung  integriren  kann.  — 
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Die  Gleichong 

ist  nun  fttr  alle  m5glichen  P  und  Q  integrabel.     Ihre  Invariante  ist: 

Sei  non  die  Invariante  einer  zu  untersuchenden  Gleichung  Q  gleich 
P(x),  80  könnte  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  Q  und  P  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Gleichung  17)  dieselbe  Invariante  hat,  wie  die  Gleichung  ff,  dass 

Durch  Lösung  letzteren  Problems  ist  dann  die  Integration  von  G  auf 
<)ie  Integration  der  integrabeln  Gleichung  17)  zurückgeftlhrt. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  an  jede  integrable  Gleichung  an- 
biOpfen. 

Auch  Transformationsprobleme  lassen  sich  mit  Hilfe  obiger  Grund- 
^^edanken  leicht  lösen. 

Stellen  wir  uns  z.  B.  die  Aufgabe,  eine  Substitution  y=:B.f(x)  zu 
suchen,  durch  welche  die  Gleichung 

20)  a;g+(a+6+«)g+ay  =  0 

^    die  ähnliche  Gleichung 

^^rgeftthrt  wird. 

Die  Invariante  der  Gleichung  20)  ist: 

l^ie  Invariante  von  21)  dagegen: 

c>ox                  r      ^x^+x{B^A)  +  ii{B+Ay-B^A 
^o)  j^  = -^ 

Da  Gleichung  21)  durch  eine  Substitution  y=^8.f(x)  aus  20)  abgeleitet 
Werden  soll,  so  müssen  die  Invarianten  J^  und  J^  einander  gleich  sein.  Es 
niugg  also  sein: 

also: 

24)  ^=l-ft,    J5=l-a. 
I)ie  Gleichung 

25)  «^+^((l-a)  +  (l-5)  +  a:)  +  (l-5)ir  =  0 

ittt  daher  dieselbe  Invariante  wie  Gleichung  20)  und  kann  nach  §  2  Gl.  9) 
doith  die  Sabttitotion 
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26)        y=:e.eJ^        '  -^^    ^^    ,  d.  i.  y  =  iEf.ic^— * 

aus  der  Gleichung  20)  abgeleitet  werden.  —  Die  von  uns  gesuchte  Substi- 
tution ist  also:  y  =  jEr.a;*~"""*. 

Obige  Inyarianteneigenschaft  gestattet  daher  eine  ganze  Beihe  von  Nutz- 
anwendungen. 

Adomlauken.  DibtrichkeiTy 

Cand.  d.  höh.  Bobnlftmti. 

n.  Veber  einige  Verallgemeinernngen  der  Leibniz'schen  Difleren- 
tiationsformel  und  des  polynomisohen  Lehrsatzes. 

In  einer  kurzen  Mittheilung,  welche  im  I.  Bande  von  Cr  eile's  Journal 
abgedruckt  ist,*  hat  Abel  eine  Verallgemeinerung  des  binomischen  Lehr- 
satzes gegeben ,  die  sich  mit  etwas  abgeänderter  Bezeichnung  durch  die  fol- 
gende Formel  darstellen  Iftsst: 

Hier  bedeuten  a,  a^,  a^  beliebige  Grössen,  n  eine  positive  ganze  Zahl  und 
die  Summation  erstreckt  sich  auf  alle  Paare  nicht  negativer  ganzer  Zahlen 
r,  5,  welche  der  Bedingung  r  +  ^  =  M  genügen.  Setzt  man  in  dieser  Formel 
a  =  0,  so  geht  dieselbe  in  die  binomische  Formel  über. 

Die  AbeTsche  Identität  1)  ist  nun  ein  specieller  Fall  einer  allgemei- 
neren Formel ,  welche  ich  in  den  folgenden  Zeilen  in  Verbindung  mit  einigen 
anderen  Relationen  entwickeln  will.  Um  den  Gedankengang,  welchen  ich 
hierbei  befolge,  deutlich  hervortreten  zu  lassen,  gebe  ich  zunächst  einen 
Beweis  der  bekannten  Leibni zischen  Differentiationsformel. 

Es  seien  /*, (o;),  f%(x)y  .-m  fk{x)  dififerentiirbare ,  übrigens  beliebige 
Functionen  von  x\  femer  bezeichne  f{x)  das  Product  dieser  h  Functionen. 
Entwickelt  man  dann  die  beiden  Seiten  der  Identität 

nach  Potenzen  von  ty  so  kommt: 

k       m 


^    n!  dx"     i  i  ^   n! 


dx^ 


Durch  Vergleich  der  Coefficienten  von  t^  auf  der  linken  und  rechten  Seite 
ergiebt  sich  nun 

wobei  sich  die  Summation  auf  alle  Systeme  nicht  negativer  ganzer  Zahlen 
r^  r^,  ...,  fk  erstreckt,  welche  der  Bedingung  rj -fr^-f  •••  +  ♦'*  ==*  ge- 
nügen. 


*  Siehe  auch  Abel,  Oeuvres  compldtes,  nouvelle  Edition,  Bd.  I  ö.  lOT 
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Dieser  Beweis  der  Lei bni zischen  Differentiationsformel  2)  setzt  offen- 
bsr  die  Conyergenz  der  benutzten  unendlichen  Beihen  voraus.  Indessen 
kann  man,  ohne  den  Beweis  wesentlich  zu  modificiren,  die  endliche  Tay- 
lor*sche  Reihe  (mit  Restglied)  an  Stelle  der  unendlichen  setzen.  Man  sieht 
also ,  dass  die  Formel  2}  unabhängig  von  der  Conyergenz  jener  Reihen  gilt. 

Eine  entsprechende  Bemerkung  ist  im  Folgenden  überall  da  zu  ergSn- 
sen  y  wo  bei  den  Beweisen  unendliche  Reihen  als  Hilfsmittel  benutzt  werden. 

Ich  wiederhole  nun  die  zum  Beweise  der  Formel  2)  angestellte  Be- 
trachtung, nur  dass  ich  dabei  an  Stelle  der  Taylor 'sehen  die  Lagrange, 
sehe  Reihe  setze.  Bedeuten  F  und  q>  Functionen  einer  Veränderlichen,  so 
gUt  die  Entwickelung : 

»)      ^<') =1-  s  ^"'^:^'""'' 

unter  der  Voraussetzung,    dass   e   als  Function    von   t  und  x  durch  die 

Gleichung 
4)  e  =  x  +  ttp(z) 

öUärt  ist    Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  das  Zeichen  -,        i 

.  Ar  den  Fall  fi=^0  die  Bedeutung  F(x)^  für  den  Fall  n  =  l  die  Bedeutung 
^[^)^(x)  besitzt. 

Neben  der  eigentlichen  Lagrange 'sehen  Reihe  3)  verwende  ich  noch 
die  folgenden  Entwickelungen ,  welche  sich  leicht  mit  Hilfe  von  3)  ergeben: 

[l-fqp»]»     ^  nl^rlsl     (A-2)!  daf 

Hier  bedeutet  in  der  letzten  Gleichung  l  eine  positive  ganze  Zahl,  welche 
giOsaer  als  1  ist,  und  die  innere  Snmmation  auf  der  rechten  Seite  erstreckt 
lieh  auf  aUe  Paare  nicht  negativer  ganzer  Zahlen  r,  9,  welche  der  Beding- 
'■>>gr4-«='n  genügen. 

Wir  betrachten  nun  k  beliebige  Functionen  fi{x),fi{x),  ...,  ft{x)  und 

beliehnen  das  Prodact  derselben  mit  f{x).    Ersetzen  wir  dann  in  der  Iden- 

titlt 

jedes  einzelne  Glied  durch  die  bezügliche  Reihenentwickelung  3),  5),  6) 
und  vergleichen  in  der  so  entstehenden  Gleichung  die  beiderseits  auftreten- 
den CoefBcienten  von  ^",  so  erhalten  wir  unmittelbar  den  folgenden  Satz, 
in  welchem  ?rir  nur  die  Fälle  i  =  0,  i  =  l  und  i  =  X;  besonders  hervorheben: 
^Bedeuten  /j,  ^g,  ...,  /i,  q>  irgend  Ä-fl  differentiirbare 
Functionen  einer  Veränderlichen  x  und  bezeichnet  man  zur 
Abkürzung  das  Produot  fxU...fk  mit  /",  so  gelten  die  Formeln: 
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^       dx""  ^  r^\r^\...rk\        dx"^  daf*-»      '"      daf*-* 

jr  jx  ^  _«!_  (r+A;-2)!  d^[/'y'-<p«] 

^  r^\ r^l . , .  rjtl       daf^  d3f*      ''      da;''* 

Dabei  erstrecken  sich  die  Summen  rechter  Hand  auf  alle  Sy- 
steme nicht  negativer  ganzer  Zahlen  Tj,  r^,  ...,  Tkj  welche  der 
Bedingung  ri  +  r2  +  «»-  +  r*  =  n  genügen.  Die  Summe  auf  der 
linken  Seite  der  Formel  III)  erstreckt  sich  auf  alle  Paare  nicht 
negativer  ganzer  Zahlen  r,  8,  welche  der  Bedingung  f  +  8  =  n 
genügen. 

Die  Formeln  I),  II),  III)  reduciren  sich  für  gE>  =  l  sämmtlich  auf  die 
Leibniz'sche  Formel  2). 

Setzen  wir  in  unseren  Formeln 

wo  a,  a|,  Oj,  ...,  a^  beliebige  Grössen  bedeuten ,  so  gelangen  wir  sofort 
zu  folgeodem  Satze: 

Bezeichnen  a,  a^,  o^»  ...,  Ok  irgend  h  +  l  Grössen,  so  gelten 
die  nachstehenden  Formeln: 

V)  («1  +  a«  +  •  •  •  +  a*)  («1  +  «2  +  •  • '  +  «*  +  *»fl)"""* 

=  a,aj...a*y^--— ^^ — — ,(ai  +  r,a)^-»  (a,  +  r,a)'"»-^..(a*+rita)^*-«, 
^■^  r,  2  f  2 1  •  •  •  r^  I 

^  («1  +  flj  +  •  •  •  +  «A  +  na)" 

^■^  r^  !  f  2 !  . .  •  Ta  ! 
TTT'\  'V  **^     (r+Ä— 2)!    w       .         ,  .         .         s, 

™)  2jiü\  -(Jk32)r^^^^  +  ^*  +  -  +  ^*+"^) 

Die  Summationsbuchstaben  fj,  r^,  ...,  rjt»  fy  s  durchlaufen  hier 
dieselben  Werthsjsteme,  wie  in  den  Formeln  des  yorhergehen- 
den  Satzes. 

Die  Formeln  T),  II'),  III')  reduciren  sich  für  a  =  0  sämmtlich  auf 
die  Poljnomialformel.  Die  Formel  11')  geht  im  Falle  h  =  2  in  die  eingangs- 
erwähnte  Abel'sche  Formel  über. 

Königsberg  i.  Pr.,  den  25.  October  1889.  A.  Hurwitz. 
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m  Eine  Constrnotioii  far  das  ChatIes*sohe  Problem  der  Projeotivität. 

Das  alte  Problem  von  Chasles: 
gEs  sind^  in  der  Ebene  fünf  Punkte 

a,  b,  c,  b,  c 

(von  denen  keine  drei  auf  einer  Geraden   liegen)    und    ausserdem  fünf 

Punkte  einer  Geraden  l 

l  (a',  b',  c',  b',  e') 

gegeben;   man  soll  denjenigen  Punkt  O  in  der  Ebene   construiren,    für 

welchen  die  Projectiyität 

O(abcbc)AUa'b'c'bY) 

des  Strahlbüschels  mit  der  gegebenen  Punktreihe  erfüllt  wird^» 

hat  bisher  nur  eine  Lösung  erfahren  (Chasles,  Comptes  rendus,  30.  Mai 
1853;  Cremona,  Cunre  piane,  art.  62),  die  zwar  leicht  in  Worten  aus- 
snsprechen  ist,  deren  wirkliche  Ausführung  aber  sehr  weitläufig  wird.  Es 
wird  nämlich  durch  a  der  Strahl  |at|  construirt,  für  welchen 

a(tbcbe)A?(a'bVb') 

ist,  und  ein  Kegelschnitt  J^^'  bestimmt,  welcher  durch  abcb  geht  und  in 
a  die  Tangente  |at|  hat;  sodann  wird  durch  a  ein  Strahl  jat^l  construirt; 

tur  welchen  ^  -^  7/  'c'  "^ 

a(tibcc)  Ana  bce) 

ist,  und  ein  Kegelschnitt  ßj^^^  bestimmt,  welcher  durch  abce  geht  und  in 
a  die  Tangente  |at||  hat;  die  beiden  Kegelschnitte  9f^^  und  ft/^\  welche 
die  drei  gemeinschaftlichen  Punkte  a,  b,  c  haben,  besitzen  noch  einen  vier- 
ten gemeinschaftlichen  Punkt,  welcher  der  gesuchte  Punkt  £)  ist 

Will  man  nun  alle  einzelnen  yorgeschriebenen  Constructionen  wirklich 
aasführen,  so  bedarf  es  dazu  vieler  Hilfslinien,  welche  die  Ausführung 
schwerfällig  und  weitläufig  machen.  Ich  möchte  daher  in  den  folgenden 
Zeilen  eine  fertige  Construction  geben,  die  natürlich  auf  demselben  Prin- 
cip  beruht,  aber  die  Ausführung  der  zu  leistenden  Hilfisconstructionen  selbst 
enthält. 

Man  bestimme  die  Schnittpunkte 

(b  b',  c  O  =  a",      (c  c',  a  o')  =  b",     (a  a ,  b  b')  =  c"; 

{aa",  b  c)  =  a, ,    (b" h\  c a)  =  b„  (c"c\  a b)  =  c, ; 

(a'^b',  bc)  =  bi,    (b"b',  co)  =  b„  (c"b',  ab)  =  b3; 

(aV,  b  c)  =  Ci ,      (b' V,  c  a)  =  c, ,  (c"c',  a  b)  =  Cj . 
Dann  hat  man  offenbar  auf  den  Trägem 

|bc|,   |ca|,   |ab| 
drei  Ponktreihen,  nämlich 

|bc|(a,bc>,C|),    |ca|(ab,cb,e,),    labKabc^bsCj), 
die  mit  der  gegdbe» 
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projeetiv  sind,  weil  sie  mit  ihr  perspectiv  liegen  rücksichtlich  der  Projeo* 
tionsceutra  a"^  \)\  c\    Bestimmt  man  nun  die  Schnittpunkte 

(attj,  bb,)  =  a,     (aa^,  cc,)  =  9li, 
(6b„bb2)  =  a3,    (bbj,  cc,)  =  a3i, 

(cC3,bbj)  =  6,        (cCs,  CC8)  =  6i, 

so  werden  die  drei  Strahlbüschel 

«(abcb),   ®(abcb),   6(abcb) 

mit  der  Punktreihe  {(a'b'c'b')  projectiy  sein,  weil  sie  mit  den  Punktreihen 
auf  |bc|,  |ca|,  |ab|  perspectiv  liegen,  also  sind  sie  auch  unter  sich  pro- 
jectiy und  erzeugen  einen  Kegelschnitt 

ft(^)  =  [abcbSl»6], 

Yon  dem  wir  also  sieben  Punkte  erhalten.    Andererseits  werden  auch  die  drei 

Strahlbüschel 

«i(abcc),    »iCabcc),    6i(abcc) 

mit  der  Punktreihe  l(^ai'cc)  projectiy  sein,  weil  sie  mit  den  Punktreihen 
auf  |bc|,  |ca|,  |ab|  perspectiy  liegen,  also  sind  sie  auch  unter  sich  pro- 
jectiy und  erzeugen  einen  Kegelschnitt 

»iW  =  [abceai93i€i], 
yon  dem  wir  sieben  Punkte  kennen. 

Die  beiden  Kegelschnitte  S^^^  und  ft/^)  haben  drei  gemeinschaftliche 
Punkte  a,  b,  c;  der  yierte  gemeinschaftliche  Punkt  derselben  besitzt  offen- 
bar die  yon  dem  gesuchten  Punkte  O  yerlangte  Eigenschaft. 

Nun  liegen  aber  auf  einer  Geraden  je  drei  Punkte 

|a«9lj  =  a,    |b©a3J  =  6,    |c6ej|  =  c, 
wie  unsere  Construction  zeigt. 

Betrachten  wir  nun  die  drei  Kegelschnitte 

ftW,  JJ^W  und  [ah], 

yon  denen  der  letztere  ein  Linienpaar  ist,  so  haben  dieselben  eine  gemein- 
schaftliche Secante  |ab|,  folglich  je  zwei  derselben  noch  eine  gemeinschaft- 
liche Secante,  und  diese  drei  übrigen  gemeinschaftlichen  Secanten  schneiden 
sich  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kegelschnittstheorie  in  einem  Punkte; 
yon  diesen  sind  zwei,  |993|  und  |^i83i|)  zwei  Secanten;  die  dritte,  welche 
durch  c  und  den  yierten  gemeinschaftlichen  Punkt  der  Kegelschnitte  ft^^  und 
ftj'^)  hindurchgeht;  muss  sich  also  mit  den  beiden  yorigen  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden;  d.h.:  Bestimmen  wir  die  Schnittpunkte 

so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien 

|a«,|,   1635,1,   |c€,| 

in  dem  gesuchten  Punkte  O«  wodurch  dieser  schon  mehr  als  bestimmt  iat. 
Hierdurch  ergiebt  sich  also  nicht  allein  die  fertige  Constructios  der 
gesuchten  Punktes  JD»  sondern  zugleich  eine  Controle  fftr  die  Enmttafa 
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deflBdbeii;  da  wir  drei  gerade  Linien  erhalten,  die  durch  ihn  gehen  mttssen, 
oder  auch  ein  geometrischer  Satz,  auf  den  wir  hier  nicht  weiter  eingehen 
wollen. 

Die  Constmction  ist  also  folgende: 

abcbc,    ^(a'bVbV); 

(bb',  cO  =  a",     (cc',Qa)  =  b';     (aa',  bb')  =  c"; 

(a V,  b  c)  =  a| ,  (b"  b',  c  a)  =  b, ,  (c"c',  a  b)  =  C3 , 
(a"  b',  b  c)  =  bj ,  (b"  b',  c  a)  =  bj ,  (c"  b',  a  b)  =  bj , 
(a  Y,  b  c)  =  fi ,     (b"c',  c  a)  =  c, ,      (c"c',  a  b)  =  C3 ; 

(aai,bbi)  =  9l,  (attj,  cci)  =  ai, 
(bb„bb,)  =  S,  (bb„cc,)  =  Si, 
(cc3,bbs)  =  (£,      (ccs,  ccs)  =  ei; 

(»  6,  »1 6,)  =  9l„ 

(|a«,||b©,||c6,|)=0. 
Breslau,  den  25.  October  1889.  H.  Schrobter. 


IV.  Heber  die  Conflgnration,  welche  dnrch  die  Aehnlichkeitspnnkte 
und  Aehnliehkeitigeraden  von  n  Kreisen  der  Ebene  gebildet  wird. 

1.  Bezeichnet  man  durch  ih  den  äusseren,  durch  (ik)  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  i,  X;;  durch  ikl  die  Axe,  welche  die  Punkte 
ikf  «1,  hl^  durch  «Ar (2)  die  Axe,  welche  die  Punkte  ik^  (iZ),  (kl)  trägt, 
so   erhält  man  fQr  n  Kreise,  deren  Mittelpunkte   1,  2,  3,  ...,  n  genannt 

werden,    (2)  P^i^te  «X;,   (2)  Punkte  (ik)j    (gj  Oerade  ikl  und  3(gj 
Gerade  ik{l)^  welche  die  Elemente  einer  Configuration 


-OÖ).,....  "©.) 


sind.^ 

2.  Diese  Configuration  kann  unabhängig  von  jenen  Kreisen  construirt 
werden.  Tragen  n  —  1  durch  den  Punkt  1  laufende  Gerade  bez.  die 
Punktepaieure  li,  (It),  wo  i  =  2  bis  n,  und  bestimmt  man  fQr  jedes  voll- 
ständige  Viereck    li,    (li),   Ik,   {Ik)   die    beiden    fehlenden  Nebenecken 

iifc=(Ti7TÄi  (li),(U))    und    (iÄ)=(ri7(lÄ)";  (TöTTä), 

80  liegen  diese  2  (     2     )  n^^on  Punkte  zu   dreien  auf  4  (     q     j 

Geraden,  welche  die  Perspectivitätsaxen  der  4(     o    j  in  Bezug  auf  das 

*  üeber  den  Zaeammenhang  der  4m  mit  den  Bandmechauismen  vergl.  Dr.  L. 
BaraieeUr 


neuen 
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Centrum  1  perspectivisch  belegenen  Dreieckspaare  sind.  Jene  neuen  Punkte 
und  Geraden  bilden  eine  Configuration  dn-i«  welche  die  Punkte  1«,  (It) 
und  deren  Verbindungslinien  zu  einer  a„  ergänzt 

Diese  On  bat  nicht  nur  dieselbe  Bezeichnung  wie  die  Configuration 
der  Aehnlichkeitselemente,  sondern,  wie  diese,  ausser  1  noch  n — 1  weitere 

(n  —  1)- fache  Diagonalschnittpunkte.     Die  Diagonale  li,  (li)  wird  durch 

die  Diagonale  t/r,  {ik)  geschnitten  in  einem  Punkte  «,  der  von  1  harmonisch 
getrennt  ist  durch  die  Punkte   li  und  (li);  durch  jenen  Punkt  i  gehen 

daher  sämmtliche  Diagonalen  ikj  (ik). 

Die  genannte  Configuration  kann  aber  auch  stets  als  Configuration 
Yon  Aehnlichkeitselementen  betrachtet  werden ;  die  Punkte  1 ,  2  bis  n  sind 
dann   die  Centra  von  n  Kreisen,    für  deren  Radien   die  Gleichung    r^irt 

=  1,  li:  i,  li  gilt. 

3.  Die  Configuration  a^  ist  identisch  mit  der  (I24,  163).^,  welche 
ich  Acta  Mathematica  12  einer  eingehenden  Betrachtung  unterzogen 
habe;  dort  habe  ich  gezeigt,  dass  diese  Configuration  zwölf  dreifache  Dia- 
gonalschnitte    besitzt,  welche  einer  zweiten-  0^  angehören.     Ffir  jede  der 

(^j  in   <Jn  enthaltenen  a^  liegen  vier  Diagonalschnitte  in  (n—1) -fachen 

Diagonalschnitten  der  <;„;  ausser  diesen  besitzt  On  demnach  noch  8x4) 
dreifache  Diagoualschnitte. 

4.  Wie  ich  in  der  citirten  Arbeit  bewiesen,  sind  die  zwölf  Punkte 
einer  a^  stets   mit   eiuer   zweitheiligen   Curve  3^^  Ordnung  incident.     Die 

2(2)  Punkte  der  (f„  bilden  demnach  mit   (4)  cubischen  Curven  eine  Con- 

figuration  (^{tjn,-^    (j),,)- 

ö.  Aus  der  obigen  Construction  des  a„  ergiebt  sich  für  ihre  Constan- 
tenzahl  3n— 1;  für  gerade  n  ist  diese  Anzahl  ungerade  und  die  Con- 
figuration kaun  unzweideutig  bestimmt  werden  durch  ^(3n— -2)  beliebige 
Punkte  und  einen  Punkt,  der  mit  zweien  dieser  Punkte  allineirt  ist;  für  un- 
gerade n  ergiebt  sich  eine  eindeutige  Construction  aus  ^(3n— 1)  unab- 
hängigen Punkten.  In  Uebereinstimmung  mit  Herrn  Burmester  bezeichne 
ich  solche  Gruppen,  welche  die  kleinste  Anzahl  von  Punkten  enthalten, 
aus  denen  die  Configuration  sich  darstellen  lässt,  als  eine  Constellation. 
(Vgl.  Dr.  L.  Burmester,  „lieber  die  momentane  Bewegung  ebener  kinema- 
tischer Ketten",  Civilingenieur  XXVI,  1880.) 

Die  Configuration  a^  besitzt  z.  B.  die  sechspunktige  Constellation : 

12,  13,  23,  (13),  14,  (14); 

denn  die  Geraden   13,  (13)  und   14,   (14)   bestimmen  den  Punkt  1,  no^ 
die  Gerade  (13),  23   schneidet  aus   der  Geraden    1,  12  den  sechst«* 
1  verbundenen  Punkt  (12)  heraus. 
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Für  05  ergiebt    sich  die  aus  sieben  unabhängigen  Punkten  bestehende 

Constellatation :  ^        ^        ^  ^       .^ 

12,  (12),  13,  (13),  14,  (15),  45. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich: 

Die  Configuration   a^p  ist  eindeutig  bestimmt  durch  die  Constellation 


12 

(13) 

16 

17 

•  •  • 

23 

14 

(16) 

(18) 

•  •  • 

13 

(14) 

56 

78 

•  •  • 

1.2.-1 

(1 .  20 

2i-1.2i 

Die  Configuration  ffjp-f  i  besitzt  die  Constellation 

1.2» 
(l.2«+l) 
2t.2t+l 


12 

14 

16 

18 

•  •  • 

(12) 

(15) 

(17) 

(19) 

•  •  • 

13 

45 

67 

89) 

•  •  • 

(13) 

1.2jp-l 

(1.2i)) 

2/)-1.2p. 


1.2p 

(K2p+1) 
2p.2p+l 


6.  Die   Configuration  On  enthält  (2f»— -5)  |^j  yollstäudige  Vierseite, 

nimlich  (  o  j  Configurationen  a^  und  8(4)  durch  je  vier  Zahlen  bezeichnete, 

einer  ^4  angehörige  Vierseite. 

7.  Jede  in  On  befindliche  Cm^i  kann  betrachtet  werden  als  die  gemein- 
schaftliche Restfigur  der  beiden  Punkte,  welche  durch  die  beiden  nicht  in 
jener  0«.}  yorkommenden  Zahlen  dargestellt  werden. 

8.  Die  Punkte  ih  und  die  Geraden  ihl  bilden  innerhalb  der  On  eine 
Configuration  te«.  (Vergl. meine  Arbeit  „üeber  polyedrale  Configurationen**, 
Math.  Annalen  XXXIV.)  Ausserdem  enthält  (f„  noch  alle  7c„,  deren  Be- 
seichnang  aus  der  Bezeichnung  jener  nn  henrorgeht,  falls  eine  oder  mehrere 
der  Geraden  12«  durch  eine  bez.  mehrere  Gerade  12  (i)  ersetzt  werden, 
wobei  natflrlich  auch  die  Zeichen  der  übrigen  Elemente  wo  nötbig  in 
üebereinstimmung  mit  der  ftbr  a^  angenommenen  Bezeichnung  abgeändert 
werden  mttssen.  Es  zeigt  sich  nun,  dass  a^  im  Ganzen  2""^  Configura- 
tionen jk«,  allgemein  (p)'^^"^  Configurationen  ts^  enthält. 

Aus  einer  te«  lässt  sich  mit  Hilfe  von  zwei  willkürlichen,  mit  einem 
Punkte  jener  Configuration  allineirten  Punkten  eine  a«  herstellen. 

9.  Entfernt  man  aus  Ojp  die  Punkte 

12,      34,      56,    ...,     2i-1.2f,    . .  .,     2jp-1.2jp, 
(12),   (34),  (56),  ...,    (2i-1.2i),   .  .  .,    i2p-^l.2p) 

nebet   den   nach   ihnen   zielenden   Configurationsgeraden ,   so   erübrigt  eine 
Configuration  /     /  \  /   n  v 

(Kl)«,-,.  H0> 

10.  Werden  aus  einer  a^p  die  p  „zahlenfremden**  o^  fortgelassen,  so 
enWaht  eine  Configuration 
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11.  Es  bedeute  (1234)  die  mit  Hilfe  dieser  vier  Zahlen  dargestellte 
0^ .  Wenn  nun  n  =  1  oder  4  (mod  12) ,  so  lassen  sich  die  Zahlen  Ton 
1  bis  n  in  Quadrupel  anordnen  von  denen  keine  zwei  mehr  als  eine  Zahl 
gemein  haben ,  wonach  die  durch  jene  Quadrupel  bezeichneten  a^  yoUstftndig 
getrennt  liegen.  (Ein  Verfahren  zur  Herstellung  solcher  Tabellen  findet 
man  Math.  Ann.  1.  c.  S.  240).    Hieraus  schliesst  man : 

12.  Durch  Entfernung  sftmmtlicher  Geraden  einer  Gruppe  von  Vfit(n— 1) 
gegenseitig  getrennten  a^  erhält  man  aus  dm  wo  fi  =  l  oder  4  (mod  12) 
sein  muss,  eine  Configuration 

13.  Lftsst  man  aus  jeder  dieser  a^  nur  ein  Hauptvierseit  (vier  getrennte 
Gerade)  fort,  so  ergiebt  sich  eine  Configuration: 

«SL...  j(5)(2-5).> 

14.  Werden  von  der  obenerwähnten,  aus  cubischen  Curven  zusammen- 
gesetzten Configuration  die  um  jene  -j^n(n— 1)  getrennte  a^  beschriebene 
zweitheilige ,  C^  ausgeschieden ,  so  entsteht  eine  cubische  Configuration 

Allgemein  gilt  der  Satz: 

15.  Wenn  «  —  1  ein  Vielfaches  von  jp  — 1  und  zugleich  «(«  —  1)  durch 
p(p-'l)  theilbar  ist,  gestattet  a„  die  Aufstellung  von  „Haupt- Jp- Gruppen*, 
d.  h.  Gruppen  gegenseitig  getrennter  Configurationen  Op^  welche  zusammen 
sämmtliche  Punkte  der  On  enthalten.  Durch  Entfernung  der  Confignrations- 
geraden  aus  allen  Op  einer  solchen  Gi*uppe  erhält  man  eine  Configuration 

(Ha,..,,  i(«-.)(?\)- 

16.  In  (1234)  bilden  die  Geraden 


12(3) 
14(2) 
13(4) 


12(4) 

:i4(3) 

13(2) 


die  Restfigur  der  234.  Betrachtet  man  sie  als  Seiten  des  Sechsecks  12, 
(24),  (12),  13,  (34),  (13),  so  erhellt,  dass  die  Hauptdiagonalen  12,  13, 

(24)  (34),  (12)  (13)  nach  23  zielen.  D.h.:  jene  sechs  Geraden  umhttllen 
einen  Kegelschnitt  C^;  die  16  Geraden  der  a^  bilden  demnach  mit  Iß  C* 
eine  Configuration  16g.  Die  reciproke  Figur  o^  der  Configaration  a^  liefert 
daher  eine  aus  16  Punkten  und  16  C^  zusammengesetzte  Configaration  16^  • 
Für  die  reciproke  Figur  der  On  ergiebt  sich  somit: 

17,  Die  4(^3)   Punkte   der  Configuration   <f"  =  ^4  (3)  ,  2  (2 V         \ 

bilden  mit  16(^1  Kegelschnitten  eine  Configuration  (4(3)  ,  ^^(4)  |* 

Kampen,  8.  October  1889.  Jan  ob  Ybiiv 


IV. 

XTeber  die  Bewegong  eines  starren  ebenen  Systems 

in  seiner  Ebene. 

Von 

Dr.  R.  Mehmke  , 

Profemor  an  der  tMhn.  Hodhtöhule  su  Dannitadt. 

(Seh  In  lt.) 


g  10.  Znflamni  ftimtellimg. 

Bedeatang  der  Zahl  x :  OrdDung  der  Winkelgeschwindigkeit  niedrigster 
Ordnong  des  Systems,  welche  nicht  verschwindet. 

A.  Pol  im  Endliehen. 

Zeichen  der  aagenblicklichen  Bertthmngsstellen  der  Polcnryen: 

(i,  Ä  +  fi)  und  {k,k  +  iA). 

Bedingung:  Sind  fi  und  fi  angleich ,  so  ist  x  gleich  der  kleineren  dieser 

^len;  wenn  fi  =  |Ü9  so  ist  x>fA. 

. 

1.  Die   gewöhnlichen   Sjstempankte   beschreiben   Carvenstellen 
Q^it  dem  Zeichen  (x,  2x)  (Ejrttmmnng  endlich,  nicht  Null),  wenn  x<  A; 

f»       ff  ff       (x,  x  +  A)  (Erttmmung  unendlich),  wenn  x^i. 

2.  Der  gerade  im  Pol  befindliche  Systempunkt  beschreibt  eine  Curyen- 
itelle 

mit  dem  Zeichen  (x  +  X,  x  +  X  +  f*),  wennfi<x; 
»     11  »        (x  +  Ä,  2x+X  +  v),    ff     f4*=  X  (v  Bedingungen,  V  > 0) ; 

•       ■  n  (X  +  X,  2x  +  X),  „       ||*>X. 

Die  Krümmung  ist  im  ersten  und  dritten  Falle  unendlich,  im  zweiten 
,1  unendlich,  1 

**Ue  (endlich,  nicht  Null,\  je  nachdem  iL  =  v. 
(Null,  )  ^ 

3.  Die  Yon  sämmtlichen  Ausnahmepunkten  erfttllte  Ausnahmelinie 
xieht  sich  auf  den  Pol  zusammen,  wenn  x<il; 
besteht  in  dem  Kreise  A^^«,  „     %=sl; 

9        in  der  gemeinsamen  Tangente  der  Polcurven  y     ^     x  '^  k. 

'«UMbfUI  £  MMihMaMta  w  Pbjwik  XXXV,  2.  ^ 
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4.  Die  Yom  Pole  verschiedenen  Ansnabmepnnkte  beschreiben 
(in  gewissen  Fällen  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  S.  5): 

a)  falls  x  =  A, 

Cnrvenstellen  mit  dem  Zeichen  (x ,  2  x  +  1  +  ^) ; 
Krümmung  Null,  q  Bedingungen  (9>0); 

[es  muss  sein  ^  <C  f^  wenn  fi  <C  >c ; 

•  ■ 

es  ist  Q  beliebig,  „      |iA  =  x, 

im  letzten  Falle  (^  +  ^  — '  x)  besondere  Bedingungen ,  wenn  ^  >  x] ; 

h)  falls  x>A, 
Curvenstellen   mit  dem  Zeichen   (x,  2x)   (Krümmung  endlich,  nicht  Null), 

wenn  x  <^  A  +  |ti ; 
„  „       ,,         „        {^j  ^  +  ^  +  ii)  (Krümmung  unendlich),  wenn 

x>A  +  ^. 

5.  Ein  besonderer  Ausnahmepunkt  ist  vorhanden: 
a)  wenn  x  =  A , 

für  /i<x,  Q  =  fi^l;  Zeichen:  (x,  2x  +  l  +  ^t  + c),  i  Krümmung  Null;  ausser 

„     ;i^x,  p  =  ;-l;  „  (x,3x  +  l  +  a),  denpfrüherennochi^be. 

—  /      o     •  »  •       I     \  1   sondere  Bedmgungen; 

u     (*  =  H,  ^>x;  „  (x,  Jx  +  2  +  ^+ö)J  <T>or 

[im  letzten  Falle  (^  + 1  —  >()  besondere  Bedingungen] ; 

h)  wenn  x>A,  für 
X  =  A  +  |ti;  Zeichen :  (x ,  2x  + 1  +  a),  Krümmung  Null,  a  Bedingungen,  a  >  0. 

Obiges  bezieht  sich  auf  die  ursprüngliche  Bewegung.  Will  man  zur 
umgekehrten  übergehen,  so  ist  fi  durch  ^  zu  ersetzen. 

B.  Pol  anendlich  fern. 

Bedeutung  der  Zahl  i:  Ordnung  der  Geschwindigkeit  niedrigster  Ord- 
nung irgend  eines  Systempunktes,  welche  nicht  verschwindet,     i^x. 

1.  Fall.  Alle  Systempunkte  beschreiben  Curvenstellen  mit  dem  Zeichen 
(i,  p),  mit  p<x.     Die  Krümmung  kann  jeden  Werth  haben. 

2.  Fall.  Alle  Systempunkte,  mit  Ausnahme  der  auf  der  Geraden  G^g 
befindlichen ,  beschreiben  Curvenstellen  mit  dem  Zeichen  (i ,  x).  Die  Krüm- 
mung kann  jeden  Werth  annehmen.  Die  Ausnahmepunkte  beschreiben  (in 
einem  gewissen  Falle  mit  Ausnahme  eines  einzigen)  Curvenstellen  mit  dem 
Zeichen  (i,  x-f-l  +  ^)-  Q  Bedingungen,  0<p<x.  Die  Krümmung  ist  in 
ihrem  Werthe  nicht  beschränkt.  Ein  besonderer  Ausnahmepunkt  vorhanden, 
wenn  ^  =  x  — 1.  Zeichen  der  von  ihm  beschriebenen  Curvenstelle:  (c,  2» 
+ 1  +  o) ;  a  besondere  Bedingungen ,  a^O'^  Krümmung  Null. 

%  20.  Bestimmung  der  Zahl  *. 

Die  Zahl  x  hängt  auf's  Engste  mit  der  Ordnung  der  BerObroagf  f^ 
heisse  co,  zusammen,  welche  die  Polcurven  in  ihrem  angenblioklidiiP- 


T<«  Dr  R.  McmiKiK  i^f 


uro  ädi  m  m  berUhraide  Cnrrttn  di«  Ordiiiiii|;t  d«r  IWHIhniim  ^^^^  (^v(||i^^(«k 
Weiae  bestimmt  werden.  Mm  nimmt  auf  d#tt  Ourv^n  iwtri  h^^hv^l^n^  IH^hKI«^ 
5  und  tf  in  nneiidlidier  Kihe  dee  BerOhningvpunktM  mi  IhMk  Vm^Utm^mn« 
linie  schneide  die  gemeinsame  Tnngente  beider  Curten  in  d«  Winl  ml  mh- 
endlich  klein  erster  Ordnung  gesetst,  so  ist  die  um  I  v«rmin(l«i'l«»  OiHtiiuittf 
der  unendlich  kleinen  Strecke  hc  gleich  der  ^iUohi<»n  OihIdmu^  \\py  Hu- 
rfihrang.  In  unserem  Falle  ist  a^p^p.  Man  wähle  auf  tUu  PohMiiVfiil 
die  in  demselben  unendlich  kleinen  t  gehörigen  Punkte  h*^p{l)  uittl  t*  -^li(Oi 
Kon  ist 

und  wegen  22): 

•••+lTTi)!('^*^^'"^*"*^»"')''^'"''''*'')  ■♦ '" 

Dtiier  wird: 

DeuKh  ist  die  Strecke  be  ?on  derselben  Or4nut$(f  rifMWkflf^ph  IrMf»,  WMf 
f"^'.  Die  Strecke  ad,  d.  h.  die  schiefe  Pn^rj^ctiz/A  /kr  Mr^/Ir4  /sr//  /y«f#f  «/» 
iif  flBe  Taageste  parallel  zn  he  i^t  oCmbar  fon  tUffimlhm  (yf4f¥nnn  ^f*^^ 
ä^  '£jbr^  wie  /^.  Setzt  maa  abi>  ktst^«^  ^>r^#M«  «»iMW^li^A  kl^A  4^««^ 
C^tna^.  M  wird  bc  naeaiilieh  kkia  w&a  Am  Oi4n^m^  ^i-f  ^; :  4.  f/vfi^H^ 
^  k:«  sLs  gesochse  Bertthma^Mrdanaf^  dtnr  Poicnrv^,    A^kV: 

lii  a  -ile  mr  asfeahli^kli^tkna  K^rflh/i>af<«t4iU  'f4f  ^4^ 

trkan^    Xüf  ÜmüdK  W^m,   w->  «im  22^^  «iiir  i»^»i1i<Hf|ylinw»Mv 
11    iK'  ihlgwiiift  Sau  sUMfeiMet  w«iri^ni: 

*iCEi*f -a  ieaij«tb«ii  .ti^^ut^i^.ie^  i^^H^rttf^it^t^.   f^i^UFti^^.^  m^rt 
^'-^ii*n«i    Iirr^a.i trolle   -^lae    ^'^r'i<ir%ni    f^-t    \^'f   '^yf rt-i-»'/    -;». 


Im  xm.    ».  b    i.    >  T*. 
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Bei  endlicbem  Pole  hat  die  Zahl  v  fftr  den  mit  dem  Pole  xnsammen- 
fallenden  Systempunkt  bekanntlich  den  Werth  (x+^)i  Air  alle  übrigen 
Systempunkte  den  Werth  x.  Liegt  aber  der  Pol  unendlich  fem,  so  iaC  Ar 
alle  Systempunkte  v  =  »,  also  kleiner  als  x.  Man  hat  somit  folgenden  merk- 
würdigen Satz:  Die  (oben  nSher  bezeichnete)  Berührungsordnnng  tf 
besitEt  bei  endlichem  Pole  für  alle  Systempunkte  den  Werth 
Eins,  nur  für  den  Pol  selbst  ist  sie  kleiner  als  Eins.  Liegt 
der  Pol  unendlich  fern,  so  ist  co  bei  allen  Systempunkten 
grosser  als  Eins.  Es  offenbart  sich  hier  ein  bemerkenswerther  unter- 
schied zwischen  diesen  beiden  Fällen  der  Bewegung  eines  starren  ebenen 
Systems,  dem,  wo  der  Pol  im  Endlichen,  und  dem,  wo  er  unendlich  fem  liegt« 

g  21.  Erümmungseigenschaften. 

Wenn  ein  beliebiger  Systempnnkt  x  eine  Caryenstelle  mit  dem  Zeichen 
^n,  2n),  also  endlicher  und  von  Null  yerschiedener  Krümmung  beschreibt| 
so  hat  man  zufolge  7),  §  3,  für  den  Krümmungsmittelpunkt  m«  jener  Cur- 
yenstelle  die  Gleichung  ^o   v  f<R(")\s 

WO  x^^^  die  Projection  der  Oeschwindigkeit  2n*"  Ordnung  a^">  jenes 
Punktes  auf  die  Normale  seiner  Bahn  bezeichnet. 

Es  möge  jetzt  in  den  yerschiedenen  Fällen,  die  man  noth wendig  unter- 
scheiden mass,  der  Werth  des  obigen  Ausdrucks  bestimmt  werden. 

A«  Der  Pol  liegt  im  Endllehen. 

1,  Der  Systempunkt  x  fäUt  nicht  mit  dem  Pole  nuammen. 
Dann  ist  ns=x  und  man  hat 

ir(«)  =  i  «K«)  (a-  -  p )  [vergl.  24)] , 

Die  Cnryennormale  fällt  in  die  Gerade  xp.  Die  Strecke  re^'')  erscheint  hier 
in  zwei  Componenten  zerlegt,  yon  welchen  die  erste  auf  a?jp  senkrecht  steht, 
also  keinen  Beitrag  zur  Projection  x^^*>  liefert.  Die  Projection  des  Punktes 
qift  auf  die  Linie  xp  werde  mit  y  bezeichnet.  Offenbar  liegt  dieser  Punkt 
auf  dem  Kreise  ^"3«,  welcher  ja  pgj»  zum  Durchmesser  hat  Die  Projec- 
tion der  Strecke  xq^n  auf  ^P  ist  die  Strecke  yx^  also  hat  man: 


Daher  wird: 


-2fT^)(«^'")*(«-y) 


oder 

32)  „,_x=(£z:^* 

y—x 


Von  Dr.  B.  ICbbxxb.  88 


-'N-*"'^*<^'>-^^'W^   -i^N.'*    -S.   N."*S.-S. 


Dies  iit  eine  Ar  « s=  1  wohlbekannte  Beuehang ,  aus  welcher  sieh  die  iwi* 
KheB  den  Systemponkten  x  und  den  ingehörigen  ErtUnmangsmittelpunkten 
Mbr  besiehende  quadratische  Verwandtschaft,  die  gewöhnlich  nach  SaTarj 
bensnnte  Enler'scfae  Formel  n.  s.  w.  ableiten  lassen.    Man  sieht,  dass  alle 
diese,  bisher  nur  filr  k=1  bewiesenen  Bexiehnngen  allgemein  giltig  sind» 
I.  B.  anch  in  den  FSllen  x  =  2,  4,  6»  ...,  wo  die  Sjstempunkte  nicht  ge- 
wöhnliche Correnstellen,  sondern  Schnttbel  mit  endlicher,  von  Null  Terschie« 
daner  Ertlmmung  beschreiben.     Wie  aus  der  Zusammenstellung  in  §  19  er* 
liehUich  ist,  kOnnen  (abgesehen  vom  Pole)  die  Ausnahmepunkte  nur  im 
fUle  X  >  i ,  in  welchem  die  Ausnahmelinie  in  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente der  Polcurren  besteht,  Curvenstellen  mit  endlicher,  nicht  verschwin- 
dender Krümmung  erzeugen.    Die  gewöhnlichen  Sjstempunkte  liefern  dann 
Oi&YTenstellen  mit  unendlich  grosser  Krümmung. 

Z  Der  Systempunkt  x  fällt  in  den  Pol. 

Nach  §  15  beschreibt  der  Pol  als  Systempunkt  dann  und  blos  dann 

^is^6  Currenstelle  mit  endlicher,  von  Null  yerschiedener  Krümmung,  wenn 

{**  ^Bs  ist  und  k  bestimmte  Bedingungsgleichungen  erfüllt  werden.    Man  bat 

'^K^'  diesen  Fall  n=^K  +  l  und   die  Bahnnormale  fttUt  in  die  gemeinsame 

^^ngente  der  Polcurven  (s.  §  9).     Gleichung  27)  liefert  für  x^p\ 

!><•>=  IT'nd)- 3.)  1    l>^"^=rr2.(p-gj,). 
Die  Projection  des  Punktes  qtn  auf  die  Polcunrentangenta  heisse  q* 
wird,  da  ü^n  re^U  iBt, 

erhilt  man: 


-V— f.")^-^- 


Bemerkung.    Man  scheint  bisher  allgemein  angenommen  zu  habeui 

«  für  beliebige  Sjstempunkte  giltigen,  auf  die  Bahnkrümmung  bezüglichen 

dürften  audi  auf  den  Pol  angewendet  werden.    Wenn  dies  statthaft 

^riiB,  dann  würde  allerdings  aus  32)   oder  ans  der  Euler*sehen  Formel 

Colgen,  daas  der  Pol  als  Sjstempunkt  stets  eine  Currenstelle  mit  dem  Krüm- 

ungshalbmesMT  Hnll  erzengte,  wie  in  allen  Lehrbüchern  der  Kinematik 

^pygsbcn  wird.     Da  dem  aber  nicht  so  ist,  so  zeigt  sieh  eben,  dass  die 

Ksler*sehe  und  jede  entsprechende  Formel  in  einem  Ponkte  der  EbenSf 

«Widi  den  Pok,  ihre  GHtigkeit  veriiert 

B.  Der  Pel  Uegt  ueadUeli  ten. 
Man  hat  jetzt  n^i  und 

«'■»  =  o^'»  =  amtt.  (%.  §§  17, 18). 
^  t<,,  M  Mt  2ii<2s,  also 
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Sei  y  die  Protection  des  Systempunktes  x  auf  die  Gerade  ä^«»  welche 
nach  §  17  den  Punkt  p%i  enthält  und  auf  a^*)  senkrecht  steht  Dann  ist 
xy  Tangente  der  Bahn  von  x,  und  weil  der  obigen  Gleichung  zufolge  a^"^ 
zur  Strecke  p^iX  senkrecht  ist,  so  erhält  man  fUr  die  Projeetion  von  afl^^ 
8üf  die  Bahnnormale  _,,  .,  ^  ^.,  ^^  _y) 

Also  wird:  /2,\  (a'O)»      1 

84)  «,-« (^J^_jj^.-_. 

Es  folgt  hieraus  U.A.:  Die  KrUmmung  der  von  irgend  einem 
Systempunkt  beschriebenen  Bahnstelle  ist  dem  Abstände  des 
Punktes  von  der  Geraden  O^i  proportional.  Systempunkte  aaf 
einer  und  derselben  Parallelen  zu  (?2«  beschreiben  also  Bahnstellen  mit  der- 
selben Krümmung.  Wenn  übrigens  die  Gerade  (?2i  im  Unendlichen  li^^ 
was  für  2i<}(  immer  der  Fall  ist,  so  wird  auch  xP^^  constant  und  es  be- 
schreiben dann  alle  Systempunkte  Curvenstellen  mit  derselben  Krümmung. 

III.  Beispiele. 

%  22.  ,,Cle wohnlicher '<  I*all. 

Der  Fall  x  =  A  =  fi  =  |bi=l,  in  welchem  die  Winkelgeschwindigkeit 
(erster  Ordnung)  des  Systemes  nicht  Null  ist  und  die  Polcurven  sich  in 
gewöhnlichen  Punkten  und  zwar  in  erster  Ordnung  berühren,  darf  wohl 
als  der  gewöhnliche  bezeichnet  werden.  Schon  dieser  kann  jedoch  Besonder- 
heiten zeigen,  welche  bisher  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheinen.  Die 
Anwendung  der  in  §  19  zusammengestellten  Regeln  auf  den  vorliegenden 
Fall  ergiebt:  Die  gewöhnlichen  Systempunkte  beschreiben  gewöhnliche  Cur- 
venstellen (1,  2).  Der  Pol  als  Systempunkt  erzeugt  im  Allgemeinen  eine 
gewöhnliche  Spitze  (2,  3),  dagegen  eine  Stelle  (2,  S  +  i^)»  wenn  v  bestimmte 
Bedingungen  erfüllt  werden.  Die  Ausnahmepunkte  liegen  auf  dem  Kreise 
A^2)  welcher  bekanntlich  Wendekreis  genannt  wird.  Abgesehen  von  den 
Schnittpunkten  mit  dem  Kreise  JTj,  durchlaufen  die  Punkte  des  Wende- 
kreises für  gewöhnlich  Wendepunkte  (1,  3).  Werden  aber  jene  v  Beding- 
ungen und  ausserdem  noch  q  gewisse  weitere  (wo  q  höchstens  gleich  v  sein 
kann)  erfElllt,  so  erhält  man  Stellen  mit  dem  Zeichen  (1,  3  +  ^)i  also  Ein- 
seitpunkte oder  Wendepunkte ,  je  nachdem  q  ungerade  oder  gerade  ist.  Die 
Kreise  ATj  ^^^  ^s  schneiden  sich  im  Pol  und  in  einem  davon  verschiedenen 
Punkte.  Der  letztere  beschreibt,  wie  bekanntlich  Ball  zuerst  bemerkt  hat,^ 
gewöhnlich  einen  sogenannten  Flachpunkt  oder  ündulationspunkt  (1,  4). 
Wenn  ausser  den  schon  genannten  v  und  q  Bedingungen  (wo  jetzt  q^^v 
sein  muss)  a  gewisse  neue  erfüllt  werden,  wo  a  unbeschränkt  ist  und  ¥ 
und  Q  auch  Null  sein  können,  so  liefert  jener  Ausnahmepunkt  eine  Stella 


*  VergL  Schön  flies,  Geometrie  der  Bewegung,  Anm.  7),  S.  198. 
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(1,4+^+^)*     Ist  z.  B.  v=l,  80  wird  vom  Pole  eine  Stelle  (2,  4),  also 

ein  Schnabel  mit  endlicher,  nicht  verschwindender  Krümmung  beschrieben. 

Hat  man  »  =  ^  =  0,  0s=l,  so  beschreibt  auch  der  Ball 'sehe  Punkt,   wie 

(mit  Ausnahme  des   Poles)  alle  übrigen  Punkte  jdes  Wendekreises,   einen 

Wendepunkt,  aber  mit  dem  Zeichen  (1,  5).    Ist  v  =  ^  =  1,  0  =  0,  so  durch- 

lanfen  die  gewöhnlichen  Punkte  des  „Wendekreises*^  Flachpunkte  (1,4)$ 

nur  der  BalTsche  Punkt,  als  einziger  des  ganzen  Systems,  erzeugt  einen 

Wendepunkt,  und  zwar  mit  dem  Zeichen  (1,  5).    Ist  v  =  ^  =  o  =  1,  so  führt 

der  Wendekreis  seinen  Namen  vollends  mit  unrecht;   denn  abgesehen  vom 

Pole,  der  einen  Schnabel  durchläuft,  ergeben  alle  Punkte  desselben  jetzt 

TJndo]ationspunkte,  so   dass  überhaupt  von   keinem  einzigen  Sjstempunkte 

ein  Wendepunkt  beschrieben   wird.      Dasselbe  ist  der  Fall,    wenn  vs=2, 

9=1  ist,  weil  dann  K^  von  K^  berührt  wird,  also  ein  Ball'scher  Punkt 

ftberfaaupt  nicht  besteht. 

Der  Pol  kann  Bückkehrpunkte  jeglicher  Art  liefern,  mit  Ausnahme  von 
Schnibeln  mit  unendlicher  Krümmung.  Ausser  den  schon  erwähnten  Fällen 
(2,3)  und  (2,4)  haben  wir  z.  B.  für  v  =  2,  4,6,  ...  Spitzen  mit  der 
Srlomang  Null,  für  v  =  3, 5,  7,  ...   Schnäbel  mit  der  Krümmung  Null. 


g  28.  GewOhnlidher  IUI  (Fortsetsnng). 

Das  vorliegende  Beispiel  verdient  wohl  eine  genauere  Ausführung.  Es 
vird  der  Allgemeinheit  der  folgenden  Untersuchung  keinen  Abbruch  thun, 
tesn  man  annimmt,  die  Bewegung  gehe  in  der  Weise  vor  sich,  dass  in 
glejehen  Zeiten  gleiche  Bögen  der  Polcurven  aufeinander  abrollen.  Es  wird 
^  in  einÜEichster  Weise  entsprochen,  wenn  man  i  geradezu  der  Länge 
des  Bogena  gleichsetzt,  welchen  der  Pol  vom  Beginne  der  Zeitrechnung  an 
^  mm  Augenblicke  t  (sowohl  im  beweglichen,  als  im  ruhenden  Systeme) 
^vthllafl.  Bei  dieser  Anni^me  werden  {p{t))  und  {p(t))  Strecken  von  der 
I'oge  Eina,  so  dass  man  setzen  kann 

35)  dPÜd^ef-i^.    (/>'(0)  =  ^r(O 

^^  (pW)  =  ^^«^''-?<^'>(pm 

%  Vergteichnng  mit  18)  ergiebt 

36)  w{t)  =  u{t)-u(t), 

^onsi  durch  n-oialigefl  Ableiten  nach  t  und  nachheriges  Nullsetien  von  t 

«Uta  wird 

37)  ic(»)=ti^»)  — ,!<«». 

Liaet  mao  die  reelle  Zahlenaxe,  deren  positive  Richtung  beim  Messen 
^  Winkel  als  Anfiuigarichtung  dient ,  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
^  Polcurveit  in  ihrem  zu  ^  =  0  gehörigen  Berührungspunkte  zusammen- 
Uen,  90  wird  »(0)  =  0,  m(0)  =  0  und  folglich 

(J^l^n    (P)  =  l;     (P')=iu\    (p')  =  iu. 
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Man  bezeichne  nun  mit  Ar  die  Krümmung  der  ruhenden,  mit  k  die 
Krttmmung  der  beweglichen  Folcurre  in  ihrem  augenblicklichen  Berfihmngs- 
punkte.  Dann  ergiebt  sich  aus  den  Torhergehenden  Oleichungen  mit  Leioh- 
tigkeit  [etwa  mit  Hilfe  Ton  7)] 

38)  *  =  u,     k^u\ 

und  hieraus  durch  Ableitung  nach  t  und  Benützung  Ton  37): 

39)  u<»)  =  *<"-'>,     ti<»)  =  A<»-«,     fiK»)  =  Ä(«-i)  — jt<"-« 

Hier  sind  also  h\  Jo\  ...  und  k\  k'\  ...  die  Ableitungen  der  Krümmungen 
k  und  k  nach  der  Bogenlänge.  Man  hat  auf  das  Vorzeichen  Ton  X;  und  k 
zu  achten.  Diese  GrOssen  sind  positiv,  wenn  die  Krümmungsmittelpnnkte 
auf  dem  ppsitiven  Theile  der  imaginären  Axe  liegen ,  also  die  Richtung  Tom 
Pole  nach  den  Krümmungsmittelpunkten  aus  der  Anfangsrichtung  (der  posi- 
tiyen  Richtung  der  reellen  Zahlenaxe)  durch  Drehung  um  einen  rechten 
Winkel  in  positivem  Sinne  hervorgeht. 

Man  ist  jetzt  im  Stande ,  die  Fundamentalgrössen  TT^,  W^^  •..;   (jp'), 

(p")i  •••;  (pO»  ip")y  •••!  P">  P"\  •••  sämmtlich  durch  die  GrOssen  t,  h\ 
Jc\  ...   und   Ar,  Ar',  Ar",  ...   auszudrücken. 

Was  die  Grössen  W, ,  TF^,  ...  betrifft,  so  kann  man  dieselben  ent- 
weder durch  Einsetzen  der  Werthe  von  w\  to\  ...  aus  39)  in  14)  erhalteUi 
oder  man  kann  sich  bei  ihrer  Berechnung  der  aus  12)  und  39)  abgeleiteten 
Recursionsformel  bedienen: 

40)  Wn^l--W'n  +  i(h^k)Wn. 

Es  ist  z.  B. 

TT,  =  <(*-*), 

TT,  =  -(*-*)» +  <(*'-*'), 

W, 3(k-k)(k'-k')  +  m"-k")  -  (Ä-  *)»} ; 

41)  {  Wt  =  -4(k-k){k"-k")-S(le'-ky+{k-k)* 

+  »{(*"'-*'") -*6(*-*)'(*-*')l. 
Fi  =  -  6(k-k)(k"'-k"')  -  10(fc'-  ArOCr-  k")  +  10(fc  -*)»(*'-*') 

+<!(*"- r)-io(ft-*)«(r-r)-i5(fc-A)(fc'-*?+(t-A)»i 

U.  8.  W. 

Durch  ein  Veiüiihreii  &hnlicfa  demjenigen,  mittels  dessen  Gleichung  14) 
aus  8)  abgeleitet  worden  ist,  erhält  man  aus  35)  bei  Benutzung  von  39) 


42)   (y"+»))  =  <"+' 


*  (?)*'  (2)*"  -   (7)*'"-'   **"' 


0       0  0 


.  •  • 
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M   i---**^^  >'S^N-<^..^* 


Z.B.: 

(p"")=_3ftfc'+i(r-jfc»), 

(pV)  =  _4ÄÄ"-3fc'Ä'+*«  +  «(Ä"'-6Jb»ft'), 

(pvi)  =  _  öfcV"- 10*'*"+  10*»*'+  »(*""- 10*»*"- 15**'*"+*») 

Q.  8.  W. 

Den  entsprechenden  Ausdrack  für  (p'"  +  '>)  erhält  man  natürlich,  wenn 
ma  in  42)  die  GrOssen  *,  *',  *",  ...  durch  k,  A;',  k",  ...  ersetzt  Es  be- 
tttht  auch  eine  12)  oder  4Ü)  analoge  Recursionsformel,  die  sehr  leicht  ans 
35)  and  38)  abgeleitet  werden  kann,  nämlich 

43)  (j><-+«))  =  (p<"))'+»*(j>C)). 

Kan  hat  nun  die  Geschwindigkeiten  höherer  Ordni|ng  des  im  Pol  be- 
findlichen STstempnnktes  zu  berechnen,  zu  welchem  Zwecke  man  für  die 
Vi  und  (pt"^)  die  gefundenen  Werthe  in  17)  einsetzen  kOnnte.  Es  ist 
jidoeh  bequemer,  eine  Becorsionsformel  zu  benützen,  welche  jetzt  entwickelt 
werden  soll.  Durch  Ableitung  nach  t  erhält  man  aus  17)  unter  Berück- 
iwhtigung  Ton  40)  und  43): 

^^p(.+i)  — ^  (^)  Tr',+.  {p(-')) 

«—1 

"  '''i-i)+(?))^'+«(i"-+-") 

«—1 
=  -i*j,(-+>)-2'("i    )  TFi+,{pl"+«-") 

=  _j*l>l»+"+^-+»'  +  Tr„+,(p'). 
Ersetzt  man  hierin  (w  +  l)  durch  n,  so  ergiebt  sich,  da  (jp')=l, 

44)  l><"+')=|^P<-)+«*j><")-Tr«. 
Mittels  dieser  Formel  erhftlt  man  z.  B. : 


"Zll  y  / 
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Indem  man  q^  der  Reihe  nach  ^3,  g^,  gg,  ...  gleich  setit,  eriiilt  maa 
die  Bedingungen 

50)  ifc'-r=o,  r-r=o,  Ä'^-r^o,  ... 

Bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichungen  ist  übrigens  schon  berOcksidi- 
tigt,  dass  das  gleichieitige  Bestehen  der  zweiten  Bedingung  49)  und  dar 
ersten  Bedingung  50)  Jb'=0,  Ar'=0  erfordert  u.  s.  w.  In  der  Thai  komm 
die  Systeme  49)  und  50)  durch  ein  neues  ersetzt  werden,  was  der  folgeads 
Satz  zum  Ausdruck  bringt: 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  die  Kreise  AT,,  F^^  ...,  l?^^  mit  dem  Wendekreise  zussn- 
menfallen,  also  die  Punkte  des  Wendekreises  (mit  Ausnahme 
seiner  Schnittpunkte  mit  K^^^^i)  Stellen  mit  dem  Zeichen 
(1,  3+p)  beschreiben,  sind 

2äj-^  =  0; 

51)  Äj'=o,  ^'=0,  r=o,  r=b,  ...,  w-»)=o,  it<f-«)=:0; 

• 

Man  findet  leicht,  dass  unter  der  Bedingung  2Ä;  — Ar  =  0  der  Wen^ 
kreis  mit  dem  Krfimmungskreise  der  beweglichen  Folcurre  znsammenflfltt' 
Denn  wenn  q  den  Krümmungshalbmesser  der  letzteren  bezeichnet,  so  erbi^ 
man  für  den  Durchmesser  des  Wendekreises 

Wenn  2ä  — A[  =  0,  jfc'— jjr'=0,  also  die  Kreise  AT,  und  K^  ganz  zusai^' 
menfallen,  so  findet  man  als  Bedingung  dafQr,  dass  £^  durch  die  Sehnilr^ 
punkte  von  AT,  und  AT^  geht: 

52)  2jfh'  k'+  {h"--  r )  (4r-  3  r )  -  *'  (*'"-  ro = o. 

Es  mögen  zum  Schlüsse  die  einfjEMshsten ,  auf  v  =  1,  p  =  1  bezflgliehe^ 
Ergebnisse  noch  einmal  zusammengestellt  werden. 

Wenn  eine  Curye  innerhalb  einer  zweiten  rollt  und  in  deiü 
augenblicklichen  Berührungspunkte  p  der  Krümmungakreitf 
der  rollenden  Curve  halb  so  gross  als  derjenige  der  festen  iat» 
so  fällt  der  Wendekreis  des  bewegten  Systems  mit  dem  Krüm- 
mungskreise der  rollenden  Curve  zusammen.  Falls  nieht 
Zh'=2k'  ist,  wo  Ä;  und  k  die  Krümmungen  der  festen  und  der 
bewegten  Curve  im  Berührungspunkte,  h'  und  U  deren  Ab- 
leitungen nach  der  Bogenlänge  bedeuten,  so  beschreibtp  einen 
Schnabel  mit  der  endlichen,  nicht  verschwindenden  Krüm- 
mung (3A;'—2Ar'):6Ä;.  [Letzteren  Werth  findet  man  leicht  aus  7)  und  45)]. 
Ist  noch  lcs^k\  so  durchlaufen  alle  Punkte  des  Wendekreises, 
mit  Ausnahme  des  Poles  und  eines  gewissen  anderni  welcher 
^BalTscher  Punkt**  genannt  werden  möge,  in  ihren  Bahnen 
nicht  Wendepunkte,   sondern   ündulationspunkte.      Der  Ball- 


sehe  Pnnkt  ist  der  einsig^e  im  gaozeD  Systeme,  der  einen  Wende- 
punkt beschreibt.     Ist  aber  noch  die  Bedin/^ang 

2i»ftV+(it"-A'){4*"-3r)- *'(*"'-*'")  =  0 

eitlLlU,  eo  durchlauft  anch   der  BBll'Bohe  Pankt  einen  Üsda- 

Utionapnnkt  auf  seiner  Bahn,   ao  dass  kein  einziger  System- 

piDkt  einen    Wendepankt   erieugt.      Ist  p   für  beide   gegebene 

äin    Scheitel,    also    fc'=0,    A'=ü,    bo    beschreibt  p   eine 

Ipitte  mit  der  KrUmmang  Null,    voransgeaetzt,    dasa  (ik~3li') 

erschwindet,   und  ein  BaU'scher   Fnnkt  ist  nicht  Yor- 

iideii. 

Anmerkung.     Dass   alle  Fankte   eines  Kreises,    der  innerhalb   eines 

It  BO  grossen  rollt,  gerade  Linien   beschreiben   müssen,   ergiebt  sich 

'  allgemeinen  Theorie  folge ndermasaen :  Da  die  Polcurven  in  diesem 

constante  ErOmmung   haben,   also    die   sSmmtlichen  Ableitungen  von 

lad  k  verschwinden,  so  sind  die  Bedingungen  49)  und  51)  fUr  beliebig 

und  p   erfüllt   und   es   beschreibt  folglich    der  Pol   gewiasermaaaen 

le  (2,  od),  jeder  andere  Punkt  des  Wendekteises ,  der  ja  mit  dem 

»Uniden  einerlei   ist,   eine   Stelle  (1,  <x>),   welche  Stellen   man  leicht  als 

t    Otnden  deutet. 

B  g  35.  Beispiel  2.    x  >  1  +  |>. 

H^  Der  in  der  Ceberachrift  genannte  Fall  ist  ein  sehr  eigenartiger;  zudem 
greift  er  zahllose  Einzelfälle  in  sich.  Aus  der  obigen  Bedingung  geht 
Wyor,  dass  K>i,  c-eC"  "1*  daher  (i  =  fi  iat.  Zufolge  §  19  hat  man 
i^wnnsoh : 

Die  Ausnahm epunkte  liegen  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Pol- 
'^irren.  Die  gewöhnlichen  Systempnnkte  beschreiben  Stellen  {k,  x  +  k),  die 
AuDabmepunkte  solche  mit  dem  Zeichen  (x,  k  + A-(-(i),  mit  Ausnahme  des 
Poles,  von  welchem  eine  Stelle  (x+A.  K  +  i  +  ji)  beschrieben  wird.  Einen 
Bonderausnahmepunkt  giebt  es  nicht.  Jeder  Syetempunkt  ohne  Ausnahme 
^uchlauft  eine  Stelle  seiner  Bahn  mit  unendlicher  ErUmmung.  Alles  dies 
pH  anch  für  die  umgekehrte  Bewegung.  Besonders  bemerke nswerth  ist 
der  Fall ,    in    welchem  x ,  1  und  fi  alle  drei  ungerade  sind  und  demzufolge 

(Systempunkte  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  durchlaufen ,  sowie  der  Fall, 
Jene  drei  Zahlen  gerade  sind ,  also  von  sSrnrntUchen  Systempunkten 
Abel  beschrieben  werden.  Ea  gehört  hierher  auch  der  Fall ,  dass  die 
nrven  sich  in  gewöhnlichen  Pnnkten,  aber  in  höherer  als  der  zweiten 
Ordnung  berühren.  Wenn  z.  B.  eine  Carve  einen  Scheitel  besitzt,  der 
gewöhnlicher  Punkt  ist,  und  man  den  RrDmmnngskreis  in  jenem  Scheitel 
auf  der  Gurre  rollen  Ifisat,  ao  hat  man  für  die  Anfangslage  X~ 
»  =  3.  Also  beschreiben  die  gewöhnlichen  Syatempunkte  Eiuaeitstellen  (3,  4), 
dar  Pol  «ine  Spitze  (4,  5),  die  übrigen  Auanahmepunkte  Wendepunkte  (3,  ö). 


y 
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g  26.  Beispiel  8.    x  »  X  +  ^. 

Dieser  Fall  ist  kaum  weniger  merkwürdig,  als  der  vorhergebende. 
Aucb  für  ihn  hat  man  x>A,  |Li<x  und  folglich  |Li  =  fi.  Die  gewöhnlichea 
Sjstempnnkte  beschreiben  wieder  Stellen  (x,  x+A),  der  Pol  eine  Stelle 
(x  +  A,  x+k+fi),  welche  alle  die  Krümmung  anendlich  haben.  Die  Tom 
Pole  verschiedenen  Pankte  der  gemeinsamen  Polcurventangente,  bis  auf  eineiig 
erzengen  aber  jetzt  Stellen  (x,  2x),  also  mit  endlicher,  von  Null  yersdiio*-» 
dener  Krümmung.  Der  besondere  Ausnahmepunkt  liefert  eine  Stelle  m% 
dem  Zeichen  (x,2x  +  l  +  a),  also  der  Krümmung  Null,  Wenn  man  s.  B» 
einen  Krümmungskreis  einer  Curve ,  der  jedoch  zu  keinem  Scheitel  der  Cnive 
gehört,  auf  dieser  rollen  lässt,  so  ist  für  die  Anfangslage:  xs=2,  l=^ft 
=  |Li=l.  Also  beschreiben  die  gewöhnlichen  Sjstempunkte  Spitzen  (2,3), 
die  gewöhnlichen  Ausnahmepunkte  Schnäbel  (2 ,  4)  mit  endlicher,  nicht  fer- 
schwindender  Krümmung,  der  Pol  einen  Einseitpunkt  (3,  4)  und  der  Sonder- 
ausnahmepunkt  einen  Bückkehrpunkt  (2,  5  +  a),  der  eine  Spitze  oder  eis 
Schnabel  ist,  je  nachdem  a  angerade  oder  gerade. 

g  27.  Beispiel  4.    ISine  Gerade  rollt  auf  einer  beUebigem  Curve. 

In  diesem  Falle  muss  fi  als  unendlich  gross  angesehen  werden«    Abo 
ist  fi  ^  X  und  X  c=  |Li.     Die  Zahlen  A  und  fi  ergeben  sich  aas  dem  Zeicheo 
(A ,  il  +  <i)  der  von  der  bewegten  Geraden  augenblicklich  berührten  Stelle  der 
festen  Curve.     Die  allgemeinen  Regeln  in  §  19  führen  mit  Leichtigkeit  zu 
folgendem  Satze:  Die  Punkte  der  rollenden  Geraden  beschreiben 
stets  Curvenstellen  mit  dem  Zeichen  (x,  2x),  also  mit  endlicher, 
von    Null    verschiedener    Krümmung    —    Einseitstellen    oder 
Schnäbel,  je  nachdem  x  ungerade  oder  gerade  ist  —  mit  Aus- 
nahme des  augenblicklichen  Berührungspunktes  p  der  Geraden 
mit  der  festen  Curve,  von   welchem   immer  eine  Stelle   (x  +  A, 
2x  +  A),    also    mit    unendlich   grosser    Krümmung    beschrieben 

einen  Einseitpunkt, 

•j     üiixj-    n        j     «u       /einen  Wendepunkt,  ,         ,         i.      ..  x 
wird.    Rollt  die  Gerade  über  <    .      „  ..  y  so  beschreibt  » 

eine  Spitze , 

-  .^  einen  Schnabel, 

1  eine  Spitze. 

leinen  Wendepunkt. 
j  einen  Einseitpunkt 
^  einen  Schnabel. 

Der  erste  Theil  des  Satzes  bedarf  für  x  >  A  vielleicht  einer  Erklftrong. 
Es  ist  in  diesem  Falle  die  Ausnahmelinie  des  bewegten  Systems  mit  der 
rollenden  Geraden  identisch;  die  Ausnahmepunkte  beschreiben  also  nach 
§  19,  da  sicher  x<A  +  |Li  ist,  Stellen  (x,  2x).  Ein  besonderer  Ausnahme- 
punkt  ist  nicht  vorhanden ,  d.  h.  die  Gerade  wird  vom  Kreise  IG«  in  p  be- 
rührt.    Daher  f^llt  in  Gleichung  32)  y  mit  p  zusammen,  weshalb  m^^^p 


Li 
i: 

li 

1' 
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wird.  Mit  anderen  Worten,  die  Krümmungsmittelpunkte  aller  von  den 
Punkten  der  Geraden  beschriebenen  Curvenstellen  fallen  in  p  hinein.  Dieses 
ftbr  den  gewöhnlichen  Fall  wohlbekannte  Resultat  gilt  also  allgemein. 


I  28.  Beispiel  6.   Alle  Systempnnkte  besohreiben,  bei  endlichem  Fol^ 

gewöhnliche  Cnrrenstellen. 

Wenn  x=l,  A  =  2,  |Li  =  |iA  =  x  ist,  so  durchlaufen  nach  §  19  die  ge* 
wohnlichen   Systempnnkte  gewöhnliche  Curvenstellen   (1,  2),   während   von 
dem  gerade  im  Fol  befindlichen  Systempunkte,  auf  welchen  der  Wendekreis 
in  diesem  Falle  sich  reducirt,  eine  Stelle  (3,4+v)  beschrieben  wird.     Ist 
also  v  =  2,  so  erh&lt  die  Tom  Pole  beschriebene  Stelle  das  Zeichen  (3 , 6). 
Eine  derartige  Stelle  unterscheidet  sich  äusserlich  nicht  von  einer  gewöhn- 
liehen —    da   sie   eine  Einseitstelle   mit   endlicher,    nicht   verschwindender 
Krtlmmung  ist  — ,   ohne  jedoch  im  Allgemeinen  wirklich  eine    solche  zu 
sein.     Es   ist  deshalb  wohl  die  Frage  berechtigt,   ob  der  Fall  denkbar  ist, 
dass  der  Pol  als  Systempunkt  thatsächlich  einen  gewöhnlichen  Punkt  seiner 
Bahn   durchschreitet,   um  so  mehr,   als  ja  nach  der  bisherigen  Auffassung, 
d.h.  wenn  die  Euler *sche  (Sa vary*sche)  Formel  auf  den  Pol  angewendet 
werden  dürfte,  dieser  immer  eine  Stelle  mit  unendlich  grosser  Krümmung 
liefern  mttsste.      Es  ist  nicht  allein  diese  Frage  zu  bejahen,    man    kann 
sogar  unendlich  viele  Bewegungen  angeben,   bei  welchen  der- 
jenige Systempunkt,  der  im  Augenblicke  ^  =  0  zum  Pole  wird, 
eine  beliebig  gegebene  Curve  zur  Bahn  hat.     Der  Beweis  ist  leicht 
zu  fahren.     Es  bezeichne  a  den  in  Rede  stehenden  Systempunkt,   der  also 
fiOr  ^  =:  0  mit  p  zusammenfallt     Die  Curve ,  welche  die  Bahn  jenes  Punktes 
sein  soll,  sei  zunächst  mit  Hilfe  eines  Parameters  r  durch  die  Gleichungen 

dargestellt,  wo  $  und  ti  die  Coordinaten  von  a  in  Bezug  auf  das  durch 
die  reelle  und  imaginäre  Zahlenaxe  gebildete  Coordinatensystem  bedeuten. 
Dann  ist  ...         /./  \  i   •   /  \ 

nnr]  wenn  man  r  gleich  irgend  einer  Function  von  t  setzt,  so  wird  a  als 
Function  von  t  erhalten.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  auch  p  und  p  als 
Functionen  von  t  darzustellen,  d.  h.  die  Gleichungen  der  Polcurven  zu  er- 
mitteln. Man  setze  zu  diesem  Zwecke  in  Gleichung  10)  n  =  1  und  p  an 
Stelle  von  x  und  bedenke,  dass  a  als  Systempunkt  sich  bewogt,  sowie  dass 
der  Nullpunkt  der  Zahlenebene  in  den  Punkt  p  gelegt  worden,  also 
a  (J)  SS  const.  =  a  =jp  =s  0  ist.     Dann  ergiebt  sich : 

Daher  ist: 

53)  p(<)  =  _l_e-.>('>a'(<). 
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Nach  18)  hat  man  folglich 

O'W)  =  «*•<«  (p'm  =  a'{t)  +  -^^  a"(0 , 

woraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  nnd  t  erhalten  wird: 

i 


54)  ,(<)  =  a«)+./^- 


Durch  die  Gleichungen  53)  und  54)  ist  die  Aufgabe  Tollstftndig  gelltet 
Man  sieht,  dass  unendlich  viele  Lösungen  vorhanden  sind.  Denn  erstens 
kann  die  Function  w'(t)  beliebig  angenommen  werden,  mit  der  Beaohrin- 
kung  fi'\0)^0,  und  femer  ist  die  Function  a{t)  keine  ganz  bestimmte; 
sie  wird  es  erst,  wenn  fQr  jeden  Augenblick  die  Geschwindigkeit  festgesetii 
ist,  mit  welcher  a  seine  Bahn  durchlaufen  soll.  Eine  stets  leicht  zu  erfül- 
lende Bedingung  ist  noch  vorhanden:  es  muss  a(0)ssp'=0  sein.  Zur 
Erläuterung  des  Vorhergehenden  mOgen  die  folgenden  Beispiele  dienen. 

Werde  zuerst  verlangt,  dass  a  die  Parabel 

beschreibt.  Man  kann  x  gleich  einer  Potenz  von  t  setzen«  Der  Exponent 
derselben  muss  jedoch  grösser  als  Eins  sein,  damit  a  {0)^=0  wird,  und 
auch  ungerade,  weil  andernfalls  nur  die  eine  Hälfte  der  Parabel  und  diese 
zweimal  durchlaufen  würde.  Die  einfachste  Annahme  ist  also  t  =  <*,  Ueber- 
dies  werde  der  Einfachheit  wegen  angenommen,  die  Bewegung  erfolge  mit 
einer  constanten  Winkelgeschwindigkeit  gleich  Eins.    Dann  erhält  man 

=  3*«  m<  -  6fi  cost  +  i{3fi  co8t  +  ßfisint), 

Also:  Wenn  die  transcendente  Curve 

j  =  3<*  sint  -  6i^  cost,    71  =  3fi  cost  +  6t^  sint 
auf  der  rationalen  Curve  sechster  Ordnung 

^^fi^et^     ri  =  St^  + 


rollt,  so  durchläuft  derjenige  Systempunkt,  der  im  Augen- 
blicke t=^0  der  Pol  ist,  nämlich  die  Spitze  der  rollenden  Curve, 
die  Parabel  t7=3£^ 

Soll  a  eine  gerade  Linie,  etwa  die  reelle  Zahlenaxe,  aber  vom  Null- 
punkt ans  nach  beiden  Seiten  beschreiben,  so  kann  gesetzt  werden: 

a{t)^fi,    K?'t=:am«*.=  l,    w{i)^t. 
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Dann  ergiebt  sich: 

p{t)^fi  +  3ifi. 

Also:  Beim  Bollen  der  Cnrve 

|  =  3f'm/,    fi=^3fico8t 
auf  der  Curye 

beschreibt   die   Spitze    der    ersteren,    welche    im   Augenblicke 
<=0  tarn  Pole  wird,  eine  gerade  Linie,  nämlich  die  $-Axe. 

um  die  allgemeinste  Bewegung  zu  erhalten,  bei  der  von  a  eine  ge- 
nde  Linie  durchlaufen  wird,  braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  53) 
ud  54)  a{i)  gleich  einer  beliebigen  reellen  Function  Ton  t  zu  setzen, 
wdehe  der  Bedingung  a{0)  =  0  genügt. 

Darmttadt,  Anfang  April  1889. 


Beriohtigimg.  Um  hinsichtlich  der  Bezeichnungen  zwischen  dem  Tor- 
liegenden  Schlüsse  und  dem  in  Heft  1  erschienenen  Anfange  dieser  Abhand- 
lug üebereinstimmung  herbeizuführen,  ist,  wenn  man  sich  den  von  Bur- 
nester  wieder  aufgenommenen  A  ronhol  duschen  Bezeichnungen  anschliesst, 
ititt  .feste  Polcurve"  zu  setzen  „ Polbahn ",  statt  „Polcurven"  bez.  „bewegte 
Md  feste  Polcurve"  aber  „Polcurve  und  Polbahn". 


imOuUl  f.  M»th^m»tik  a.  Fhftik  XXXV.  2.  ^ 


V. 

lieber  gewisse  homogene  quadratisohe  Relationen 

unter   den  Integralen   einer  linearen   homogenen 

Differentialgleichung  seoüster  Ordnung. 

Von 

Dr.  Max  Rosenkranz 

In  Berlin. 


In  der  Theorie  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  wird 
gezeigt,  dass  die  Producte  aus  den  Elementen  der  Fundamentalsjsteme 
solcher  Gleichungen  mit  eindeutigen  Coefficienten  ebenfalls  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Coefficienten  genügen 
und  ein  Fundamentalsystem  derselben  bilden.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
unter  den  Elementen  dieses  Fundamentalsystems  eine  bestimmte  AhmlI^I 
von  einander  unabhängiger  homogener  quadratischer  Gleichungen  bestehen 
muss  von  den  Formen:         .,  .,       .*  .*  _  a 

w!  —  Uf.U^'^  0. 

Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  man  allein  aus  der  Existenz  dieser 
Relationen  folgern  kann,  dass  der  betrachteten  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung die  Producte  von  Integralen  ebensolcher  Gleichungen  ge- 
nügen, ob  mithin  das  Bestehen  jener  homogenen  quadratischen  Relationen 
unter  den  Integralen  auch  die  hinreichende  Bedingung  für  diese  Eigen- 
schaffc  der  Differentialgleichung  bildet. 

Für  die  Gleichungen  dritter  Ordnung  hat  Herr  Fuchs ^)  in  seinen  Un- 
tersuchungen über  lineare  homogene  Differentialgleichungen,  zwischen  deren 
Integralen  homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades  bestehen ,  bei- 
läufig gezeigt,  dass,  wenn  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen 
ihren  Integralen  stattfindet,  den  Differentialgleichungen  die  Quadrate  der  Inte- 
grale einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen. 

Femer  fand  Herr  Goursat^)  bei  der  Betrachtung  homogener  quadra- 
tischer Beziehungen  zwischen  den  Integralen  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung  zwei  Fälle,  in  denen  diese  über- 
einstimmend ist  mit  derjenigen,  welcher  die  Guben  der  Integrale  einer 
solchen  zweiter  Ordnung,  beziehungsweise  mit  derjenigen,  welcher  die 
Producte  der  Integrale  zweier  Gleichungen  zweiter  Ordnung  genügen. 

Der  einzig  mOgliche  Fall  bei  den  Gleichungen  fünfter  Ordnung  findet 
im  Folgenden  seine  Erledigung.     (VergL  I,  Anm.  3.) 

1)  Aeia  mathematica,  Bd.  L 

1)  Bulletin  de  la  80<uät6  mathdmatiqae  de  France,  t  XL 
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Die  üntersaehung  über  die  bei  den  Oleichungen  sechster  Ordnung 
sich  ergebenden  M0§^cbkeiten  wird  in  der  vorliegenden  Arbeit  vollständig 
durchgefthrt 

Es  können  derselben  genügen: 
L  die  ftknften  Potenzen  der  Integrale  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung, 
n.  die  Quadrate  der  Integrale  einer  Gleichung  dritter  Ordnung, 
IIL  die  Producte   der  Integrale   einer  Gleichung   zweiter  Ordnung  und 
einer  solchen  dritter  Ordnung.     Diese  kann  übereinstimmen  mit  der- 
jenigen,  welche  die  Quadrate  der  Integrale  einer  Gleichung  zweiter 
Ordnung  befiriedigen.     (Vergl.  IH,  Anm.  1.) 
Der  Zweck   der  vorliegenden  Abhandlung  ist,   zu  zeigen,   dass   die 
in   jedem  einzelnen  Falle   aufisustellenden   homogenen   quadratischen  Bela- 
tionen  die   nothwendige  und    hinreichende   Bedingung   f&r   die    verlangte 
Eigenschaft  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 
mit   eindeutigen   Coefficienten    sind.      Die   Coefficienten    der    zugehörigen 
Differentialgleichungen  zweiter  und   dritter  Ordnung   sind   ebenfalls   stets 
eindeutige  Functionen  der  unabhängigen  Variablen«    [Vergl.  m,  21)  —  23).] 

Am  Schlüsse  des  ersten  Abschnitts  findet  sich  im  Anschluss  an  den 
zoeirst  genannten  Fall  die  Betrachtung  der  homogenen  quadratischen 
Belationen  unter  den  Integralen  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung fif^  Ordnung,  der  die  (n  —  l)^  Potenzen  der  Integrale  einer 
solchen  zweiter  Ordnung  genügen. 

Die  in  den  Abschnitten  II  und  in  benutzte  Methode  [vergL  II,  9) 
und  12);  m,  11)  und  14),  16)]  ist  allgemein  anwendbar  bei  der  Be- 
trachtung von  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  mit  eindeutigen 
Coeffidenten,  denen  Producte  von  Potenzen  der  Integrale  einer  beliebigen 
AtmulKI  Yon  Differentialgleichungen  genügen.  Allerdings  wird,  wenn  unter 
den  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  in  gleich  hohen  Potenzen  mit 
einander  combinirt  werden,  p  verschiedene  Gleichungen  ebenderselben  Ord- 
nung sind  (welche  Möglichkeit  bei  den  zu  betrachtenden  Gleichungen 
sechster  Ordnung  ausgeschlossen  ist),  die  Eindeutigkeit  der  Coefficienten 
in  den  zu  erschliessenden  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen  nicht  er- 
halten bleiben.  (Vergl.  den  zweiten  der  obenerwähnten  Sätze  des  Herrn 
Ooursai)  Es  werden  alsdann  für  die  zu  den  sich  ergebenden  p  Diffe- 
rentialgleichungen gehörigen  Gruppen  von  Quotienten  der  Integrale  des 
betrachteten  FundamentalsTstems  verschiedene  Arten  von  Umläufen  existiren, 
welche  die  für  jene  p  Gruppen  typischen  Substitutionen  unter  einander 
vertauschen.^)    Die  weitere  Betrachtung  dieses  Falles,  in  «aleliein  die  ent- 

1)  YergL  Ludwig  Schlesinger, 
8.  aoeh  1,  Anm.  4  der  vorliegenden  Abb^ 
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sprechenden  Coefficienten  derp  DifEerentialgleichongen  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen  jp^^  Grades   mit  eindeutigen  Coefficienten   sind,   möge   einer 
späteren  Gelegenheit  vorbehalten  bleiben.  — 
Es  sei    ^  ^  ^ 

eine  irreductible  lineare  homogene  Differentialgleichung,  deren  CoefiElcienten 
f\i  fv*''  U  diQ<ieutige  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  x  sind. 
Uj,  u^^  . ,  ,Uq  seien  die  Elemente  eines  Fundamentalsyst^ms  dieser  Gleichung. 
Durch  einen  geschlossenen  Umlauf  von  x  um  einen  oder  mehrere  singul&re 
Punkte  der  Differentialgleichung  a)  mögen  sie  übergehen  in  u',,  u,, .  .  .  u\. 
Hierbei  haben  die  Grössen  u'  bekanntlich  die  Form 

6 

b)  u\  «=»  yl^ig  m,  (i  —  1,  2,  • . .  6) 

und  zwischen  den  von  x  unabhängigen  Grössen  a  besteht  die  Bedingung 

c)  |a,A|^0.  (i,Ä?-  1,2,...  6) 


2) 


L 

Es   mögen    zwischen    den   Integralen  u^,  ti^, .  •  •  te^   der   Differential- 
gleichung a)  die  vier  homogenen  quadratischen  Gleichungen  bestehen: 

Durch  einen   geschlossenen   Umlauf  von  x  gehen   dieselben  über  in 
die  Belationen:  j  („;)«- „i„;,  (^)*- „i„;, 

wo  die  Grössen  u'  die  durch  b)  definirte  Gestalt  haben.  Da  z¥dschen 
den  Integralen  nur  das  System  l)  bestehen  soll,  so  wird  das  System  2) 
eine  Folge  desselben  sein.  Man  gelangt  daher,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  l)  und  je  einer  der  Gleichungen  2)  die  vier  Grössen 
^s»^4>^6)^6  oluninirt,  zu  Identitäten.     Setzen  wir: 

3)  w  -  -^  -  -»  -  ^  =  ^  «  ^, 

so  ergiebt  sich  hieraus        i       ^       ^         4         6 

und  setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  2)  ein,  so  folgt  als 
Besnltat  der  Elimination: 

ö)  ( 2'«'»i*-' j  -2'«'-»-* v^-''2''+u>^ ^-'-  (<- 2, 3,4,6) 
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Diese  Belationen  müssen  gelten  für  jeden  Werth,   den  t;  annehmen 

Durch  den  obigen  Umlauf  von  x  geht  i;  über  in: 

s 

n 


6) 


k  k 

2^«u1*-*        2'««'J*-^        2'««'»*"' 


2«»'»*-'    2'««'^-'    2'«"'^- 


*  Jb  » 

Unter  den  sechs  Sammen  dürfen  nicht  zwei  bis  auf  einen  constanten 
Factor  identisch  sein,  da  alsdann  or^«  *"  C€Cyk{(i  ^v)  f&r  Jb  «  1,  2, . . .  6 
w&re,  was  durch  die  Bedingong  c)  ausgeschlossen  ist.  Es  müssen  daher 
der  Zähler  und  Nenner  eines  jeden  der  Quotienten  6)  einen  gleichen 
Factor  enthalten,  durch  dessen  Weggang  jene  Quotienten  identische  Werthe 
annehmen. 

Da  nicht  sämmtliche  a^ß  (i  —  1,  2, ...  6)  zugleich  null  sein  kOnnen, 
so  muss,  wie  sich  aus  5)  ergiebt,   a^^  oder  a^^O  sein. 

1.  oTjf  und  a^  mOgen  gleichzeitig  von  null  verschieden  sein.  Durch 
Multiplikation  der  Gleichungen  2)  folgt 

also  sind,  wenn  wir  hierin  die  Werthe  aus  b)  und  4)  setzen,  dann  auch 
a^ß  und  a^ß  ungleich  null.  Vermöge  der  Gleichungen  2)  gilt  dies  auch 
von  a^  und  ^4^.  Also  ist  unter  unserer  Annahme  a,e  (t »»  1,  2, . .  .  6) 
von  null  verschieden.  Daher  sind  sämmtliche  Grössen  u'  ganze  rationale 
Functionen  fünften  Grades  von  17: 

6 

7)  uj -  Ui^aai?*-*.  (•  -  1,  2, ...  6) 

Denkt  man  sich  diese  Functionen  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegt,  so 
dürfen  nicht  dieselben  liaearen  Factoren  in  zweien  derselben  zugleich 
sämmtlich  enthalten  sein,  da  alsdann  ihr  Quotient  constant  wäre.  Daher 
haben  u[  und  u^  mindestens  einen  Factor,  der  in  beiden  verschieden  ist 
Derselbe  muss,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt,  in  u',,  u,,  u^,  u^ 
enthalten  sein.  In  u[  sei  dieser  Factor  ri  —  ß,  und  u^  enthalte  den- 
selben Ib-mal  {h  eine  positive  ganze  Zahl).  Dann  mu88|  da  er  in  u^ 
nicht    vorhanden   ist,    u[  denselben   2Jb-mal   enthalteni   m^  8ft-iiial|  r' 
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4l-inal,  t/,  51-iiuJ.      Daher  ist  ifc*-l.      Analog  gilt  dies  flr  ^  —  y, 
den  entsprechenden  Factor  in  «^     Also  erhalt  man  f&r  die  OtBaaen  tii 

^t'"ht(n  -  ß)*  iv  -  r)  *h> 
«'8-«a.('»-/»)'(l-y)*«H. 

«l-««('J-^)*(i-y)'«»ii 
*4-«86('»-Ä(«j-y)*«i» 
y«-«M(n-y)'«i- 

Zwischen  diesen  6  GrSssen  a^f  bestehen  TetmOge  Oleiehong  2)  die 
Bdationen 


8) 


9) 


Setien  wir 


^"«<-i.6  ^-HLe- 


(♦-2,3,4,6) 


«16 


80   folgt 

10)   a^  —  Tttie,     ««  -  ^«161     «4«  —  ^«16>     «66  -=  ^*«16»     «66  —  «*«!€• 

Im  Falle  Oj^,  «$6  ^  ^  nimmt  mithin  der  Quotient  17'  den  Werth  an: 

11)  v--^^. 

wobei  ^  und  y  nicht  gleichzeitig  null  sein  kOnnen,  da  17  —  /?  und  fi  —y 

yerschiedene  Factoren  sind  (ß  ^  y). 

2.    Ist  Oj^  ^  0,  or^^  —  0,  so  sind  auch  alle  or^,  in  denen  i  +  I;  >  7 

ist,  gleich  nuU,  während  die  Glieder  der  Determinante,  in  denen  t  +  ^  "^  7 
ist,  sftmmtlich  ron  null  verschieden  sind,  und  es  ergiebt  sich: 


7  — < 


7a) 


«5 -«i2''^ ''*"'•  (i-l,2,...6) 


Also  ist  uS  eine  Function  (6  —  i)**"  Grades  in  ij.  Da  u,  in  Benig 
anf  1}  constamt  ist,  so  ist  der  lineare  Factor  ri  —  6  von  u^  zweimal  in 
u^  enthalten,  in  u,  dreimal,  in  u^  viermal,  in  u,  f&n&nal,  sodass  Aber- 
haapt  kein  anderer  in  i;  linearer  Factor  in  den  GrOssen  u'  vorhanden 
sein  kann,  and  diese  die  Form  haben: 

«i  -  «16  (»J -*)'«!. 

»i  —  <h6(.V-  ^y  «1. 

«i  -  «S4  (n  -  *)'  «1. 

«1  -  «4»  («J  -  *)*  «1. 
<  -  o«  (»j  -  Ä)  «,, 


8a) 


Von  Dr.  M.  Rosbrkrahz. 


87 


Am  den  Oleichiuigen  2)  folgt,  dass 
9a)  «» 

Setzt  man 


«»,7— <  =■  a<  — 1, 8  — f  a<-|-i,6  — *. 

««5 


(i- 2,3,4,6) 


—  t. 


er 


11 


16 


80  folgt 

lOa)   dln'^h^Bi    ««4 —  ^«16»    «48  "^«16»    «Ö«'"^«^»    ««l'"*!«^- 

Ifithin  hat  in  diesem  Falle  rf  die  Gestalt: 
IIa)  -'-    ^* 


*?  — 


fl^i 


8.  Ist  «18 ""0,  «88^^!  ^  müssen  die  GrOssen  «a«  in  denen  Ä;>f  ist, 
Blmmtlich  null  sein,  w&hrend  die  Glieder  der  Diagonale  der  Determinante 
▼on  nnll  yerschieden  sind.  In  diesem  Falle  gelten  dieselben  SchlQsse 
wie  vorher,  es  ergeben  sich  Functionen  von  der  Form  8a),  jedoch  in 
lungekehrter  Beihenfolge: 

'«*{  — «11^1» 

W,  -  «88  (i?  -  «)  <*11 
«*i-«i4(^-0'«*ll 

<-«66(*?-0*«*i» 

«*i  -  «66  (*?  -  OS- 

Ans  den  Gleichungen  2)  folgt,  dass 

9b)  fi£  —  «<_!,<-!  a<+i,rf+i. 

Setzt  man 


8b) 


(i  -  2,  3,  4,  6) 


«M 


-^1 


SO  folgt  ^ 

10b)  a„  —  ^«,1.  ««M  —  »f«u»  «44  -  «l«in  «»b  —  «»«ii.  ««  —  »»«ii- 
In  diesem  Falle  ei^ebt  nch  ftbr  tf  der  Weifh: 

IIb)  v'~hin-')- 

Hierin  ist  der  Fall  mit  inbegriffen,  dass  die  Grössen  Uj,  u^, .. .  u^  durch 
einen  bestimmten  Umlauf  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten 
flbergehen  beziehungsweise  sich  unter  einander  yertauschen,  da  alsdann 
t  resp.  d  den  Werth  null  erhftlt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  [11),  Ha),  Hb)]  ergiebt  sich,  dass  durch 
einen  beliebig  gew&hlten  Umlauf  die  Function  17  stets  übergef&hrt  wird  in 
einen  Ausdruck  von  der  Form: 


12) 


V- 


V  +  Qfl 
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Hierin  sind  die  vier  Grössen  l,  ii,  v,  q  Ton  x  unabhängig.  Ans 
der  Beschaffenheit  der  in  jenen  Formehi  auftretenden  Constanten  geht 
hervor,  dass  för  alle  Umläufe 


y) 


1  j» 


^0. 


Es  lassen  sich  nun  zwei  Functionen  von  x,  n&mlich  |,  nnd  ^,  so 
bestimmen,  dass 

.3)  I-, 

ist,  und  zwischen  £|  und  ^  die  Relation  besteht 
14) 


^^  dx        ^  dx 


wo  e  eine  Constante  bezeichnet.  Durch  einen  Umlauf  yon  x,  welcher  iy 
in  jenen  Werth  rf  überführt,  mOgen  ^^  und  1,  übergehen  bemehnnga- 
weise  in  ^[  und  ^,  sodass 

15)  ^  =.  t,  «  — - — , 


16) 


^*  dx       ^«  dx 


c. 


Vermöge  der  Gleichung  13)  geht  15)  über  in 

ü_iiL±ük, 

sodass  wir  setzen  können:       ^  i      vs« 


17) 


i;  =  k(x)  (ii,  +  f*!,). 


wo  k(x)  einen  den  beiden  Grössen  ^[  und  ^  gemeinsamen  Factor  bezeichnet 
Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  wird  die  Determinante  der  Gleichung  16) 


dx   dx 


H<  +  9k) 


*(i|, +  **!,) 


Diese  Determinante  wird  durch  successive  Zerlegung  gleich 


k    0 

—  k 
dx 


vSi  +  9k 


dx 


ii,  +  ^1,    i  ^  +  ^ 


dx 
dx 


k  0 
dk  , 
dx"" 

V  9 

Il      I2 
dg.   dl, 
dx    dx 
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Mit  Htdfe  der  Gleichungen  14)  und  16)  ergiebt  sich 


k   0 

dk 

V    Q 

dx 

^  f* 

1. 


Also  ist  der  gemeinsame  Factor  k(x)  eine  Constante 

1 


man: 


Setzt  man   diesen  Werth  von  A:  in  die  Gleichung  17)  ein,  so  erhält 


18) 


Sl 


ü 


yvfi  —  Xq 

wo  gemäss  y)  der  Nenner  stets  von  null  verschieden  ist 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  schliessen,  dass  die  durch  die 
Gleichungen  13)  und  14)  definirten  Functionen  ^^  und  ^  ein  Fundamental- 
Bjstem  constituiren  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  eindeutigem  Coefficienten: 


19) 


dx^ 


py 


Die  hier   angewandte  Methode   ist   wesentlich   dieselbe,   welche  Herr 
Fuchs  angegeben  hat,^)  indem  er  setzt 

dx 

Sind  §j  und  ^   die  Integrale   einer  linearen   homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 


d^y 


^Q 


dy 


dx*       "*  dx 
so  ist  bekanntlich  ihr  Quotient 


+  py, 


rfL  dL 

also,  wenn  g  —  0  d.  h.  g.  — ^  —  iL  -j^  —  c. 

dx  dx 

drj^      jL 


1)  Acta  Math.  Bd.  I,  S.  868.     Vergl.  Biemann,   Ueber  die  Fl&che  vom 
klemtten  Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung.    Ges.  Werke,  8.  %9%. 
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Man  kann  jedoch  ans  dem  Ghimde  Yondehen,  der  Sahetitotion  die 
Form  13),  14)  zn  geben,  weil  sich  ans  derselben  die  Erweitarong  anf 
die  Bestimmnng  Yon  n  Grössen  $  mit  einem  Schlage  ergiebig 

Es    seien    ^^    nnd  ^   zwei  Integrale   der  Differentialgleichnng   Id^ 
deren  Quotient  gleich  i}  ist,  so  ergiebt  sich  ans  der  Belation  8): 

Si        Uj       «j       «j       U4       Mb' 
nnd  hierans: 

i^  &  &  &  Q 

21)       ««j-^Wi,   «8-^<«ll   «*4-"p-<«ll    «ft--p-««ll  ^"Y^' 

22)  !h. «  J?l Üi-  „  Jk_  „  Jl^  „  !^. 

91  fii^  »Ibs  bibs  ilSf  ^ 

Setzt  man  diese  Quotienten  gleich  ^(x)^  so  ergiebt  sich: 

wi-*(a?)6;,   «»-t(a?)sti«>  «»-t(a?){;^, 

t*4-t(a?)i!8,  «6-t(a?)SiS},  i«»-t(a?)ö- 

Ist  <P  (t;)  —  0  die    homogene   lineare  Differentialgleichnng    seGhate^* 
Ordnung,  welcher  die  f&nften  Potenzen  der  Integrale  der  Gleichung  19]^ 
genügen,  f&r  welche  also 

^1  »iSji  §iSi  n§2i  Sibfi  §9 

ein  Fundamentals jstem  Yon  Integralen  bilden,  so  gelangt  man  zur  all- 
gemeinsten Form  der  linearen  homogenen  Diffidrentialgleichung  sechster 
Ordnung,  deren  Integrale  den  Relationen  l)  genügen,  durch  die  Sub- 
stitution ^ 

V  — 


23) 


^(x)  hat  in  Folge  der  Eindeutigkeit  der  Goeffidenten  der  Gleichung 
19),  also  auch  <Z^(t;)  —  0,  und  der  Gleichung  a)  die  Gestalt 

^(^)-e/yr«;dr^ 

wo  g>  (x)  eine  eindeutige  Function  von  x  bezeichnet 
Setzt  man  andererseits  in  Gleichung  19) 

ß 

so  erhftlt  man  diejenige  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  eindeutigen  Coe£6cienten,  deren  Integrale  so  beschaffen  sind, 
dass  ihre  fitkoften  Potenzen  der  Gleichung  a)  genügen. 

1)  Vergl  II,  Formel  10) -17). 
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Um    die  DifiSBrentialgleichimg  sechster  Ordnniig   zn  bilden,  welcher 
die  ftnften  Potenzen  der  Integrale  der  Gleichung  19)  genügen,  setzt  man^) 

t;  — y* 

ond  erhält  durch  sechsmalige  snccessiYe  Differentiation,  indem  man  jedes- 
die  zweite  Ableitung  Yon  y  mit  Hülfe  der  Gleichung  19)  reducirt: 


eiac        '    dx 


+  (l205i,«+  1160)  y*f  4-  (220|,f  +  6  ^)a 

+  (lOW+12eO0)^(f)V(511Opg-|-Hog)^g 

+  [l206i,«  +  220  (f  y  +  3361,  ^  +  6  ^J  1^- 
Dies  sind  sieben  lineare  Gleichungen  för  die  sechs  Grössen 

»'.''^•'•(Ä)'''(it)'-(f)*(Ä)'- 

durch  deren  Elimination  man  zu  dem  gesuchten  Resultat  gelangt.  Rech- 
net man  aus  den  ersten  fünf  Gleichungen  die  Werthe  Yon  den  fünf 
^n  jener  Grössen  aus  und  setzt  dieselben  in  die  siebente  Gleichung 
flin,  80  ergiebt  sich  für  t^  die  gesuchte  lineare  homogene  Differential- 
{^«iehnng  sechster  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten: 


1)  Vgl.  Fuohi,  Borch.  Jonm.  Bd.  81,  8.  1S9. 
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Diese  Gleichung  ist  in  die  Gleichung  a)  durch  die  Snbstitation 

überzufahren,  wo  g>(x)  als  eindeutige  Function  definirt  war.  Es  gilt 
daher  der  Satz: 

„Bestehen  zwischen  den  Integralen  der  Differentialgleichung  a)  die  Be- 
lationen  1),  so  genügen  derselben  die  fünften  Potenzen  der  Integrale  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  eindeutigen 
Coef&cienten.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  a)  sind  darstellbar  als  ra- 
tionale Functionen  von  zwei  eindeutigen  Functionen  und  deren  Ableitungen. 
Ferner  ist  aus  den  Formeln  8)  und  10)  ersichtlich,  dass  die  36  GrOäsen 
a  der  Determinante  c)  darstellbar  sind  als  ganze  rationale  Functionen  von 
4  Grössen,  welche  sich  für  gewisse  Umläufe  auf  3  resp.  2  redudren  kOnnen.'* 

Anmerkung  1.  Es  bestehe  unter  den  Integralen  der  Gleichung  a) 
nur  eine  der  Relationen  l),  z.B.  ul^^u^u^. 

Diese  wird  durch  einen  Umlauf  von  x  übergeführt  in  die  Gleichung 

welche  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  jener  identisch  ist.  Setit 
man  hierin:  ,^^^^, 

«*4                       H                     «*« 
CO,  =  i     OOo  ^  1     CO«  =" i 

U^  Wj  Wi 

80  folgt  die  Identität  für  jeden  Werth,  den  17  annehmen  kann: 

ggl  +  «28^  +  ^2i  V*  +  ^U  ^1  +  «25  <»8  +  <^6  ^9 
«11  +  «12  ^  +  «13  V^  +  «U  »1  +  «16  ^%  +  «16  ®8 
^  «81  +  «82  ^  +  «88  V^  +  «84  ^l  +  «85  ^i  +  ^  ^Z, 
«21  +  «22  »?  +  «23  V^  +  «24  ^l  +  «25  »2  +  «26  ^i 

Ein  Glied  mit  t;^  ist  vorhanden,  weil  u^  in  der  Gleichung  yorkommt« 
Da  nicht  sämmtliche  Grössen  a  in  zwei  Zeilen  gleich  sein  können,  muss 
mindestens  einer  der  Quotienten  einen  im  Zähler  und  Nenner  gemein- 
samen, in  ri  linearen  Factor  haben.  Diese  Zerlegung  ist  aber  nur  mög- 
lich, wenn  in  diesem  Quotienten  sämmtliche  Coefficienten  der  Grössen 
^11^2)^3  °^  ^^^*  -^^  ^^^  Zähler  des  ersten  Quotienten  gleich  dem 
Nenner  des  zweiten  ist,  muss  dies  auch  im  anderen  der  Fall  sein.  Also 
gehen  die  Integrale  u^,  ti,,  t/3  durch  jenen  Umlauf  über  in  solche  von 
der  Form:  „;  _  „.^  „^  ^  ^.^  „^  +  „.^  „^  (•  _  j^  3^  3) 

•Daher  wäre  in  diesem  Falle  die  Gleichung  a)  reductibel,  und  ihr  ge- 
ntigten die  Quadrate  der  Integrale  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.^) 

1)  Fachs,  Acta  Math.  Bd.  I.  S.  333. 
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Anmerkung  2.     Derselbe  Schluss  gilt,  wenn  nur  zwei  aufeinander- 
folgende der  Relationen  l)  bestehen,  z.  B. 

welche  durch  einen  Umlauf  übergehen  in 

Dieses  System  ist  eine  Folge  des  vorigen.     Setzt  man 

80  ist: 

<*!•  —  «a  +  cci2fi  +  Oi^f}^  +  ciiifi^  +  a,5Vi  +  «16^2.    (i  =  1,  2,  3,  4) 

Nicht  sämmtliche  Coefficienten  von  17^  sind  hierin  null,  da  das  Glied 

nut  u.  vorhanden  sein  muss.     Die  Quotienten  — f  ^uid  -?-   sind  für  jeden 

u'  u! 

Werth  von  n  bleich,  ebenso  -f  und  -f  i   während    nicht    sämmtliche    a 

zweier  Zeilen  einander  gleich  sein  dürfen.  Es  müssen  sich  also  in  je 
«Bern  Quotienten  der  beiden  Paare  gemeinsame  Factoren,  welche  ganze 
rationale  Functionen  von  ri  sind,  absondern  lassen.  Dies  bedingt,  dass 
darin  die  Coefßcienten  von  v^  und  v^  null  sind,  also  auch  in  dem  anderen 
Qaotienten.  Auch  in  diesem  Falle  wäre  die  Gleichung  a)  reducübeL  Es 
genflgten  ihr  die  Guben  der  Integrale  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.^) 

Anmerkung  3.  Genügen  die  Integrale  von  a)  drei  aufeinander- 
folgenden Gleichungen  der  Relationen  1)  und  nor  diesen,  so  ist  in  der- 
selben Weise  wie  ip  den  vorhergehenden  Anmerkungen  zu  zeigen,  dass 
«ach  in  diesem  Falle  die  Gleichung  sechster  Ordnung  reductibel  wäre ,  und 
dass  alsdann  jene  fünf  Integrale  derjenigen  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung genügten,  welche  die  vierten  Potenzen  der  Integrale  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  Integralen  hat. 
El  Ifisst  sich  nämlich  in  ebenderselben  Weise  wie  vorher  für  den  Fall  der 
urednctiblen  homogenen  linearen  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 
>oigen,  dass,  wenn  unter  den  Integralen  u^,  u^, . . .  Un  einer  solchen  n^' 
Ordnung  die  n  —  2  Relationen: 

«*I-«*iW8; 


u5-2— M„-8tt,-i, 

bestehen,    ihr    die    (n  —  1)**°  Potenzen    der   Integrale    einer   homogenen 
finearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen,    üeber  die  Coeffi- 

1)  Gouriat,  1.  c.  S.  If6.  VergL  Schlesinger,  1.  c.  8. 10. 
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^*^^''^>^  ■ 


denten  und  die  f?  ChrOssen  a  gilt  das  im  vorhexgehenden  Sati  (8. 92)  Gesagte. 
Denn  fOr  die  Grössen  u'^,  u^,  ...  u«,  in  welche  t«|,ii^|  •••  u»  durch  einen 
geschlossenen  Umlauf  der  unabhängigen  Variablen  übergefilhrt  werden, 
lassen  sich,  wenn 

IM  VM  Wh 

^ft     ^^^K      ^^^^M     ^^^m     ^^^^^     ^^^m  ^^^B      ^^^^^^^^^^^^m 

gesetzt  wird,  f&r  die  drei  l^Ule: 

ci,  und  Om  ^  0, 

«u  ^  0,  o«,  —  0, 

«m  —  0,  «w,  ^  0 

die  8),  8a),  8b)  analogen  Schemata  aufstellen,  wobei  n  —  1  an  die  Stalle 
▼on  5  tritt     Hieraus  folgt,  dass  durch  einen  beliebigen  Umlauf  ij  über- 

V— — r 

Durch  Einführung  der  Functionen  l^  und  1,  vermittelst  der  Substitotion 
13),  14)  ergiebt  sich  der  obige  Satz. 

Anmerkung  4.  Die  Integrale  der  Gleichung  a)  mOgen  den  beiden 
Relationen  genügen: 

Das  hieraus  durch  einen  Umlauf  von  x  entstehende  System 

(«i)«-«iui,  K)«-uX 

ist  eine  Folge  des  ersteren.     Wenn  wir 

—  ="  %>    —  -=  ^« 
setzen,  haben  ^e  Grössen  1/  die  Form: 

und,  wenn  wir  diese  einsetzen,  gelangen  wir  zu  den  f&r  jeden  Werth, 
den  17^  und  y^  annehmen  können,  gültigen  Identitäten 

u'j  "  u;'   u\  "  u^ 

Es  könnte  nun  in  je  einem  Quotienten  der  beiden  Paare  sowohl  im 
Zähler  als  im  Nenner  entweder  ein  in  17^  und  k\^  zugleich  linearer  Factor 
enthalten  sein  oder  je  ein  in  i^j  und  n\^  linearer  Factor.  Dies  ist  beides 
unmöglich.  Es  muss  daher,  damit  ein  in  ij^  oder  ij,  linearer  Factor  Yor- 
handen  ist,  der  Coefficient  von  u^  beziehungsweise  u^  identisch  null  sein 
und  zwar  im  Zähler  und  Nenner  derselbe.     Denn  wäre  zu  setzen: 
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80  würde  hierans  die  homogene  quadratische  Belaüon  nnter  den  Grössen  u: 

folgen,  w&hrend  nach  unserer  Yoranssetzong  nur  homogene  quadratische 
Relationen  von  der  Form: 

möglich  sind« 

Da  die  beiden  gleichen  Quotientenpaare  die  Grösse  u,  beziehungs- 
weise vl^  gemeinsam  haben,  ist  dieses  Verschwinden  auch  in  jedem  der 
beiden  anderen  Quotienten  der  FalL  Aus  der  Bedingung  c)  folgt,  dass, 
wenn  in  dem  einen  Paare  der  Coefficient  Yon  u,  null  ist,  in  dem  anderen 
Paare  dies  für  den  Coefficienten  von  u^  stattfinden  muss.  Man  ersieht 
hieraus,  dass  für  alle  möglichen  Umläufe  ri[  und  rf^  gleichzeitig  nur  die 
Werthe  annehmen  können: 


B.)  Ifj  —  7—z 1     1^2  —  -7 1 


oder: 

Bestimmt  man  nunmehr  zwei  Functionen  ^^  und  1,  ^i  ^'^^ 

ebenso  {^  und  {^  so,  dass 

so    sind  diese   beiden  Paare  von  Functionen  die  Integrale  der  homogenen 
linearen  Differentialgleichungen: 

dPy  cPg 

wo  Pi  und  p^  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  mit  eindeutigen 

Coefficienten  sind^)  und  in   einander  übergehen    fär  diejenigen   Umläufe 

▼on  X.  für  welche  ,   ^ 

,        «2  +  fttyg 


Dann  ist 


also; 


1)  Goarsat,  L  c.  8.  162.   Vgl  Sohlesinger,  L  c.  S.  87. 
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U,            «,            «g 

1?  "  lil.  "  S 

Hieraus  eigiebt  sich: 

«4  ^     «6     „  «S 

«i  -  Vi  («)  ^ 

1,  u,-.9>i(a;)J,|, 

Hierbei  sind  aach  (pi  nnd  9^^  die  Wnxzeln  einer  quadratischen  Oleichu i 

mit  eindeutigen  Coefficienten  und  gehen  in  einander  über  för  ebendieselt^«^ 
Umläufe  von  x  wie  p^  und  p^.    Diejenigen  linearen  homogenen  DifferentLssJ 
gleichungen    zweiter    Ordnung,    deren    Integrale    derart    sind,    dass    ihr^ 
Quadrate  der   Gleichung  a)  gentigen,  erhält  man  aus  den  obigen,  wemi 
man  darin  substituirt 

y  —    j — -^1   e 


Es  ergeben  sich  zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen  ziweitear 
Ordnung,  deren  entsprechende  Coefficienten  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen 
mit  eindeutigen  Coefficienten  sind.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

„Genügen  die  Integrale  der  Gleichung  a)  den  Relationen: 


^  —  «*1<*8»  «*6  ""  «*4H 


6) 


so  befriedigen  dieselbe  die  Quadrate  der  Integrale  zweier  homogener  linea- 
rer Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  deren  entsprechende  Coeffi- 
cienten die  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen  mit  eindeutigen  Coeffi- 
cienten sind." 


(Sohluss  folgt.) 
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TTeber  die  Bewegung  freier  Ketten  in  rotirenden 

Linien. 

Von 

Prof.  F.  August 

in  Berlin. 


§  1.  Allgemeine  TTebersioht 

In  einer   Abhandlang   |,üeber    die   Bewegung    von   Ketten    in 

C/4Tyen«  (diese  Zeitschrift,  Bd.  XXXIII  S.  321— 336),  auf  welche  sich 

^^  Ciiate  in  der  Yorliegenden  Arbeit  beziehen,  habe  ich  untersucht,  unter 

^«lehen  Bedingungen  sich  eine  Kette,  d.  h.  eine  Yollkommen  biegsame,  un- 

*^^^%dehnbare  homogene  Massenlinie  in  sich  selbst  bewegen  kann,  so  dass 

^^  alle  Elemente  der  Kette  dieselbe  Bahn  beschreiben,   in  der  Art,  wie 

^^  Wagen  eines  Eisenbahnzuges.     Ich  will  hier  ein  fthnliches  Problem  be- 

■^^deln ,  nftmlich  die  Bewegung  von  Ketten  in  gleichförmig  rotirenden  Cur- 

^^,   also   eine  Bewegung,    bei   welcher   die  Kette  ihrer  Form 

Aach  stets  Bogen  einer  Curve  von  unyerftnderter  Gestalt  ist. 

Welche  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  feste 

Axe  rotirt,  während  sich  gleichzeitig  die  ganze  Kette  in  dieser 

fotirenden  Curve  verschiebt.     Diese  rotirende  Curve  soU  als.  roti- 

rende  Kettenbahn  bezeichnet  werden.    Es  werden  dabei  ausser  den  etwa 

oGthigen  Spannungen  in  den  beiden  Endpunkten  (äusseren  Spannungen) 

keine  äusseren  Kräfte  vorausgesetzt.     Ist  die  Kette  geschlossen,  so  ficdlen 

auch  die  äusseren  Spannungen  fort  und  die  Kette  bewegt  sich  vollkommen 

frei  und  behält,  als  Ganzes  betrachtet,  immer  dieselbe  Gestalt.     Ich  werde 

nachweisen ,  dass  die  beschriebene  Bewegung  sich  nur  in  einer  der  folgenden 

Weisen  vollziehen  kann: 

1.  Ein  ganz  singulärer  Fall  ist  die  Bewegung  der  Kette 
längs  der  Botationsaxe  mit  beliebig  veränderlicher  Geschwin- 
digkeit (§  3  a).  Dieser  Fall  ist  selbstverständlich ,  die  Rotation  illusorisch, 
nnd  man  wird  auf  einen  einfachen,  frtlher  behandelten  Fall  (8.  322,  2)  zu- 
rUckgeftlhrt 

In  allen  anderen  Fällen  muss  die  relative  Geschwindigkeit 
der  Kette  in  Bezug  auf  die  rotirende  Bahn  oonstant  aein  (§4). 

f.  lUthMMtUi  «.  Fhyiik  XXXV.  2.  1 
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Auch  hier  giebt  es  znnSchst  zwei  singnl&re  F&lle  und  den  allgemeinen  Fall, 
nämlich 

2.  Die  rotirende  Bahn  ist  eine  Gerade,  senkrecht  nnd  im 
Allgemeinen  windschief  gegen  die  Botationsaxe.  (§  3b.  Yergl. 
auch  §  10.) 

3.  Die  rotirende  Bahn  ist  eine  Schranbenlinie,  die  anch 
in  einen  Kreis  Übergehen  kann.     (§5.    VergL  auch  §  10.) 

4.  Im  Allgemeinen  ist  die  rotirende  Bahn  eine  rSnmliche 
oder  ebene  Cnrve,  welche  sich  analytisch  durch  elliptische 
Functionen  ausdrücken  Iftsst.    (§§6  —  9.) 

Als  Orenzf&lle  ergeben  sich  aus  dem  allgemeinen  Falle  4  ausser  den 
singulftren  Fftllen  2  und  3  auch  noch  einige  andere  singulare  Fftlle.    (§  10.) 

In  §  11  sind  zwei  Specialfftlle  von  4  genauer  betrachtet,  in  §  12  ein 
dritter,  welcher  sich  in  gewissen  Fällen  sehr  einfach  angenähert  reali- 
siren  lässt.     In  §  13  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Resultates  besprochen. 

§  2.   Anfttellnng  der  DifTerentialgleichnngen. 

Die  Untersuchung  lässt  sich  dadurch  auf  das  in  meiner  früheren  Arbeit 
behandelte  Problem  zurückführen,  dass  man  ein  bewegliches  Coordinaten- 
System  einführt,  welches  ebenso  rotirt,  wie  die  rotirende  Bahn.  Es  ist  be- 
kannt, dass  man  die  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  dieses  System  wie 
eine  absolute  betrachten  kann,  nachdem  man  in  jedem  Massenpunkte  zu 
den  übrigen  angreifenden  Kräften  die  Centrifugaikraft  und  eine  Kraft  su- 
gefQgt  hat,  die  ich  die  Foucault'sche  Componente  nennen  werde.  Die 
letztere  ertheilt  jedem  Massenpunkt  eine  Beschleunigung  gleich  dem  doppel- 
ten Product  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  des  bewegten  Systems  und  aus 
der  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes  auf  die 
durch  den  Massenpunkt  gelegte,  zur  Axe  lothrechte  Ebene.  Ihre  Angriffs- 
linie fällt  in  diese  Ebene  und  bildet  mit  jener  Projection  einen  Winkel  von 
90^  in  dem  der  absoluten  Drehung  des  Coordinatensystems  entgegengesetz- 
ten Sinne.  Sind  also  x,  y^  ß  die  Coordinaten  eines  Massenpunktes  m  in 
einem  beweglichen  System ,  welches  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  -f-  a 
um  die  i^-Axe  dreht,  wo  a  stets  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben 
soll,  so  ist  die  Bewegung  wie  eine  absolute  zu  betrachten,  wenn  zu  den 
übrigen  Componenten  folgende  Axencomponenten  zugefügt  werden : 


m 


(a»x+24j).    «.(«'y-2«^-*).     0. 


Andererseits  ist  die  Curve,  in  der  sich  die  Kette  relativ  bewegt,  von 
unveränderlicher  Lage  gegen  das  bewegliche  Axensystem.  Ich  habe  nun  in 
der  früheren  Arbeit  nachgewiesen,  unter  welchen  Bedingungen  eine  solche 
Bewegung  mGglich  ist  Das  (S.  325)  angegebene  Resultat  lässt  sich  so 
aussprechen : 


Wenn  eine  Kette  aich  m  einer  Curve  bewegt,  so  treten  m  den  Obri- 
i  Kräften,  die  ein  Element  angreifen,  erateas  in  tangentialer  Richtung 
das  Differential  der  Spannung,  zweitens  in  Riebtang  der  Haoptnormale 
das  Product  ans  der  Spannung  und  dem  Differential  des  KrUmmongs- 
winkela  (Contin  gen  Zwickels).  Nach  ZufUgung  derselben  ist  dao  Element 
der  Kett«  aU  frei  zu  betrachten. 

Nehmen  wir  nun  znr  Masseneinheit  die  Längeneinheit,  bezeichnen  wir 
Am  Zeit  mit  l,  den  Bogen  mit  a,  wo  0  =  8  +  9  ist  und  #  von  s  unabhängig, 
^>er  Function   von   t   ist,   die   relative  Geschwindigkeit  der  ganzen  Kette 
da     d9 
j7=-jr  mit  p,   die  Componenten  der  das  Massenelement  ds  angreifenden 

insseren  Kraft«  mit  Xds,  Yds,  Zds,  die  Spannang  mit  T,  und  drücken 
wir  die  partiellen  Ableitungen  nach  a  --  die  zugleich  die  nach  s  sind,  da 
•    nur  in    der  Verbindung  a  =  s-\-&  vorkommt  —  durch    Äccente  aus,   so 

I halten  wir  die  Bewegungsgleichungen  (8.  322,  I): 
■■    


1  die  analogen.     Hierzu  tritt  die  Qleichung 
x'»  +  y''  +  B'»  =  l. 


Nun  sind  in  Wirklichkeit  keine  Susseren  Krüfte  vorhanden;  da  es  sich 
aber  um  die  relative  Bewegung  gegen  das  rotirende  Coordiualensystem  han- 

tso  haben  wir  nach  dem  vorher  Besprochenen  eu  setzen: 
X  =  u*x  +  2avy.  1  =^  a^y -2avx',  Z=0.  . 
lallen  wir  die  Gleichungen: 
sind  x,y,t  Functionen  von  o  altein,  dagegen  ist  e  nnabhSngig  von  a. 
Für  K  änd  bei  einer  endlich  begrenitun  Kette  alle  Werthe  von  s,  +  9  bis 
Xf  +  d  zuzulassen,  wo  S^  und  s,  gegebene  Constante  sind.  Ist  die  Curve 
(s)  geschlossen,  so  kann  auch  die  Kette  im  mechanischen  Sinne  ge- 
schlossen sein. 

In  der  frtlheren  Arbeit  waren  specieller  solche  Fälle  untersucht,  in 
denen  die  Süsseren  Kraft«  nor  von  der  Lage  des  Massenelementes  abhängen. 
Es  teigte  eich  dabei  (S.  326),  dass  die  Bewegung  der  Kette  im  Atigemeinen 
iM^tflBÜBl  gleicharmig  beschleunigt  sein  konnte. 
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Das  Auftreten  der  Foucault^schen  Componente,  also  einer  Yon  der 
Geschwindigkeit  abhängigen  Kraft,  in  der  yorliegenden  üntersnchnng  bedingt 
eine  wesentlich  andere  GesetzmSssigkeit. 

§  3.  Integration  in  gewissen  singnlären  Fällen.    (Oeradlinige 

rotirende  Balinen.) 

Da  die  allgemeine  Methode,  die  wir  zur  Integration  der  Gleichnngen 
I)  und  U)  anwenden  wollen,  in  gewissen  AusnahmeflUlen  nicht  anwendbar 
ist,  so  empfiehlt  es  sich,  diese  Fälle  vorher  zu  erledigen. 

Ä.  Wir  untersuchen  zuerst,  ob  die  rotirende  Bahn  eine  Gerade  sein 
kann,  setzen  also  x"=^y"=^B'=^Oj  so  dass  x\  y\  »  constant  sind.  Die 
drei  Gleichungen  I)  werden  dann: 


ni) 


An 

Aus  der  dritten  dieser  Gleichungen  folgt  entweder  37  ^^'=0  oder  0'=O. 

#20 
a)  Ist  'Ti^'^'^^^%  BO  folgt  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  III) 

a'(»«'+yy')=0,   d.  h.  «*+y*  =  00115^.; 

da  aber  x  und  y  constant  sind,  ist  dies  nur  möglich,  wenn  x=y'=0, 
iir'=l  ist.  Dann  aber  ergeben  dieselben  Gleichungen,  dass  a;  =  0,  y  =  0 
ist  Die  Kette  bewegt  sich  mit  ganz  beliebiger  Beschleunigung  in  der 
iir -Aze.  Eine  der  beiden  Endspannungen  eines  begrenzten  Stückes  kann  als 
beliebige  Function  der  Zeit  gegeben  sein,  die  andere  ist  dann  bestimmt 
(S.  322  u.  323).     Dies  ist  der  erste  der  obenerwähnten  singulären  Fälle. 

h)  Ist  0^=0 1  dann  liegt  die  rotirende  Bahn  in  einer  Ebene  senkrecht 
zur  iir-Axe,   die   wir   zur  a;^-Aze  wählen  kGnnen.     Die  Elimination  Ton 

(  — ■— T  j  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt 

of*(a:y'— y«)  +  2ac  =  0. 
Es  ist  aber  xy  —  yx^^r^^  wo  r^  den  Abstand  der  Geraden  von  der  g-kit 

bedeutet,  mithin,  da  der  Fall  o  =  0  ausgeschlossen  werden  kann,  p  =  ^-^r| 

An 

=  c  ebenfalls  constant,  und  —  =  0.  Weiter  ergeben  die  beiden  ersten 
Gleichungen  III) 

-2"=«»(a;ar'+yy),  also  T=jXr^*-f^, 

WO  fg  eine  beliebige  Constante,  r  die  Entfernung  des  Elementes  von  der 
iir -Aze  bedeutet. 
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Dies  ist  der  zweite  der  obeDerwShiit«!!  singulKroa  FSIle.  Es  ist  also 
eine  freie  Bewegung  der  Kette  in  einer*  uMirenden  Oemden 
mtglioh,  welche  senkrecht  znr  Rotationsaxe -stallt  und  von  ihr 
I  beliebigen  kürzesten  Abstand  r,  hat,  DieTelative  Qe- 
tchwindigkeit  der  Kette  in  Bezug  auf  diese  Bahn-, ist  gleich 
-^r,;  das  negative  Vorzeichen  lässt  erkenoen,  dass',*^i9  Kette 
in  der  Geraden  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  der  'B-vt^tion 
der  Bahn  (rückläufig)  bewegt.  Ist  die  Kette  begrenzt,  so  niässen 
Mlbatveret&ndlich  in  den  Endpunkten  die  linsseren  Spannungen  angehnAht 
vecdcD,  deren  eine  wegen  der  willkürlichen  Constanten  r^  beliebig  gewählt 
Verden  kann.  Die  Spannung  T  ist  nur  positiv  iu  den  Punkten,  deren  Ent- 
feniiiiig  von  der  Drebaxe  kleiner  als  r^  ist.  Für  die  beiden  Punkte ,  für 
»eiche  r  =  »'o  ist,  ist  sie  Null;  für  die  Punkte  r>r(|  ist  sie  negativ,  d.  h. 
die  Spannung  besteht  hier  in  einer  gegenseitigen  Abstossung  der  benach- 
Wt«n  Elemente,  was  zwar  mathematisch  verstellbar,  aber  physikalisch 
schwer  reallairbar  ist.  üebrigens  läsat  sich  diese  singulare  Lüsnng  durch 
^e  sehr  einfache  Construction  ganz  elementar  finden,  indem  man  die 
^bwnngkraft  nnd  die  Foucanlt'scbe  Componente  für  einen  beliebigen 
^kt  einer  Geraden  der  zy-Ebene  graphisch  darstellt  und  die  Bedingung 
''^fQr  sncht,  dass  die  Resnltanto  beider  in  die  Richtung  der  Geraden  falle, 
'"  dass  sie  durch  das  Differential  der  Spannung  aufgehoben  werden  kann, 
«an  findet  dann  ebenfalls  v^C'=  —  tt'', ■  So  einfach  dieser  Fall,  mathe- 
"'Atisch  betrachtet,  erscheint,  so  wUrde  es  doch  schwer  sein,  ihn  angenähert 
P**ysikatiEch  zu  realisiren.  da  die  Kette  sich  nicht  schliessen  IKsst,  und  das 
*-*iliringen  vorgeschriebener  Endspannungen  in  einem  bewegten  Kettenetflcke 
'^hwer  ausführbar  ist. 

Wählt   man   rt  =  0,    so   ist  anch  c  =  0,    nnd  man  erbSlt  eine  einfach 

'"'^fcirende  Kette  von  geradliniger  Gestalt,   welche  die  Axe  senkrecht  durch- 

^^Oneidet.     Diese  Bewegung  tässt  sich  realisiren,  da  man  die  änssere  End- 

"l>snnung  gleich  Null   setzen    kann.      Es   kann   also   ein  freies  Kettenstttck 

^^^^^n  der  LSnge  2l  in  Form  einer  geraden  Linie  um  seinen  Mittelpunkt  in 

^^^Kaier  Ebene   &ei    rotiren,   und   die  Spannung  ist    7r(^~^i    wenn  x   den 

^^^^listand  des  Elementes  vom  Mittelpunkt  bedeutet.     Wir  sind  so  auf  einen 

^^Pvhr  einfachen  nnd  bekannten  Specialfatl  geführt 

^H  g  4,  Fortsetzung  der  allgemeinen  TTitteriaehiiiig. 

^H  Wir  wenden    uns    nan   zu    dem    Falte   gekrümmter  rotirender   Bahnen 

^H^  Ud  weisen  zan&chst  na^h,    dass    die   Bewegung    in  denselben  nur 

nSglioli   ist,   wenn   die  Geschwindigkeit  constant    ist.     Wir  be- 

tnebten  in  diesem  Zwecke  eine  bestimmte  Stelle  der  Bahn,  den  Pnnkt  P. 
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Da  die  Besoltante  aUor'l^fte,  welche  das  gerade  in  P  befindliche  Element 
angreifen,  bei  der  C6i4^^6n  Bewegung  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn 
f&llt,  and  die  Bi^sblGanie  der  beiden  Yon  den  Spannungen  herrührenden 
Erftfte  dT  und.TelT  ebenfalls,  so  moss  auch  die  Resultante  ans  der  Centn- 
fngalkraft  ,4i^  .der  Foucault'schen  Componente  in  die  Schmiegungsebene 
der  Bahji/-%|len.  Die  Centrifugalkraft  o'r  ist  nach  GrOsse  und  Bichtnng* 
con8t%ntV\9ie  Foucault'sche  Componente  2av  ändert,  da  die  Bahn  die- 
sel^  Xdelbt,  ihre  Richtung  nicht,  wohl  aber  mit  v  ihre  Qrösse,  folgliek 
SftdeVh  wenn  v  Terftnderlich  ist,  die  Resultante  beider  ihre  GrOsse  und 
Ridhtung,  doch  so,  dass  sie  immer  in  der  Ebene  bleibt,  welche  durch  das 
Element  normal  zur  iir-Axe  gelegt  ist  Folglich  muss  diese  Ebene  dio 
Schmiegungsebene  sein.  Da  dies  fCür  jeden  Punkt  der  Cunre  (ö)  gilt»  so 
muss  diese  Cunre  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in  die  Ebene  senkrecht 
zur  g'ÄTe  fallen.  Hierdurch  ist  zunächst  erwiesen,  dass  für  alle  gekrOmm* 
ten  rotirenden  Bahnen,  die  nicht  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  iir-Axo 
liegen,  die  Geschwindigkeit  v  =  e  constant  sein  muss.  Fällt  aber  die  roti- 
rende  Bahn  in  eine  solche  Ebene,  so  können  wir  g=0  setzen  und  erhalten 
die  Bedingungen 

I    *"(e»-r)+«(^-r)  =  «»*  +  2«f.y', 

IV)  ^'"  ^ 

I    y"(«'»-T)+y'(^-r)  =  «*y-2«ra!'; 

V)  x'*  +  ]f'*=  1. 

Da  in  diesem  Falle  bekanntlich  05"*  +  ^'*=—«»  «V — If'x"'^ —  ist,  wo  f 
den  ErQmmnngsradins  bedeutet,  so  folgt  aas  den  Oleichongen  IV)  mit  Bfick- 
Sicht  anf  V)  ^-T  =  ^i>'{xx"+y»")-2av9, 

^-T'=««(««'+yy'). 

Differenziirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  a,  und  eliminirt  man 
dann  aus  dieser  und  der  zweiten  Gleichung  T\  so  folgt 

^  -  2«  t,  ^'+  «»  [[i,*{xx"+  yy")]'-  {XX + yy')]  =  0. 

Die  Coefficienten  dieser  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  r  sind 
Functionen  von  a.  Da  aber  e  unabhängig  Ton  a  sein  muss,  so  ist  die 
Gleichung   nur   erfüllbar,    wenn  entweder  v  constant  =c  ist,    oder  wenn 

gleichzeitig 

VI)  2«e'=0,     a^[{Q^(xx'+yy')y'-{xx+yy')]^--h 

dv 
ist,  wo  h  auch  eine  Constante  bedeutet,  und  dann  wird  auch  jjs=h.    Aus 

dt 

der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  aber,  dass  q  constant  sein  müsste,  also 

mttsste  die  Curye  ein  Kreis  sein.     Dann  kann  man  setzen  a;  =  a, +  pco$ — « 

9 
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fl=i\'i'Qsm — I  wo  Ol  und  hi  constant  sind.    Setzt  man  aber  diese  Werthe 
in  die  sweite  der  Gleichungen  VI)  ein,   so  folgt  2a^  a]008 (|3tn—  I 

=-6.  Da  ö  Yerftnderlicli  ist,  folgt  hieraus  «4=0,  5i=0  und  h—  ^7=^9 

d.  h.  9  constant.     Hiermit  ist  die  zu  Anfang  dieser  Nummer  aufgestellte 
Behauptang  YoUstSndig  erwiesen,   und   wir  kGnnen  im  Folgenden  ttberall 

—=0,  »  =  c  setzen. 

Die  Gleichungen  I)  und  II)  nehmen  also  für  gekrümmte  Bahnen  stets 
dieFonn  an:  .  x^itf-T) -x'r==a*x  +  2acy\ 

/'(c»-T)-/r=ü; 

Vm)  a;'«  +  y»  +  /»=l. 

Hinsichtlich  der  Constantea  c  bemerken  wir,  dass  dieselbe  wesentlich 
pottÜT  genommen  werden  soll,  so  dass  der  Sinn  der  relativen  Bewegung 
derselbe,  wie  der  der  wachsenden  a  ist. 

Der  Werih  c  =  0  ist  nicht  ausgeschlossen;  er  hat  aber  zur  Folge,  dass 
es  sich  um  einfaches  Botaüonsgleichgewicht  der  Kette  handelt,  also  um  ein 
Problem,  dessen  Lösung  bekannt  ist.  (Vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn 
B*Kiessling:  Discussion  der  Curve,  deren  Trägheitsmoment  ein  Maximum 
oder  Minimum   ist.     Progr.  Berlin  1866.)     Nichtsdestoweniger  ist  in  der 

folgenden  Untersuchung  der  Vergleichung  wegen  der  Fall  c  =  0  mit  berück- 

nchtigt  worden. 

§  5.  Dritter  singulftrer  Fall. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  Teine  Constante  ist,  welche 
^^  Allgemeinen  Yon  c*  verschieden  ist.  Dann  ergiebt  die  dritte  der  Gleich- 
^^en  VII),  dass  /'=0,  also  ß'=co8y  constant  ist,  und  die  übrigen 
Gleichungen  VII)  und  VIII)  werden 

a?"(c«-T)  =  ««ic  +  2acy, 
y''(c«-T)  =  a«y-2aCÄ, 
x^  +  y*  =  8inYK 

Darch  Elimination  Ton  T  findet  man  a^(xX'\-yy')  =  0,  also  ist  x^+y* 
^^  t*  constant,  und  da  auch  ß'=c(>8y  constant  ist,  so  ist  die  rotirende  Bahn 
^^e  Schraubenlinie.     Setzt   man  nun   x  =  rco8g>^  y  =  rsinq>^   so   ist 

Wir  setzen  nun  fest,  dass  rq>'=^'\-8inY  sei.  Hierdurch  ist  bestimmt, 
dass  der  Winkel  /ein  positiver  spitzer  oder  stumpfer  ist,  wenn  die  relative 
Bewegung  rechtläufig  ist.  Wir  können  uns  aber  der  Symmetrie  wegen  auf 
Bpiiie  Winkel  beschränken. 

Zur  Bestimmung  von  T  erhalten  wir 

(x'*  +  y"*){<^-T)  =  a\xx'+  yy")  -  2«c(x'y''-yV')- 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  ganxe  rationale  Function  dritkan 
Grades,  welche  wir  durch  B{u)  bezeichnen  wollen.    Da  nun  «'=3~-  isl^ 

so  ergiebt  sich 

k    udu        ,        vd0      vk      du 
da= I    a5  = 


.         2,(|*  — tu)    d0      fi— €U      du 

Wir  erhalten  somit  schliesslich,  wenn  wir  u^  als  untere  Grenze  der  in 
bildenden  Integrale  wählen: 

Ä(u)=2(u«-v«)(u  +  A)-4(^-fi»)«, 

XII)  \  u  u  u 

^vA;  /*  dtf  _  A;    /'udu  _  /*fi  — fu     du 

U|,  X,  fi,  V,  A;  sind  beliebige  Constante,  t  ist  im  Allgemeinen  gleich  1; 
wenn  aber  c  =  0,  so  ist  €  =  0. 

Es  sind  also  5,  tf,  9  durch  elliptische  Integrale  bezw.  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung,  als  Functionen  von  u  dargestellt, 
w&hrend  T  und  H  lineare  Functionen  von  u  sind.  Hierdurch  ist 
die  allgemeinste  Gestalt  der  rotirenden  Eettanbahnen  bestimmt.  Sie  ist  im 
Allgemeinen  eine  Raumcurve,  gebt  aber  für  v  =  0  in  eine  ebene  Cnrre 
über. 

Ehe  wir  in  eine  speciellere  Untersuchung  des  Resultates  eintreten, 
wollen  wir  folgende  Bemerkungen  vorausschicken.  Damit  die  Eettenbalm 
reell  werde,  muss  zunächst  u  so  gewählt  werden,  dass  stets  (u 4- X) '> 0 
sei;  und  da  femer  auch  A(u)^0  sein  muss,  so  wird  im  Allgemeinen 
u'  >  v^  sein  müssen ,  so  dass  das  Argument  u  =  0  nicht  in  dem  ftür  u  zu- 
lässigen Intervall  vorkommen  kann,  u  vielmehr  entweder  immer  po- 
sitiv oder  immer  negativ  ist.  Eine  Ausnahme  ganz  singulärer  Art 
tritt  nur  ein,  wenn  gleichzeitig  v  =  0  und  fi  =  0  ist.  Dieser  Fall  wird  in 
§  10  besprochen  werden,  in  der  allgemeinen  Untersuchung  aber  aas- 
geschlossen. 

Durch  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  wird  der  Sinn  bestimmt,  in 

udu 

welchem    man   auf  der  Curve  fortschreitet.     Wählt  man  nämlich     ^ 

positiv,  so  wächst  tf ,  und  der  Sinn  der  wachsenden  tf  giebt,  wenn  e  oder  f 
nicbt  etwa  Null  ist,  zugleich  den  Sinn  der  relativen  Bewegung  an.    Wählt 

man  dagegen  —==  negativ,  so  nimmt  a  ab.     Erreicht  u  ein  Argument, 

VB{u) 

f&r  welches  R{u)  sein  Zeichen  wechselt,  so  entsteht  ein  Verzweignngspunkt 
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Wir  seilen  nun  in  die  eben  erhaltenen  Gleichungen  und  in  die  letzte 
lüebimg  IX)  die  Werthe  x^^rcostp^  y  =  r8mq>  ein.    Dann  erhalten  wir 

f»  g.'.  (c»  -  T)  =  j4i  ft»  -  a  c  r», 
/(c»-T)=:v*», 
r«v'i+,«  +  ,'»  =  l. 

Wir  fuhren  nun  eine  nene  YerSnderliche  ein  durch  die  Gleichnng 
T  =  Ifu.  (Der  Fall,  dass  T  constant  ist,  ist  in  §  5  behandelt  nnd  wird 
•asgeschlossen.)    Dann  ist 

T=c»-*««, 

/"«  c        c'X      c 

r*a)  = » 

a  u 

u 

«r 

w.  wenn  wir  li--^=l,  -^  («i-y ^1+;^  =  »»,  y  =  «  setzen, 

T=A»(e»-u), 


I) 


2;fca- 


r«v'=-^ 


et« 


u 


V 


Ans  der  letzten  Gleichung  X)  folgt 
XI)  fir'»=(l-;^)r«-(r«g>')«. 

Durch  Differenziren  der  zweiten  Gleichnng  X)  findet  man 


ktt  man  diesen  Werth  und  die  Werthe  für  r*  und  i^tp  aus  der  zweiten 
1  dritten  Gleichung  X)  in  XI)  ein,  so  kommt  nach  Multiplication  mit  -r;^- 

^i»«««=2r»»-v»)(tt+i)  -4(^-f»)». 


\    »        \<.'  \^,'\\^\^y.v^  ft^5<.T  XeTSfiL  'JL  rMireuden  Linien. 


XI  ^     Ä .-   ,'^-  'iV'^-ix-riTif  hfc  "Bun.    isi  •-  zifffisiT,  so  ist  sie  r 

</   >.    rt\*  TeiÄirw  "iwwPBCtmc  a.  A  weder  rechtli 

•   V  i» .  ^l^      a*    4iv  T'ÄarflT.t    osü   r-,Lja   TiBn^Iku  wird.     Wir  s 

fc'-     unT*     '^r:ReiiLh=3C  Off  F?:^*!  UU    anch  |3 

-■      -•      -r^r.?:     'T.f.rv.zTL:    ~  =»!»•.-.     Die   GI-atiiTiiigen 

r.i.i-,r>ij      -T.     ;^     at    -'.  »^.       cjf  -  =      wird,    so   kC'Z^iiii  es 

«».  IT  7a li;^     .-*ef    lÄTai*'  ▼"LÜtz.    Wir  nehmen  deslu 

»  -       imTT»    ■  ti     .'Ä*        T.::  -      .  ■  "^rr  rritzer  Winkel  sei  •&  §  1 

-:«.i».-     V^;  r-    Tfür-^   •^^»Tinzg  in  -J  weder  reehtli 


►S^i*- 


i  -  c.      -w^fci'  .T-  -AT-  -Ä  rxL»s  -i,  also  auch  Tj,  der  Min 

^,^.     ^.  s      ,-    ..-rwr...-wt  -a  ViZ  Terschieden  ist,  aber  anchg 

-     ;  .itÄ:  -T=r  ris^-n»  in  -4,  mithin  auch  y^. 


X «         t>^        r'^'i 


"<*i«i>i  '  ii». 


n    ■'■v=s-v:  ^.  ic  :5t.  da  a,  e  (=1  oder=0) 
.  .,,^:^     ^ri^T^T*!    ^^      -    ^"^-'^  ^^.h ,   «,   durch    die   erste 

_^  >c^;;nn'.    •.   *     '   i^ir^fl  die  übrigen  Gleichungen  3 

^^,    ^.  i-.sc^iia  T-rlLsrän-ü?  bestimmt. 

- ^... . ,    Y„u    ,..:;:     :;»öö  -^  s*;  =0  ist,  so  dass  B{u)  den  Fi 

«.-.-■.'     »»»*i    ^-    ?if..ien  anderen  linearen  Factoren  von 

u.    .^>^i3L3!'i3^  Tcn  u^  Und  1I3  die  Gleichungen: 

•» 

.    .    »v":  t  j:  .    i>?   'ÄfÄ'CAäfnheii   der  drei  Wurzeln  von  J 
V.  *...^.  >»:«•    .:**:    y  iivcacacV  IWoiu^jn^  daftlr,  dass  «.  die  mitt 
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Ist  dagegen  Uj[ui«inyj*  +  4/3(««ny, +  /3)]>0,  so  treten  noch  drei  Unter- 
ftUe  ein.    Soll  nftmlich  U|  die  einzige  reelle  Wurzel  sein,  so  muss  es  liegen 

nriscben  den  positiven  Werthen  7-; — r^-  und  -z f — 

'^  l  +  smyi  1  — «ny^ 

Soll  «j  die  grösste  der  drei  reellen  Wurzeln  sein,  so  ist  tt|  > ««  —  jP  +  j/O^ 

ilso  ist  U|  sicher  grösser  als   e^—ß\     Soll  U|  die  kleinste  der  drei  reellen 

Wundn  sein,   so  ist  Ui<e*  — /P  — j/ß,   also  u^  sicher£ kleiner  als  6*  — jP. 

Hiemach  ergeben  sich  folgende  Pttlle: 

a)  Ist  Ui[uimy/  +  4/J(«Ämyj  +  /3)]<0,  so  ist  u^  die  mittelste  der 

drei  Wurzeln. 

(5  — Ä)«  (i+ß)^ 

h)  Liegt  u,  zwischen  t^- — r —   und  -z : — 1  so  ist  u,  die  einzige 

^        ^      *  l  +  5myi  1  — «fiyj  * 

reelle  WurzeL     [Die  Bedingungen  a)  und  b)  schliessen  sich  gegen- 
seitig aus.] 
e)  Sind  die  Bedingungen  a)  und  h)  nicht  erftQlt,  und  ist  U|  ^  e'  — ^, 

so  ist  U|  die  grösste  der  drei  reellen  Wurzeln. 
d)  Sind  die  Bedingungen  a)  und  h)  nicht  erfüllt,  und  ist  U|<e*  — /?^ 

so  ist  Uj  die  kleinste  der  drei  reellen  Wurzeln. 
Die  üebergangsfWe  geben  zu  SingularitSten  Veranlassang,   die  spftter 
(§  10)  besprochen  werden  sollen.    Mit  Bücksicht  auf  die  Pormeln  XVI)  und 
IVU)  finden  wir  weiter  Polgendes: 

Ist  U|  negativ,  so  sind  nur  die  Pftlle  a)  oder  d)  möglich,  und  da  in 
diesem  Palle  0^{i*^ß')\  so  ist  u^  auch  st^  negativ,  nicht  nur  im  Palle  a), 
sondern  auch  im  Palle  d). 

Ist  U|  positiv,  so  kann  jeder  der  vier  PttUe  a),  &),  c),  d)  eintreten; 
tt  können  aber  auch  gewisse  Pälle  ausfallen ,  je  nach  der  Beschaffenheit  der 
Qbrigen  Constanten  s^  ß^  Yi'  ^^  ^^^^  ^^^  positivem  U|  Q ^{s^  —  ß^y  ist, 
so  haben  u^  und  u^  beide  dasselbe  Vorzeichen  wie  B*  —  ßK  Wenn  also  U| 
die  kleinste  oder  die  mittelste  der  drei  Wurzeln  ist,  ist  jedenfalls  auch  u^ 
ix>8itiv.  Nur  wenn  u,  die  grösste  der  drei  reellen  Wurzeln  ist,  können  u^ 
and  143  beide  positiv  oder  beide  negativ  sein. 

Pur  die  Untersuchung  der  Eettenbahn  handelt  es  sich  nun  nur  um 
solche  Intervalle,  welche  reell  mit  u^  zusammenhängen,  und  f&r  welche  R{u) 
positiv  ist.  Geht  nun  u  von  —00  bis  -|- 00,  so  geht  auch  R{u)  von  ^00 
bis  +^i  indem  es  im  Allgemeinen  dreimal  oder  einmal  sein  Vorzeichen 
wechselt.     Hiemach  ergeben  sich  folgende  Hauptftlle: 

j1.  Ist  U|  die  einzige  reelle  Wurzel  (&),  oder  ist  es  die  grösste  der 
drei  reellen  Wurzeln  (c) ,  so  kommt  das  Intervall  von  u^  bis  -|*  <^  ii^  Betracht. 
J9.~Ist  U|  die  kleinste  {d)  oder  die  mittelste  der  drei  reellen  Wurzeln 
(a),  so  kommt  das  endliche  Intervall  von  U|  bis  U|  in  Betracht,  welches  im 
ersteren  Palle  vorwttrts,  im  letzteren  rückwttrts  gerichtet  ist.  Der  Pall, 
dass  «I  die  mittelste  Wurzel  ist,  ist  übrigens  nach  der  am  Anfang  dieses 
Paragraphen  gemachten  Pestsetzung  auszuschliessen,  da  dann  r,  nicht  Mini- 


110  üeber  die  Bewegung  freier  Ketten  in  roiirenden  Linien. 

mum,  sondern  Maximcun  ist.  Es  ist  aber  ohne  Weiteres  sn  erkminen,  da« 
auch  für  diesen  Fall  die  entwickelten  Formeln  gelten.  Natllriich  nnter> 
scheidet  er  sich  aber  der  Form  nach  nur  von  dem  ersten  Falle  B.  Beredmel 

man  ii|,  den  zugehörigen  Werth  r,,  cosy^^  —  =  -^ ^»  ^j=—  -i»  ud 

setzt  man  ii|,  r,,  y^^  ß^  an  Stelle  von  U|,  r^,  y^^  ß^^  so  wird  man 
formell  auf  den  ersten  Fall  zurttckgeflLhrt 

Wir   wollen  nun  die  beiden  Fälle  Ä.  und  B.  näher  ins  Auge 


§  8.  Die  nnendliehen  rotirenden  Kettenbahnen. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall  Ä.  Für  das  jedenfiEÜls  positive  Argu- 
ment ti=:i«|  haben  die  Integrale  eine  Verzweigung.  Den  beiden  Vor- 
zeichen der  Quadratwurzel  entsprechen  zwei  im  Punkte  Ä  stetig  ineinander 
übergehende  congruente  Aeste ,  deren  einer  durch  Drehung  um  den  Winkel 
von  180^  um  die  x-Axe  mit  dem  andern  zur  Deckung  gebracht  werden 

kann.     Ffir   us=oo   wird      ,           von    der  Ordnung   1   unendlich   kkin, 
von  der  Ordnung  ),  ^r-j- im  Allgemeinen  von  der  Ord- 


nung  f ,  wenn  e  =  0,  sogar  von  der  Ordnung  f.  Also  wird  der  Bogen  « 
unendlich  gross,  während  g  und  (p  endlich  bleiben,  und  fOr  «bsoo  die 
Orenzwerthe  Z  und  <2>  annehmen  mOgen.  Wir  legen  durch  den  Punkt 
0^Z  der  0'Axe  eine  Ebene  parallel  der  «y- Ebene  und  eine  nrate 
Ebene  durch  die  5-Axe,  welche  gegen  die  positive  d;-Axe  (oder  dPiir- Ebene) 
um  den  Winkel  q>  geneigt  ist,  lassen  den  Punkt  P  auf  der  betrachteten 
Curve  ins  unendliche  gehen  und  suchen  die  Abstände,  die  derselbe  im  Grenz- 
ÜEJle  von  beiden  lEbenen  hat.  Diese  sind  lim(Z—g)  und  Um[r8m{^^q>)] 
für  t«  =  oo.  Der  erste  dieser  Orenzwerthe  ist  NulL  Für  den  zweiten 
können  wir  im  Grenzfall  setzen  r(<2>— 9). 

Setzt  man  nun  u  =  i,  u.^^.  so  wird  r=  *  l/lII+Ä^) 

i^— e  1  d^ 


und 


g>  =  — 


+  1  ^2(1-^«^(1  +  Xd)  — 40(fi  — eO)«>/^ 


Dies  Integral  geht  für  ^  =  0  in  <Z>  über,  mithin  ist 


0—q> 


J    U^  +  l   ^2(l  +  v«d«)(l.fX^)-4^(fA-ed)«J]/S 


0 

c=2Jf>/d, 

wo  M  einen  Mittelwerth   der  eckigen  Klammer  unter  dem  letzten  Integral 

bedeutet,  und  ^       k  ^       j 

•  r(<P-v)  =  -2Jf^2(l+i»). 
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I  Grenxfalle  wird  9  =  0,    M~ t=i  alao 

I  Ans  dem  Vorbandensein  dieser  Grenzwerthe  erkennen  wir,  dasa  die  Curve 
iwei  Asymptoten  besitzt,  welche  in  den  Kbenen  £  =±  Z  liegen,  mit  der 

_2c 
ine  die  Winkel   +<f  bilden  und  von  der  z-Axe  die  Abstünde  +  — 

Ist  c^O,  handelt  es  sich  also  nm  ein  Botationsgleichge wicht,  so 
I  nnd  such  dieee  AbstAnde  Null,  die  Asymptoten  schneiden  also  dann  die 
\  (-Axe. 

Pflr  c— fc  oder  *  =  1  ergiebt  sich  noch  Folgendes; 

>!*,    beständig  positiv  ist,    so  ist  das  Voneichen  von   —     das- 
wie  von  fi  — «  =  |9swij', «,  —  (u  — wj.     Ist  alao  y,  negativ,  so  ist 
r  Ausdruck   von    vornberein   negativ,    mithin  die  relative 
gnng  durchweg  rückläufig,     lat  dagegen  j',  positiv,  soist 
;    j^  positiv,   so   lange  «  <  w,(|Ssm)',  +  1)  ist.     Die  relative  Bewe- 
gang  ist  also  nur  in  der  Ntthe  des  Scheitels  recbtlfiufig,   vor- 
der und  nachher  rUckUufig. 

=  0,  also   (  =  0  wird  das  Vorzeichen  von  —  stets  gleich  dem 
IM  )>j;  dies  hat  aber  keine  mecbanische  Bedentang. 

Die  Spannung  T  endlich  ist  bei  positivem  T^  in  der  Nahe  des  Schei- 
tds  positiv,  sie  nimmt  aber  mit  Entfernung  vom  Scheit«!  ab  und  wird  schliess- 
lich negativ.  Bei  negativem  jT,  ist  sie  durchweg  negativ.  Beschrfinken  wir 
DD!  anf  Ketten  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes,  so  mass  die  Spannung 
positiv  sein,  und  dies  kann  nur  in  einem  begrenzten  Bogen  in  der  NShe 
d«  Scheitels  atattSnden ,  in  dessen  beiden  Euden  die  Spannung  Nnll  ist. 
I  Eioe  angenAherte  ßeaUsirung  des  Be weg ungs Vorganges  scheint  ans  den  im 
§  3  ugefObrten  GrUnden  nicht  wohl  ausfuhrbar. 

k 

^H  §  9.  Die  periodiichen  Kettenbahnen. 

^H  Wir  betrachten  zweiteng  den  Fall  B.  Für  die  beiden  Argumente  u, 
Dud  «,,  welche  beide  gleiches  Vorzeichen  haben,  haben  die  Integrale  Ver- 
iweigangen.  Es  sind  deshalb  r  und  T  periodische  Functionen  von  a,  oder 
anch  von  v  oder  t.  Dem  üebergange  von  u,  zu  Ug  entspricht  eine  halbe 
Periode.  Jeder  vollen  Periode,  die  mit  einem  der  Werthe  m,  oder  w,  be- 
ginnt und  mit  demselben  Werthe  endet,  entspricht  ein  Bogen,  welcher  aus 
zwei  Gongruenten  StUcken  besteht,  die  sich  in  analoger  Weise,  wie  in  §  8 
besprochen  ist,  znr  Deckung  bringen  lassen.  Je  nach  der  Beschaffenheit 
der  Constanten  kann  die  ganze  Corvo  rechtläufig  oder  rückläufig  sein ,  oder 
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es  können  die  der  Axe  näheren  Theile  rechtläufig ,  die  ferneren  rOckllotig 
sein,  oder  es  kann  das  Umgekehrte  stattfinden.  (Man  Tergleiche  die  ap»* 
ciellen  Fälle  in  §  11.)  Da,  wenn  U|  die  kleinste  der  drei  Wnrseln  ial| 
alle  Werthe  des  Interyalles  von  U|  bis  u^  kleiner  sind,  als  <*—/!*,  so  iak 
die  Spannung  T  stets  positiv.  Bei  den  periodischen  Ketten- 
bahnen  handelt  es  sich  also  stets  um  Ketten  im  eigentlichen 
Sinne.  Die  Bewegung  in  derartigen  Bahnen  lässt  sich  in  gewissen  Ftilen 
angenähert  realisiren,  worüber  weiter  unten  in  §  12  einige  Bemerkungen 
folgen  sollen. 

§  10.  Die  singnlären  Fälle. 

Wenn  xwei  oder  alle  drei  Wurzeln  von  R(u)  xusammenfallen ,  hQren 
die  Integrale  auf,  elliptisch  zu  sein ,  und  es  treten  gewisse  singulare  üeber- 
gangs-  und  Ghrenzfälle  ein,  die  wir  jetzt  besprechen  wollen. 

1.  Der  erste  singulare  Fall  tritt  ein,  wenn  tf|^0  und  tfi^='ti|^i% 
ist.  Dann  ist  R(u)  in  der  Nachbarschaft  von  u^  negativ  und  das  Inter¥a& 
ist  Null.  Es  bleibt  also  u^  constant  und  die  Kettenbahn  ist  eine  Schranben- 
linie  oder  ein  Kreis  (vergl.  §  5). 

Dieser  Fall  entsteht,  wenn 

2.  Der  zweite  Fall  tritt  ein^  wenn  Ui^O  und  a)  t<8^^^^  ^ 
oder,  was  dasselbe  in  anderer  Form  ausdrückt,  h)  tii^tf^^Uj* 

Da  diese  letztere  Bedingung  immer  durch  Vertauschung  der  Anfangs- 
werthe  auf  die  erstem  zurückgeführt  werden  kann,  so  genügt  es,  den  Fall 
a)  zu  besprechen.  Alsdann  ist  R(u)  positiv  sowohl  zwischen  u^  und  «|, 
als  auch  zwischen  u^  und  +00,  Da  aber  fCLr  u  =  t«|  5,  c  und  ^  logarith- 
misch unendlich  werden ,  darf  man  beim  Integriren  nicht  von  u^  als  unterer 

Orenze   ausgehen.     Dagegen  wird  fUr  14  =  U|   r  =  r|  und  2tm  j- =C05/|. 

Oeht  man  von  einem  Werthe  aus,  der  grösser  als  U|  ist,  so  erhält  man 
einen  Curvenast,  welcher  in  ähnlicher  Weise  unendlich  wird,  wie  die  in 
§  8  besprochene  Curve,  welcher  aber,  rückwärts  fortgesetzt^  sich  asympto* 

tisch  von  aussen  her  einer  Schraubenlinie,  oder  fdr  yi=  +  -9   einem  Kreise 

nähert.  Durch  Aenderung  des  Vorzeichens  von  R{u)  erhält  man  einen  Cur- 
venast von  analoger  Beschaffenheit,  bei  welchem  die  Bewegungsrichtung  der 
Kette  nach  innen  geht,  wenn  sie  im  ersten  Falle  nach  aussen  ging.  Diese 
Curvenäste  bilden  Grenzfälle  fCLr  die  Curve  des  §  8.  Geht  man  von  einem 
Werthe  aus,  der  ^U|  ist,  z.  B.  von  u^,  so  erhält  man  einen  zweiten  Cur- 
venast, welcher  einen  inneren  Scheitel,  entsprechend  ti^,  hat  und  deren 
beide  einander  congruente  Aeste  sich  von  innen  her  asymptotisch  je  einer 
Schraubenlinie  nähern.  Dieser  Curvenast  tritt  als  Grenzfall  der 
Curven  (§  9)  auf. 
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l  W^^«i^lfc<     M 


I>M    beiden  CarvenSste,   welche    sich    ergeben    haben,    sind    für   das 

Problem  als  yerschiedene  Lösungen  zu  betrachten. 
Der  Fan  2.  a)  entsteht ,  wenn 

_m^9mrt  +  ß)  ^^^  u,>€«-/5«     (f  =  l  oder  fc=0). 
Fall  2.  b)  entsteht,  wenn 

und  u, <€*— /5*    (*=!>  aber  nicht  es=0). 


<*t  = 


l  +  ainy^ 


^      1  —  smyi 

3.    Der  dritte  Fall  tritt  ein,  wenn  Ug^O  und  u^^u^^u^. 
Die  Gestalt  der  Corve  weicht  nicht  wesentlich  von  der  im  allgemeinen 
KDa  Ä.  ab.    Der  Fall  entsteht,  wenn 


«1= 


*       1  — Wfiy, 


und  u,  >8*— /J*    (e=l  oder  e  =  0). 


4.  Der  yierte  Fall,  von  noch  singulSrerer  Natur,  tritt  ein,  wenn  Uj  '^0 

Der  Verlauf  der  Curve  ist  im  Wesentlichen  derselbe,  wie  in  2.  a)  f&r 
^Hlntenrall  von  u^  bis  -|*^«  ^^^  für  u  =  t«|  werden  die  Integrale  nicht 
Mgirittmiisch  unendlich,  sondern  algebraisch,    g  und  0  drücken  sich  rational 

faeh  i0s)/2(u— tf|)  aus,   ip  besteht  aus  drei  Gliedern,  deren  eines  um- 
fdBehrt  proportional  mit  w  ist,  während  das  andere  dem  aräg — ;=.  pro- 


porticnal  ist,  deren  drittes  constant  ist. 

Dieser  Fall  entsteht,  wenn  £«1,  aber  nicht  e  =  0,  und 


2j^ 


«,= 


_  (!-/>)* 


abo 


l+siHYi 
^      1— 5Wiyi 


und  ttj  =  1  —  /P, 


^•yi  =  -i^  (/^<i)  ^^«^  *^yi  =  -i!r^(i5<*). 


5.  Eine  ganz  besondere  Behandlung  macht,  wie  schon  im  §  6  gesagt 
ttt,  die  Annahme  nOthig,  dass  u  für  einen  reellen  Punkt  der  Curve  Null 
NDi  kOnne,  was  in  keinem  der  bisher  betrachteten  F&lle  vorkommen  konnte. 
Sau  aimlich  für  u=:0  sowohl  r*,  als  auch  R{u)  positiv  bleiben,  so  muss 
gUehseitig  ^1  =  0  und  vssO  sein.  [Siehe  die  Formeln  XII).]  Ist  dann 
Boeh  (  =  0,  d.  h.  «sO,  handelt  es  sich  also  um  gewöhnliches  Botations- 
IfUdigewicht,  so  wird  auch  9>  =  0,  d.  h.  die  Curve  ist  eine  Gerade,  welche 
die  f-Axe  senkrecht  durchschneidet  Ist  aber  e=  1,  d.h.  c  =  k,  so  ergeben 
die  Formeln  XU) 

MtMkrift  t  lUtlMmatlk  u.  PhjwOi  XXXV,  2  8 
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Ä(u)  =  2t*«(u  +  it-2),    r«  =  --^(t*  +  X),     T  =  Ä«ll-u), 

n  *    /        du  r  l  du 

« J  l/2(tt  +  A-2)  ,/  w+A  ^2iu+X~2) 

Dadurch,  dass  unter  beiden  Integralzeichen  der  Factor  u  fortgehoben 
ist,  ist  eine  vollständig  unbestimmte  Lösung,  die  dem  Argument  «  =  0  ent- 
spricht,   ausgeschieden.     Pfir  die  alsdann  noch  fibrig  bleibende  beeümmte 
Lösung  aber  bedingt  der  Werth  u  =  0  keine  Verzweigung  oder  ünstetigkeifc    , 
mehr,   ist  also  Oberhaupt  kein  ausgezeichnetes  Argument  mehr.     Vielmehr  - 
ergiebt  sich  als  untere  Grenze  für  die  reelle  Gurre  U|  =  2-'l.     Setzt  maa 

dann  y2{u+l—2)  =  ir,  so  kommt  ö  =  —  ir,    g)  =  —  aretg  -5- 1   also   w « 

2k     1 

-^2tgq>  und  r= •     Die  Kettenbahn  ist  eine  Gerade,   welche  vo«  .\ 

a  cosg>  ^ 

2k 
der  Axe  den  Abstand  r|  =3  —  hat.    Wir  sind  also  auf  die  singulare  Lösung 

des  §  3  unter  b)  zurttckgeführt 


§  11.   Zwei  fpecieUe  Fftlle.    (/i(=0  und  r^^O.) 

Da  die  allgemeine  Lösung  wesentlich  von  drei  willkttrlichen  Constanteii 
abhängt,  nämlich  X,  fi,  v  oder  ß^  y^,  U|,  so  können  die  Kettenbiduien  sehr 
verschiedene  Gestalten  haben,  um  diese  der  Anschauung  näher  zu  bringen, 
ist  es  zweckmässig,  gewisse  specielle  Fälle  in  Betracht  zu  ziehen,  in  denen 
sich  die  Resultate  in  einer  oder  der  andern  Weise  vereinfachen.  Hierbei 
wollen  wir  von  den  Singularitäten  absehen,  die  im  vorigen  Paragraphen 
behandelt  worden  sind,   wenn  sie  auch  als  Grenzfälle  vorkommen  können. 

1.  Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  in  welchem  yi  =  0  ist,  also  die 
Tangente  der  Curve  im  Punkte  Ä  (dem  Scheitel)  parallel  der  g^Axe  ist. 
Dann  wird  XIV) 

*  d0  k      [2p*  +  (u— Uj)ju 

Für  6  =  0  ist  —  =  0,  also  <p  =  0,  d.  h.,  die  Curve  liegt  in  der  xg-Ehene. 

Ist  aber  «  =  1,  so  ist  3—  =  — -  ,,^-,  .  ^ — * — r^-  •  und  dieser  Ausdruck 

da  k  [2/3*  +  (u  — ujju 

ändert  innerhalb  des  Intervalles,  welchem  die  reelle  Kettenbahn  entspricht, 
sein  Zeichen  nicht,  er  wird  nur  Null  für  u  =  t«|.  Also  ist  die  Curve  ent- 
weder immer  rechtläufig,  oder  inuner  rückläufig.    Femer  ist 


dr  ^      k  1  yB(u) 

dip"^      a  ^2^  +  tt-u,  («*-Wi) 
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«ird  also  anendlich  fUr  u  =  u^ .  In  den  Stellen  u  =  u,  bat  demnach  die 
Projectioii  auf  die  xy-Ebene  RUckkehrpunkte.  Nach  den  Keniueicheu  des 
2  7  ergiebt  »ch  nnn  Folgendes: 

a)  lat  u^  <0,  so  let  u,  die  mittelate  der  drei  Wurzeln,  also  ist  Uj^Ui 
and  u  — Mj  negativ,  und  da  (2/3*+ w(m— m,))  ateta  positiv  ist,  so 
ist  -r—  st«ts  negativ,  d.  h.  die  relative  Bewegung  ist  immer  rtlck- 
l&ufig.  Die  Protection  auf  die  xy  Ebeae  hat  Aehulichkeit  mit 
einer  einfachen  Hypocykloide 

e)  lät  M,  <  ( 1  —  (3') ,  aber  positiv,  eo  iat  u,  die  kleinste  drei  Wurzeln, 
also  M—  «,  steta  positiv  und  —  stets  negativ.  Die  relative  Be- 
wegung ist  ebenfallB  Überall  rückläufig,  aber  die  Projection 
aaf  die  xy<  Ebene  hat  Aehnlichkeit  mit  einer  einfachen  Epicykloida. 

b)  and  d)  Ist  u,  ^1  — ^*,  so  ist  —  ebenfalls  negativ,  die  relative 
Bewegung  also  auch  hier  rückläufig;  die  Curve  ist  nicht  perio- 
disch, die  Projection  auf  die  ly- Ebene  besteht  aus  zwei  symmetri- 
schen ,  in  der  Spitze  zusammenkommenden  unendlichen  Äesten. 

Wenn  also  }',  =  0  ist,  so  ist  die  relative  Bewegung  stets  rückläufig. 
Nun  kann  man  aber  durch  eine  sehr  kleine  Aenderung  der  Constanten 

die  Carve  so  deformiren,  dass  die  RUckkehrpunkte  der  Projection  verscbwin- 

iea,  and  zwar,  wenn  y,  positiv  wird,  wird  die  Bewegung  in  der  Nähe  des 
^uUtels  rechtläußg.  Es  müssen  demnach  dann  die  Rückkehrp unkte  in 
^^^be  Schleifen  übergehen.  Wird  dagegen  7,  negativ,  so  ist  die  Bewegung 
^^Hwheitel  rücklSafig,  sie  ist  es  also  dorchweg.  Auf  diese  Weise  gelangen 
^^n  zu    allen    mCglichen   Fallen   hinsichtlich    des   Sinnes   der   relativen   Be- 

»^ng,  nur  nicht  lu  dem,  in  welchem  die  Bewegung  durchweg  recht- 

lla£g  ist, 

3.  Wir  betrachten  jetzt  solche  Curven,  welche  durch  die  e-Aze  gehen, 
bti  «etcben  also  r,  =  0  oder,  was  dasselbe  ist,  |9=0  ist,  so  dass  [XIV)] 
i= — 1*1,  ((s=  +  e«,  ist.  Ist  dann  c^O  oder  i^O,  bo  ist  91  constant 
=0,  und  die  Curve  liegt  in  der  a;«-Ebene.  Ist  dagegen  c  nicht  Null ,  also 
(=1.  BO  redacirt  sich  ip  auf  ein  ellipti§cbes  Integral  erster  Gattung,  und 

«  wirf  -— =  — -    constant,    so    dasa   die   Curve   auf  einer  Schrauben- 
de     v.k  ' 
fltebe  liegt. 

Wir  bilden  ferner  'r~  —  —  r"  Diese  Gleicbang  iBsst  erkennen,  dan 
dit  Bew^ong  bei  positivem  u  immer  rUcklttnftg,   bei  negativem 

•tininer  r«ebtlfiufig  ist.   Ausserdem  ergiebt  aich  ■j-  = — 1 

«eil  eicb  der  Factor  /u— u,   forthebt.     Also  veracbwindet  ^  nicht  tax 
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u==u^^  d.  h.  für  r=:0,  und  r  wechselt,  so  oft  es  Noll  wird,  sein  Zddien. 
Nach   den  in  §  7  entwickelten  Kennzeichen  entstehen  nnn  folgende  WUez 

Da  uJui«nyj*  +  4/5(€«nyi+/J)]  sich  auf  Ui*«inyj*  redncirt,  also  immer 
positiv  ist,   ist  U|  nie  die  mittlere  der  drei  Warzeln.|||[Ist  Ui  negativ  oder 

ist  es  positiv,  also  ^  . —  9   wo  y^  einen  positiven  spitzen  Winkel  be- 

deutet (vergl.  §  7) ,  so  ist  ti|  die  kleinste  der  drei  reellen  Wnrzeln.  üoter 
den  periodischen  Curven  sind  also  solche,  für  welche  die  Bewegung  immer 
rechtl&ufig  ist  (U|^0),  und  solche,   für  welche  sie  immer  rückläufig  ist 

(7-1 — : — ><*i>0).     Ist  dagegen  u, >-r-r — : — i  so  geht  die  Curve   ins 

Unendliche,  weil  entweder  u^  die  einzige  reelle  Wurzel  ist,  oder  die  grössta 
der  drei  reellen  Wurzeln,  je  nachdem  ti|  grösser  oder  kleiner  als  ^ : — 

ist.  Die  relative  Bewegung  ist  alsdann  stets  rückläufig.  Die  Projectionen 
der  periodischen  Curven  auf  die  xy -Ebene  haben  in  der  Gestalt  Aehnlidi- 
keit  mit  solchen  erweiterten  Epicjkloiden ,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der 
Bahn  hindurchgehen;  die  Projectionen  der  unendlichen  Curven  haben  Aehn- 
lichkeit  mit  einem  Hjperbelaste.  Aendert  man  auch  hier  wieder  die  Con- 
stanten ein  wenig,  so  kann  man   bewirken,  dass  -^  sein  Zeichen  nicht 

de 

wechselt,  oder  dass  es  dasselbe  wechselt,  so  dass  also  auch  solche  Curven 
allgemeinerer  Art  entstehen  können ,  auf  denen  die  relative  Bewegung  durch- 
weg rechtlfiufig  ist  Diese  letzteren  gehen  aber  niemals  ins  unendliche, 
sondern  sie  sind  immer  periodisch. 


§  12.  Dritter  ipecieller  Fall  v  =  0.    (Ebene  rotirende  Kettenbalinen.) 
Angenäherte  Eealisining  desselben  in  gewissen  Fällen. 

Der  in  der  vorliegenden  Arbeit  betrachtete  Bewegungsvorgang  wird  sich, 
soweit  es  sich  nicht  um  den  speciellen  Fall  des  Botationsgleichgewiehts 
handelt,  in  welchem  die  Bealisirung  wohl  stets  ausführbar  ist,  nur  in  ge- 
wissen Fällen  physikalisch  angenähert  realisiren  lassen.  Da  zunächst  nega- 
tive Spannungen  bei  eigentlichen  Ketten  nicht  zulässig  sind,  so  sind  die 
unendlichen  Kettenbahnen  zum  Theil  ganz,  zum  Theil  bis  auf  kleine  Bogen 
zu  beiden  Seiten  des  Scheitels  von  vornherein  auszuschliessen;  aber  auch 
bei  positiver  Spannung  wird  es  schwer  sein,  für  Aufrechterhaltung  der 
Spannung  in  den  Endpunkten  zu  sorgen. 

Es  giebt  aber  Fälle,  in  welchen  die  physikalischen  Bedingungen  der 
angenäherten  Bealisirung  verhältnissmässig  einfache  sind ,  und  darunter  einen 
Fall,  bei  welchem  sie  mit  sehr  einfachen  Hilfsmitteln  ausgeführt  werden 
kann.  Es  sind  das  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Ketten- 
bahn in  einer  Ebene  senkrecht  zur  Axe  liegt  und  periodisch 
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0,  siny,=  +  1  nnd  die  Formeln  XPV)  —  XVn) 
1  XU)  ergeben 

T,  =  lfO--»,),     '  =  2?'-»,.     (•  =  (l+?)u,, 
=  2(«-ii,)(»-«,)(«-",)  =  2«'("-",  +  2*l')-4a«,-»)  +  ?>., 


",-{l-C')-)/(l±P)"l(l+?)'-2»,|, 
»,  =  (l-/l')  +  /(l±?)"l(l  +  «'-2«Ji 

f7=T2TO5^(^'±«-0- 

Dtnut  aber  die  Corve  periodisch  sei,  musa  nach  den  in  §  7  entwickelten 
Boiingangen  nein: 

od  tw&r  bedeutet  u,  die  kleinste  oder  die  mittelste  der  drei  reellen  Wur- 
Kh,  je  nachdem  u,[u,  —  4^(1  +  |3)]  positiv  oder  negativ  ist. 

Im  ersteren  Falle  ist  u,  <m<Wj,  im  letzteren  «,>u>Wj.  Dann  sind 
I  und  0  die  halben  Perioden  von  ö  nnd  ip 

Im  Allgemeinen  ist  nun  ^-.n  eine  irrationale  Zahl,  also  die  Cnrre  nicht 
rKhlossen.  Man  kann  aber  die  Constanten  so  bestimmen,  dass  ^-.n  rational 
M.  Dann  ist  die  Eettenbahn  geschlossen,  und  die  Kette  selbst  kann  ea 
chenfftlis  sein.  Hat  also  eine  freie  geschlossene  Kette  eine  solche  Form, 
niul  ertbeilt  man  allen  ihren  Gtiedem  erstens  eine  Geschwindigkeit  c  =  it 
in  Richtung  der  Tangente  und  Kweitens  eine  Drehung  um  den  Mittelpunkt 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a,  so  bewegt  sieb  die  Kette  bestfindig  mit 
ia  reiatiTen  Geschwindigkeit  c  ia  der  rotirenden  Bahn.  Dieselbe  Bewegung 
bim  auch  eine  im  luftleeren  Etaume  geiTorfene  scbwere  Kette  relativ  gegen 

^^iB  Scbwerpnnkt   aonehmeQ,    wUhreiid    der    Schwerpunkt  eine   Parabel   be- 

^Ettnibt.     Es  ist  dazu  nor  nfitbig,  dass  diese  Bewegung  durch  die  Anfangs- 

^^pilnde  eingeleitet  sei. 

^V  En  giebt  aber  nocfa  eine  zweite  Art  der  Realisirung,  bei  welcher  0:x 
ein  goiu  beliebiger  Werth,  rational  oder  irrational  sein  kann.  Man  gehe 
Btolich  auf  einer  periodischen  ebenen  Kettenbahn  von  einem  Punkte  A, 
i'mn  Tector  r^  ein  Minimum  ist,  aus  um  den  Bogen  2S  oder  auch  4S, 
"f  n.  s.w.  vorwHrts,  dann  gelangt  man  lu  einem  Endpunkte  Ä^,  dessen 
Veclor  ebenfalls  den  Minimalwertb  r,  hat,    und  der  bezeichnete  Bogen  be- 

Ern  seinen  Endpunkten  den  Kreis  mit  dem  Badius  r,.  Man  denke  sich 
diesen  Bogen  in  beiden  Enden  durch  Kreisbogen  dieses  Kreises  fort- 
ond  geschlossen. 


s  « 


«V  «^ 


i     i)r.ip|cu&r  freier  Ketten  in  rotirenden  Linien. 

^,^    VcC»   von  der  beschriebenen  Form  um  einen  feiten     • 
%»««ia   v^erschnitt  eben  jener  Kreis  ist.     Wir  nehmen 
^^    ^  ^^hfOL  vier  Kette  und  dem  Cylinder  keine  Reibung  statt- 
i'^-tt  allen  freien  Elementen  der  Kette  dieselbe  Geschwin- 
.^c.   ivLäammengesetzt  aus  der  Geschwindigkeit  c  =  k  in  Bieh* 
w^viiit»   urd  aus  ra  senkrecht  gegen  den  Vector,  so  dass  die 
j    *  .uvi  Jj  die  tangentiale  Geschwindigkeit  +.  ifc  +  «rj  =  Ä{2^ ±1) 
^        ..«u  ^i^bt  man  allen  Elementen,   die  auf  dem  Kreisbogen  liegen, 
4.  .X    :w  v.:<?öch windigkeit  A*(2/J  +  1),  so  setzt  sich  die  Bewegung  in  der 
,    oi  6 .  a«k^  der  freie  Theil  der  Kette  sich  mit  der  relativen  Geschwia- 
•u  der  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  rotirenden  Bahn  bewegt, 
.«K  «Koo  .h^*r  auch  der  kreisförmige  Theil ,  welcher  auf  dem  Cylinder  gleitet 
u    .t-ui   ciueu  der  beiden  Punkte  A  und  A^  wickelt  sich  hierbei  die  Kette 
,.».     Lu    andern  Punkte  wickelt  sie  sich  auf.     Die  Spannung  in  dem  freien 
liu^iLo   Ändert   sich  hierbei  den  obigen  Formeln  entsprechend,   in  dem  an- 
'.U{^cuUcu  Theile   ist   sie  constant  und  ebenso  gross  wie  in  A  und  A^,    In 
.U-i    rbat  sind  alsdann  sowohl  für  den  freien,  wie  tHr  den  gleitenden  Theil 
V.lv   uiechanischen  Bedingungen   erftlllt    und  die  Bewegung  kann  sich  nicht 
(4udoAä,   als   in  der  beschriebenen  Art  fortsetzen.     Wenn  Reibung  zwischen 
dorn  i\Y linder  und  der  Kette  vorhanden  ist,  kann  die  Bewegung  in  der  be- 
aohriebeuen  Weise   nicht   statt^den,   wenn   der  Cvlinder  ruht,   wohl  aber, 
\vcuu  er  sich  so  dreht,   dass  die  Punkte  der  OberflSche  dieselbe  Geschwin- 

dk^ki>ic  haben,  wie  die  anliegende  Kette,  so  dass  die  Winkelgeschwindigkeit 

h  k 

Uod  i\vliuders   =  —  \2ß ^l)x=a +  —  ist   -also  nicht  gleich  der  Winkel- 

r,  Tj 

geschwindi^kei:  der  Kettenbahn).  Ist  alsdann 
*^^^  die  Bewegung  der  Kette,  wie  oben  eingeleitet, 
so  kommt  die  Reibung  gar  nicht  zur  Wirkung, 
weil  di?  Spannung  des  anliegenden  Theiles  con-i 
stant  i:>t  und  der  anliegende  Theil  der  Kette 
nicht  gleitet.  Die  Reibung  kann  aber  sehr 
wohl  kleinen  StC? ringen  gegenüber  regulirend 
wirken. 

Bcscnitr*  einrioh  ist  der  Fall,  wo  5ifi/|  = 
—  l  :&t .  si  i:  si:e  relai;ve  Bewegung  in  A  rück- 
'iiur.g  :>: .  v.ui  i  =  *.  Djuin  iit  die  Geschwin- 
digkci:  de,-  .iSL*-.egt;:.:e!:  Theiles  der  Kette  Null, 
und  .'.;r  v.*v  *.::•. der  u:v.>ji,  w^nn  Reibung  vor- 
b..ii:v:ei:  i>:.    '.u    Kube  r leiben-     Dieser  Fall   kann 

to'g\*i:iern:Aö*en    v*fr>i:is.Iicb:    werden    (vergl.   die 

V»-       \ 
;gur  . 

MaM   IdbB^l   aber   einen   cvl.cdhschen   Kv^rrer    mit   raaher  Oberfliche, 
Ax«   tMoriiiunal   g«s.<ceIU    ist.    5.  Iv    CLS:r   ein  MoAenfunexali   eine 


^^ftHblosMne  Eett«  and  versetzt  dieselbe  durch  passende  Bewegung  des  Cy- 

^^bei3  so  in  Bewegung,  dasa  sie  echnell  um  den  Cyliader  schwingt,  indem 

Bt)  neb  vorn    in  Ä  von   demselben  abrollt,    hinten  in  Ä,  auf  ihn  aufrollt, 

lln^  des  Bogens  A^  CA  aber  ruhend  anliegt;  dann  stellt  sieb  nach  einigem 

Sdtwsnken,    wenn   man   von    dem    modificirenden  EinfluBS   der  Schwerkraft 

ilwben  bann,    eine   gewisse  Stabilität  her,   indem    der  freie  TheÜ   sich  in 

«nn-  röhrenden  Rettenbabn  bewegt.     (Die  Drehungsrichtung  der  Bahn  ist 

durch  den  äusseren  Pfeil  angedeutet,  die  Richtung  der  relativen  Bewegung 

der  Kette    in   der  Bahn    durch   die    inneren  Pfeile.)     Die  Kettenbahn  leigt, 

lier  Kechnung   entsprechend,   eine   sohleifenRJrmige   Gestalt     Die  relative 

ile»egang   ist   nur   ganz    in    der  Nlibe  des  äusseren  Scheitels  B  rechtläufig 

(limtich   auf  dem  Bogen  DBD{),    sonst  rückläufig.     Die  allgemeine  Form 

der  ßahn  läset  sich  übrigens  auch  ganz  elementar  folge ndermaseen  erklären. 

VUirend  sich  ein  Kettenelement  von  der  Axe  entfernt,  muss  seine  seitliche 

Gtschwindigkeit   beständig   zunehmen.      Da   nun    die   Spannungen    zwischen 

r      im  Element  und  seinen  Nachharelementen  die  einzigen  Kräfte  sind ,  welche 

iu  Element  angreifen ,  so  kann  die  seitliche  Geschwindigkeit  nur  zunehmen, 

mn  die  Kettenbahn  an  der  betrefi'enden  Stelle  nach  vorn  concav  ist.    Dies 

pll  fUr    alle  Punkte    zwischen  A  und  B.     Während  sich   ein  Element  da- 

11     gqä«n  der  Axe  nähert,  nimmt  seine  seitliche  Geschwindigkeit  beständig  ab, 

I^Hllu  muss  die  Kettenbahn  zwischen  B  und  ^^  nach  hinten  zu  concav  sein. 

^^H  Element,  welches  sich  in  B  befindet,  muss  eine  nach  dem  Mittelpunkte 

^Bi  gerichtete  Beschleunigung  empfangen,  also  muss  die  Kettenbaba  bei  B 

I      uoh  innen    concav   sein.      Durch   diese  Üeberlegungen   erkennt    man   ohne 

EKhnung,   dass  im  vorliegenden  Falle  die  Kettenhahn  eine  Schleife  bilden 

iim«a,  falls   überhaupt  eine  Bewegung   der  Kette  in  einer  rotirenden  Bahn 

nlglicli  isL     Eine  wirkliche  Einsicht  in  den  ganzen  Bewegnngs Vorgang  aber 

wird  man  nicht  ohne  eingehende  analytische  Betrachtungen  gewinnen ,    wie 

M  den  Qegenstand  dieser  Arbeit  gebildet  haben. 
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§  13.   SchlnsBbemerknng. 


Zum  SchluBS  möge  noch  auf  zwei  Folgerungen  hingewiesen  werden, 
•eiche  sich  an  nneere  Untersuchungen  knüpfen  lassen.  Wir  können  näm- 
fieb  ebne  Äenderung  der  Recbuung  die  Resultate  zunächst  dadurch  noch 
«■«  verallgemeinern,  dass  wir  dem  beweglichen  Coordinatensystem, 
^eo  Anfangspunkt  wir  bisher  als  fest  angenommen  haben ,  ausser  der 
KotaLioo  nm  die  £-Aie  noch  eine  beliebig  gerichtete  constante  Geschwindig- 
W  ertbeilen.  Die  relative  Bewegung  der  Kette  kann  sich  hierbei  genau 
H)  vollziehen,  wie  wenn  der  Anfangspunkt  ruhte.  Inabesondere  kann  diese 
Tiualation   in  Richtung  der   £-Aie   geschehen,    so  dass  die  Kettenbnbnen, 

rwir  ermittelt  haben,  nicht  einfach  rotiren,  sondern  eine  Schraubea- 
ig  anaftlhren,  indem  bie  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  c 
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die  0-Axe  drehen  und  gleichzeitig  mit  beliebiger  constanter  Oeschwindiglnit 
parallel  der  g-Axe  verschieben,  während  die  Elemente  der  Kette  sieh  in 
dieser  Bahn  mit  der  constanten  Oeschwindigheit  e  verschieben.  Aach  der- 
artige Bewegungen  freier  Ketten  in  schranbenförmig  beweg- 
ten Bahnen  würden  sich,  wenn  die  Bahnen  periodisch  sind,  angenShert 
realisiren  lassen,  und  zwar  auf  ganz  iQinliche  Weise,  wie  oben  besprochen 
ist,  indem  sich  das  vordere  Ende  des  freien  Kettenstflckes  von  einem  rollen- 
den oder  rotirenden  Cjlinder  schraubenförmig  abwickelt,  das  hintere  Ende 
ebenso  aufwickelt. 

Noch  allgemeiner  kann  sich  ferner  die  betrachtete  relatiTe 
Bewegung  vollziehen,  wenn  auf  alle  Olieder  der  Kette  eine 
nach  Grösse  und  Richtung  constante  beschleunigende  Kraft 
wirkt,  z.  B.  die  Schwere,  und  der  Anfangspunkt  des  bewegliehen  Sjstems 
irgend  eine  dieser  Beschleunigung  entsprechende  geradlinige  oder  penbo- 
lische  Bewegung  hat,  während  sich  das  bewegliche  System  ausserdem  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  a  um  die  M-Axe  dreht,  deren  Richtung  unvar- 
Sndert  bleibt  —  ein  Fall,  auf  welchen  wir  übrigens  beilSufig  bereits  is 
§  12  hingewiesen  haben. 


Kleinere  Mittheilungeu. 


T.  Methode  nur  Bestimmung  des  speciflschen  Leitungsvermögens 

des  Brdbodens. 

Die  Messung  des  speciflschen  Leitangsvermögens  des  Erdbodens ,  welche 
Sn  mebrÜMber  Hinsicht  von  Werth  ist,  lässt  sich  in  sicherer  Weise  weder 
Ma  einem  prismatischen  Versachskörper  yomehmen,  da  der  innere  Znsam- 
imenhang  desselben  nnd  die  von  aussen  wirkenden  Drücke,  ebenso  der 
IFeuohtigkeitsgehalt  dem  ursprünglichen  Zustande  nicht  mehr  entsprechen,  — 
'noch  auch  mittels  in  die  Erde  gesenkter  Elektroden  von  bekannter  Gestalt? 
^  die  Innigkeit  der  Bertthrnng  derselben  mit  dem  Erdboden  sich  der  ge- 
nauen Beurtheilung  entzieht. 

Eine  brauchbare  Methode  lässt  sich  aus  der  von  mir  im  Jahrg.  1888 
dieser  Zeitschrift  S.  372  flg.  entwickelten  Widerstandsgleichung  4)  einer 
PotentialniyeauflSche  herleiten. 

Aus  derselben  folgt,  dass  in  einem  leiten-  ^'*^' 

den  Mittel  das  Potential  V^  eines  Punktes  h  ^ 

ausserhalb  der  mit  den  constanten  Potential-  ^  ^ 

werthen  +-^  und  — -^  versehenen  Elektro-    ^.P       ^^^  /^""^ 

den  a  und  c  (Fig.  1)  gleich  ist:  ^  ^ 

wenn  xmter  W^cf  W^k,  W^e  die  zwischen  h  und  c,  a  und  &,  a  und  e  ge- 
messenen Gesammtwiderst&nde  des  leitenden  Mittels  verstanden  werden. 

Ist  das  Medium ,  in  welchem  die  Elektroden  liegen ,  ein  unendlich  aus- 
gedehntes, homogenes,  schlechtleitendes  und  rttckt  e  in  unendliche  Entfer- 
nung, während  sein  Ausbreitungswiderstand  durch  Vergrösserung  der  Elek- 
trode zum  Yerschwindeif  gebracht  wird,  so  geht  Gleichung  l)^nber  in 

worin  TT»  und  Wa  die  Einzelausbreitungswiderst&nde  von  a  und  h  bedeuten. 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  auch  in  h  sich  ein  leitender  Körper 
befinde,  welcher  als  Elektrode  benutzt  werden  kann. 

unter  den  angegebenen  Verhältnissen  iSsst  sich  das  Potential  V^  auch 
elektrostatisch  bestimmen.  Es  ist,  so  lange  a  und  t  nicht  sehr  dicht  su- 
mpmenrüokeny 
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worin  q  den  Abstand  von  h  zu  a  und  Ca  die  elektrostatische  Capacitftt  von 
a  ausdrücken« 

Da  andererseits  . 

4)  Wa^ 


AJCTlCa 

ist,  ergiebt  sich  aus  2),  3)  und  4)  die  schon  früher  von  mir  aufgestellte 
Oleichong* 

PI«.  2. 

5 Q 


/////////A^/////m///////mmwwi^         5) 


Wa*  =  TF.  +  Wi-      ^ 


a 


2knQ 
oder  (Fig.  2)  im  einseitig  darch  eine 
Ebene  begrenzten  unendlichen  Medium 

1  ...  **^ 

worin  —  der  specifische  Leitungswiderstand  des  Mittels  ist. 

K 

Hierans  geht  für  die  üntersnchnng  des  Erdbodens  Folgendes  herror: 
Fig.  9.  Ordnet  man  vier  Elektroden  im  Boden  so  an ,  wie  dies 

a      M     d    Fig  3  und  4  erkennen  lassen,  nnd  bexeichnet  Wme  mit 
0-£-'0     I,    Wid  mit  n,   Wad  mit  IZT,  Wke  mit  IV,   so  ist 

1 


/\      ^      / 


I       \  I  *»P 


Z  Z  X 

M  JE 


Fig.  4.  f0l«"cj 

(^  £     Q     ^     Q     ?      Q  Die  Bestimmung  von  t  ist  somit  un- 

abhängig gemacht  Ton  der  Gestalt  der 
Elektroden  und  Ton  der  Innigkeit  ihrer 
Berührung  mit  dem  Erdboden.  Sie  ist  andererseits  in  Bezug  gebracht  zu 
der  ursprünglichen  natürlichen  Beschaffenheit  des  Bodens,  an  dessen  Lage- 
rung und  Feuchtigkeitsgehalt  nichts  geändert  wird. 

Bei  den  hiemach  bereits  angestellten  zahlreichen  Messungen  ist  p  =  10  m 

genommen  worden.    Die  Wertbe  —  liegen  für  die  verschiedenen  untersuch- 

ten  Bodensorten  innerhalb  der  Grenzen  100  Millionen  und  7500  Millionen. 

(y  für  Quecksilber  =  0,9434.) 

*  Elektrotechn.  Zeitschrift,  Berlin  1888,  S.  375. 

Dr.  R.  Ulbricht, 

Betri«bit6l6gr.-  übttinipeetor. 


VI.   Allgemeine  Sätze  ttber  die  elektromotoiiBche  Indnctioa. 

Von  Dr.  G.  Adleh  in  Wien. 

In  einer,  der  Wiener  AVademie  vorgelegten  Abhandlung  gelangt  der 
Terfneaer,  als  BuascbUesslichea  Beweisprincip  den  bekannten  Graass'schen 
Satz  £e'T=  £T'e  benutzend,  zu  folgenden  Ergebnissen. 

Die  Influenzwirkung  eines  elektrischen  Punktes  hat  für  einen  isoUrten 
Conductor  eine  vom  Betrage  seiner  Ladung  unabhängige  Veränderung  seines 
PotentialniTeaus  zur  Folge;  diese  Veränderung  ist  eine  und  dieselbe  für 
B&mmtlicbe  Conductoren,  deren  Oberflächen  ein  System  einander  zugehöriger 
üiveaoflachen  bildua,  und  somit  ist  ihr  Betrag  gleich  demjenigen  PotenÜal- 
nivea,  welches  die  im  elektrischen  Punkte  concentrirte  Ladung  jener  Kiveau 
flScbe,  diese  leitei)d  gedacht,  ertheilen  würde,  welche  durch  den  iafluen- 
ürendeo  Punkt  hindurchgeht. 

Die  Influenz  Wirkung  des  elektrischen  Punktes  bewirkt  in  einem  auf 
coQBtantem  Potential  erhaltenen  Conductor  eine  Veränderung  der  auf  diesem 
befindlichen  Ladung;  diese  Veränderung  ist  unabhängig  vom  Poteatialniveau 
de*  Condactors ,  dem  Zeichen  nach  entgege agesetzt  der  Ladung  des  influen- 
nrenden  Punktee;  sie  beträgt  einen  Bruchtheil  dieser  letzteren,  der  gegeben 
int  durch  das  Verhältniss  der  CapaciUit  des  Couductors  zur  Capacitfit  jener 
ihm  ingebörigen  NiveanflScbe ,  die  durch  den  influen^ireDden  Funkt  hin- 
durcbgeht.  Für  zwei  demselben  System  von  Niveauflächen  angebörige  Con. 
ductoren  ist  somit  die  in  ihnen  durch  denselben  elektrischen  Punkt  influen- 
i'rte  Ladung  ihrer  Capacität  proportional. 

Die  CapacitAt  eines  Condensators ,  der  von  zwei  einander  umscblieseen- 
''en  Condoctoren  von  deo  Capacitöten  C,  und  C^,  die  demselben  System  von 
"■vean^cben  angeboren,  gebildet  ist,  ist  gegeben  darch 


f  Die  Abhandlung  stellt  sodann  die  allgemeinen  Formeln  für  die  elektro 

***tiw!he   Indnctioa    durch    ein    beliebiges  elektrisches  System  auf,    und  be- 

^^odelt  im  Besonderen  die  wechselseitige  Influenz  zweier  Conductoren.    Sie 

^^det,    dass   bei  der  Influenz  Wirkung  zweier  auf  constanten  Potentialen  er- 

**^tener    Conductoren   die   Ladung   beider   im   Allgemeinen  sich    verringert, 

^enn  die  Potentialwcrtbe  gleichen  Zeichens,  hingegen  stets  austeigt,  wenn 

^ie  Potentialwerthe  entgegengesetzten  Zeichens  sind.     Sie  findet,   dass  nm- 

^ekebrl   die    wechselseitige  Influenzwirkung  zwischen  zwei  isoUrten  Conduo- 

Voren    bei    gleichen    Zeichen    ihrer    Ladungen    das    Potential niveau    im  All- 

gemeinen  erhöht,  bei  entgege ageset^teu  stets  erniedrigt.     Die  Grösse  dieser 

Vertnderang  eingehend  untersuchend,  gelangt  sie  zu  dem  Resultate,   dass 

die  Infi aenz Wirkung  zwischen  isotirten  Conductoren  in  allen  FSUen,  auch 
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im  ersteren,  wo  beide  Potentialniveanx  ansteigen,  die  Tendenz  zeigt,  die 
Potentialdifferenz,  die  beide  Condactoren  gegeneinander  haben,  zu  Ter- 
ringem. 

Die  Abhandlung  nntersncht  femer  die  ans  der  Inflaenzwirknng  resnl- 
tirende  Möglichkeit,  dass  für  einen  Condactor  Ladung  und  zugehöriges 
Potentialniveau  entgegengesetzten  Zeichens  sein  können,  und  diseniirt  auf 
Grund  der  hierbei  erhaltenen  Formeln  die  einschlSgigen  experimenteUen 
Anordnungen  von  Pfaundler  und  Ajrton. 

Die  Abhandlung  giebt  sodann  eine  Discussion  der  gefundenen  Besnltate 
mit  Hilfe  der  Eraftlinientheorie  und  untersucht  schliesslich  die  Bedingongen, 
unter  denen  zwei  gleichnamig  geladene  Conductoren  sich  anziehen  können. 

(Ao8  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie.) 


Vn.  Das  Teleihermometer. 

Von  Prof.  Dr.  J.  Pülüj  in  Prag. 

Es  handelt  sich  um  einen  Apparat,  der  die  Angaben  beliebiger  Tem- 
peraturen auf  grosse  Entfernungen  zu  übertragen  gestattet.  Die  Constmo- 
tion  des  Telethermometers  beruht  auf  der  Anwendung  zweier  Leiter,  die 
ihren  Widerstand  mit  der  Temperatur  im  entgegengesetzten  Sinne  ftndem 
und  den  thermometrischen  Theil  des  Apparates  bilden.  Der  letztere  besteht 
aus  einem  an  beiden  Enden  zugeschmolzenen  Glasröhrchen,  welches  einen 
carbonisirten  Kohlenfaden  und  eine  Eisendrahtspirale  enthftlt  und  der  bessern 
Leitungsf&higkeit  halber  mit  Wasserstoff  gefüllt  ist.  Der  KohlenfEMlen  und 
die  Eisenspirale  bilden  zwei  Zweige  der  Wheatstone'schen  Drahtcombina- 
tion  und  sind  mittels  dreier  Zuleitungsdr&hte  mit  einer  Messbrücke  Terbun- 
den,  die  eine  empirische  Temperaturskala  in  Celsiusgraden  trSgt.  Mit  der 
Temperatur  nimmt  der  Widerstand  des  Kohlenfadens  ab,  der  der  Eisen* 
Spirale  dagegen  zu  und  dementsprechend  ändert  sich  der  Nullpunkt  der 
Potentialdifferenz  am  Messdrahte.  Die  Temperatur  kann  entweder  mittels 
eines  astatischen  Galvanometers,  oder  eines  Telephons  und  eines  mikrophon- 
artigen Stromunterbrechers  in  der  Weise  bestimmt  werden  ^  dass  ein  Con- 
tact  an  dem  Messdrahte  so  lange  yerschoben  wird,  bis  das  Galyanometer 
keinen  Ausschlag  zeigt,  beziehungsweise  das  Telephon  keinen  Ton  giebt. 
Das  Telethermometer  gestattet  Temperaturen  selbst  auf  1  km  grosse  Ent- 
fernungen bis  0,1^  C.  genau  zu  bestimmen« 

üebrigens  kann  das  Telethermometer  als  Thermoindicator  eingerichtet 
werden,  der  die  jeweilige  Temperatur  automatisch  anzeigt. 

(Aus  den  SitzuDgsberichten  der  Wiener  Akademie  ▼.  J.  1889.) 
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Vm.  ITeber  zwei  Kegelflchnittss&tze. 

Es  sei  ein  Kegelschnitt  @  gegeben. 

1.  Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  nm  seinen  auf  @  liegen- 
den Seheitel  P,  so  dreht  sich  die  Hypotennsensehne  nm  einen 
Punkt  Z7y  der  in  der  Normale  von  P  liegt.  Welches  ist  der  Ort 
dar  Punkte  17? 

2.  Schneiden  sich  drei  Krümmungskreise  von  @  in  einem 
Pnnkte  Q^^  auf  @  selbst,  so  schneiden  sich  die  Normalen  ihrer 
Oseulationspunkte  Q^^  Q^^  Q^  in  einem  Punkte  T.  Welches  ist 
der  Ort  der  Punkte  7? 

Die  erste  Frage  hat  B.  Sporer  erledigt  (Bd.  33  dies.  Zeitschr.,  S.  309). 

Was  die  zweite  betrifft,  so  weiss  man,  dass  der  Fusspunkt  Q  der  vierten 

Normale,  die  von  Y  aus  nach  @  gezogen  werden  kann,  gerade  der  Gegen- 

pnnkt  von  Q^  auf  ®  ist,   und  dass  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  QiQ^Q^ 

mit  dem  Mittelpunkte  Ton  @  zusammenfallt  (s.  Steiner^  Oes.  Werke,  Bd. II 

8.691).     üeberdies   hat   die   zweite  Frage   bereits   Steiner  beantwortet, 

indem  er  F  als  HOhenpunkt  des  Dreiecks  OiQ^Q^  betrachtet  (Oes.  Werke, 

Bd.  n  S.  348). 

Es  sei  mir  gestattet,  auf  einen  Zusammenhang  beider  Aufgaben 
UoxQweisen,  indem  ich  die  vollständige  Antwort  auf  die  gestellten  Fragen 
gebe: 

Die  gesuchten  Orte  Uy  V  sind  zwei  mit  ®  ähnliche  und 
eoaxiale  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  die  Evolute  von  @ 
Tiermal  berührt.  Die  Tangenten  der  letzteren  in  den  acht  Be- 
rflhrangspunkten  sind  zugleich  Tangenten  eines  und  desselben 
Kreises  II. 

(Beide  Kegelschnitte  17,  T  schneiden  dieHauptaxe  von  @  in  reellen 
Puiktön.     Das  Asjmptotensjstem  von  TT  fällt  mit  dem  von  @  zusammen, 

^wend  das  von  V  dagegen  um  -^  gedreht  ist. 

Ist  ( — )  +(•?-)  =  1  die  Gleichung  von  @,  so  ist  die  Gleichung  von  U: 


Der  Halbmesser  von  II  aber  ist 


a*  +  h* 


/2(a«  +  6«) 

Ist  &  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so  fällt  V  mit  @  zusammen;  ist  6 
^e  Parabel,  so  liegt  V  ganz  im  unendlichen.) 

Betrachtet  man  nämlich  die  Punkte  U  näher,  so  bemerkt  man,  dass 
tt  Tiermal  vorkommt,  dass  die  Normale  PU  den  Kegelschnitt  U  \s^x^\i,x\^ 
ßw»#  fier  Paukte  P  Bind  die  Pankte  von  6,  deren  Tang^nVAü  (^c^«c  ^ot- 
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malen)  unter  dem  Winkel  -j-  gegen  die  Axen  geneigt  sind;  und  überdies 

iSsst  sich  nachweisen,  dass  die  zugehörigen  vier  Punkte  TT  gerade  die 
Erümmungscentren  jener  Punkte  P  sind.  —  Was  andererseits  die 
Punkte  T  betrifft,  so  geschieht  es  ebenfalls  viermal ,  dass  eine  der  drei 
Normalen  Q^  F,  Q^  F,  Q^  V  den  Kegelschnitt  Y  berOhrt;  und  zwar  fiült  dann 
jedesmal  derjenige  der  Punkte  ()|,  Q^^  Q^^  für  den  dies  stattfindet,  mit  ^ 
zusammen,  woraus  sofort  hervorgeht,  dass  die  zu  jenen  vier  besonderen 
Punkten  Q  gehörenden  Punkte  V  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
ersteren  sind.  Jene  vier  Punkte  0  sind  diejenigen,  deren  Normalen  auf 
den  Verbindungslinien  der  Scheitel  von  @  senkrecht  stehen,  oder  die  Schnitt- 
punkte von  @  mit  den  Diagonalen  desjenigen  umgeschriebenen  Rechtecks, 

das  in  den  Scheiteln  berührt  ( bei  der  Ellipse  gehören  sie  zu  den  Anomalien, 

die  ungerade  Vielfache  von  -^  sind)«  —  üebrigens  sei  bemerkt,  dass  (/^zu- 
gleich der  Ort  der  Mitten  derjenigen  Strecken  ist,  die  vom 
Axenkreuze  auf  den  Normalen  von  @  begrenzt  werden.  Die  sehr 
einfachen  Beweise  dieser  Behauptungen  überlasse  ich  dem  geehrten  Leser. 

Leipzig,  December  1889.  Dr.  Otto  Bichtbb. 


Mathematische  Preisaufgabe 

dar 

Fürstl.  Jablonowski'schen  Gesellschaft 

in  Leipzig 
für  das  Jahr  1893. 


Durch  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  Lie  über  die  Dif- 
ferentialiuyarianten  der  endlichen  und  unendlichen  Transformationsgruppen* 
sind  die  Mittel  und  Wege  gegeben,  um  zu  einer  Invariantentheorie  belie- 
biger Differentialgleichungen  zu  gelangen.  Die  betreffenden  allgemeinen 
Methoden  von  Lie  sind  in  den  zahlreichen  Untersuchungen  über  die  Inva- 
rianten specieller  Differentialgleichungen  fast  gar  nicht  berücksichtigt  wor- 
den; es  erscheint  der  Gesellschaft  daher  wünschenswerth ,  dass 

die  Invariantenbestimmung  einer  ausgedehnteren  Kate- 
gorie zun&chst  von  gewöhnlichen  Differentialgleich- 
ungen auf  Grund  der  Lie'scben  Begriffsbestintmangen 
und  Methoden 


*  Vergi.  namentlich  auch  Bd.  24  der  Matbem.  Annalen,  S.  537flgg. 
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in  Angriff  genommen  werde,  um  die  Art  der  Aufgaben  zu  bezeichnen, 
deren  Erledigung  der  Gesellschaft  erwünscht  sein  würde,  führen  wir  bei- 
spielsweise an  die  Bestimmung  der  Invarianten,  welche  die  allgemeine  Dif- 
ferentialgleichung zweiter  Ordnung 

y"=a)(ir,y,y') 

einer  Ebene  {x^y)  gegenüber  der  unendlichen  Gruppe 

iller  Pnnkttransformationen  dieser  Ebene  besitzt,  oder  die  Bestimmung  aller 
Invarianten  eines  Differentialausdrucks  erster  Ordnung 

gegenüber  der  genannten  unendlichen  Gruppe.* 
Preis  1000  Mark. 

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  yerfossen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  femer 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlag  begleitet 
sein,  welcher  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Bewerbungsschrift  muss 
aaf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten,  an  welche  die 
Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preiswürdig  befanden  würde,  zurück- 
senden ist.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November  des 
angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  an  den  Secretftr  der  Ge- 
sellschaft (fOr  das  Jahr  1890  geh.  Hofrath  Prof.  Dr.  Budolph  Leuckart, 
Thalstraasse  33)  zu  richten.  Die  Besultate  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April  des  fol- 
genden Jahres  bekannt  gemacht«  Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  wer- 
den Eigenthum  der  Gesellschaft. 

*  0  und  Sl  sollen  hier  sogenannte  „analytische**  FuDctionen  bezeichnen, 
velche  in  der  Umgebung  eines  Werthsystems  Xoyoy'o  von  allgemeiner  Lage,  in 
gewöhnliche  Potenzreihen  von  x—Xq,  y-y^t  y'^y'o  entwickelt  werden  können. 

W.  Soheibner.     B.  Lenokart.    W.  HankeL     A.  Leskien. 
W.  BoBOher,  Präses.     H.  Lipsins.     F.  ZirkeL     G.  Voigt. 

F.  Zamoke. 
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Preisanfgabe 

der 

physikalisch  -  ökonomisehen  Gesellschaft 

zu  Königsberg. 


Die  Gesellschaft  wünscht  eine  möglichst  nmfJEUsende  theoretische  Ver- 
werthung  der  Eönigsberger  Bodentemperatar- Beobachtungen*  für  die  Br- 
kenntniss  der  Wärmebewegnngen  in  der  Erde  nnd  ihrer  Ursachen  nnd  wrist 
besonders  auf  die  von  0.  Frölioh  in  seiner  Dissertation^  gegebenen  Vor- 
arbeiten hin. 

Für  die  beste  Lösnng  der  Aufgabe  wird  ein  Preis  von  300  Mark  ana- 
gesetzi  Die  Arbeiten  sind  bis  zum  1.  Februar  1891  mit  Motto  und  tbt- 
siegeltem  Namen  an  die  phjsiludisch- ökonomische  Gesellschaft  xa  KQniga- 
berg  i.  Pr.  (Lange  Beihe  Nr.  4)  einzusenden.  Die  Wahl  der  Sprache  bUbC 
den  Verfassern  Überlassen. 


•  Schriften  der  ph78.-ökon.  GeeellBchaft,  Jahrg.  13,  15-18,  80,  SS,  ST-aO. 
**  Oscar  Frölich,  Ueber  den  EiDfloas  der  Absorption  der  Sonnenwirme  m  ' 
der  Atmosphäre  auf  die  Temperatur  der  Erde.    Königsberg,  IC.  Jörn  1868L 


■!S 


vn. 

Ueber  gewisse  homogene  quadratische  Relationen 

unter   den  Integralen   einer  linearen  homogenen 

DifOBrentialgleichnng  sechster  Ordnung. 

Von 

Dr.  Max  Rosenkranz 

In  Berlin. 
(Sohlnii.) 


tt 


«J- 

«1«4. 

«,«»- 

«l«Bt 

«1«6 

Wenn   die  Integrale  u^,  ti^,  ...u^  der  Oleichong  a)  durch   die  drei 
homogenen  quadratischen  Relationen: 


1) 


Terfonnden  sind,  so  nehmen  diese  durch  einen  Umlauf  der  unabhängigen 
Variablen  x^  welcher  u,-  in  die  durch  die  Gleichung  b)  bestimmte  Form 
tf j  fiberf&hrt,  die  Gestalt  an: 

Da  die  Grössen  t«^,  ti^,  ...  Uq  nur  jenen  drei  Gleichungen  genügen 
sollen,  so  ist  das  System  2)  eine  Folge  des  Systems  l),  und  durch 
Elimination  der  drei  Grössen  U4,  U5,  u^  aus  dem  System  l)  und  einer 
jeden  der  letsteren  drei  Gleichungen  ergiebt  sich  eine  Identität.  Setzt 
m&n,  nm  die  Elimination  auszuführen: 


3) 


«1  ~  «1  "  «S ' 


0,  -ü«.:!?»-^, 
*    «1     «j     «j 

so  folgt 

JMtMMW  ttbuktmatik  u.  njalk  XXXV,  i.  % 
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Ueber  gewisse  homogene  quadratische  Relationen  ete. 


Vermöge  der  Gleichung  b)  erhält  man  mit  Hülfe  dieser  Wert] 
fär  die  Grössen  u^ 

Werden  diese  Grössen  in  2)  eingesetzt,  so  folgt: 

■"(«11  +  «1S®1  +  «ll^öj  +  «14<»l  +  «I6»lö^  +  «I6»J) 

X(«41  +  «4JÖ>1  +  «4$»«  +  «44®1  +  «46»l®t  +  «4S»t)» 

(«21  +  O»»!  +  at8®2  +  «i4®l  +  «26»l"«  +  «M  »I) 
X(«S1  +  «St«l  +  «88<»8  +  «^0>1  +  «86<»1®2  +  «26»!) 

**  («11  +  «12  «1  +  «18  ^i  +  «14  Ö>1  +  «16  "l  »2  +  «16  «D 
X  («61  +  «62«>1  +  «6S<»2  +  «64 "l  +  «66<»l"2  +  ^»^t)l 
(«Sl  +  «S2<»1  +  «M<Ö2  +  «54  «J  +  «S5  0ia>2  +  «M«»')' 

—  («11  +  «12  ^l  +  «18  ^2  +  «14  «>1  +  «16  «»1  «2  +  «16  "D 
X(«61  +  «62  ®1  +  «68  «>2  +  «64  "l  +  «66«»1®2  +  «66  »D» 

Diese  Identitäten  gelten  för  jeden  Werth,  den  m^  und  cog  annehm 
können.  Gehen  (o^  und  (o,  durch  den  obigen  Umlauf  von  x  über  beziehuni 
weise  in  (o[  und  (Oji  so  ist: 


6) 


od; 


./  .^  -.r  ' 


Von  Dr.  M.  Bosshskanz. 
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In  den  gleichen  Ausdrücken  8)  können  wegen  der  Bedingung  c) 
nicht  zwei  Zfthler  respective  Nenner  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch 
88in.  Ferner  kOnnen  aus  demselben  Grunde  nicht  überall  die  Coefficienten 
?on  o»^,  ^i^}  <>'>t  Terschwinden.  Daher  müssen  in  den  einzelnen  Quo- 
tienten/welche  gleich  (o[  8ind,*^sofem  dieselben  nicht  in  cd^  und  ca^  linear 
sind,  im  Z&hler  xmd  Nenner  gleiche  lineare  Factoren  vorhanden  sein, 
während  der  andere  lineare  Factor  im  Zähler  beziehungsweise  im  Nenner 
allen  gememsam  ist.  Dasselbe  gilt  für  die  Quotienten,  welche  gleich 
sind. 


'i 


u^  und  U3  kOnnen  nicht  die  Gestalt  haben 


wi  —  tti  («1  +  ftöj  +  yjto),)*, 


(^"-2,3) 


da  alsdann,  wie  sich  aus  6)  ergiebt,  u\  und  u\  beziehungsweise  u[  und 
«^  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden  würden.  Die 
linearen  Factoren  yon  u[  und  u^  sind  in  u^  vorhanden.  Deshalb  müssen 
sie  denselben  linearen  Factor  je  zweimal  enthalten.  Dasselbe  gilt  mit 
Beziehung  auf  u^  von  u^  Einen  linearen  Factor  haben  u^  und  u,  ge- 
meinsam, da  in  beiden  dexjenige  von  u\  enthalten  sein  muss.  Es  zeigt 
sich  somit  für  die  Grössen  u'  das  folgende  Schema: 


/  ^.t 


9) 


W  —  («1  +  ^  «1+  ^  «2)*  <^» 


Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  36  Grössen  a  der  Determinante  c) 
sich  darstellen  lassen  als  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens  9 
Grössen. 


BUdet  man   aus   der   Yergleichung   von    9)   und    b)   diese    Deter- 
minante, 80  ist 


^' 
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üeber  gewisse  homogene  qoadiatische  Belationeii  etc. 


«»I 


(<,*-!,  2,  ...6) 


«f.        2ail>i,  20iC„        l^,        2&j<^,        4 


•«» 


2a,  6j, 


2a,Ci,        l^,        26i<^,        4 


"i«»»»  "9^+  h'hi  Ö8<'»+  «^"j.  *t*»>  *i<ii+  «j^j  *i<« 


«J. 

2a,  »„ 

2a,<i, 

^., 

26b<i, 

4 

«!. 

2ai6,. 

2o,(Ji, 

»?, 

26i<i, 

<? 

<>i> 

».. 

<^i 

0, 

0, 

0 

«;. 

a«,?»,, 

2<»jCj, 

^, 

2^«b. 

<^ 

0, 

«», 

0, 

»i. 

<^i 

0 

0,0,,  asl>i+  ftgO,,  a,Cj+  c^Oj,  6i6,,  6,c,+  c^6,,  c,<^ 
0,  0,  a,,  0,  ^,  <i 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Ol 

0 

<H 

«» 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

h 

0 

6. 

h 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

Cl 

0 

c» 

<» 

0 

Vermöge  der  Formel  c)  ist  dies  Prodnct  von   null  yerschieden.     Da- 
her ergiebt  sich  für  die  neun  Grössen  a,  6,  c  die  Bedingung 


/) 


«1  ^  ^ 

O,    ^2    ^ 

<h  h  <^ 


^0. 


Setzt  man  die  Werthe  9)  in  7)  ein,   so   haben   die  Grössen  &\  und 

o>2  die  Werthe: 

,        fla  +  fej  (»1  +  <^  CO, 
»'  •■  — = = — = = — =-1 


10) 


11) 


00, 


Ol  +  6i  üOi  +  Cj  üo. 


0U      aas  • 

a^  +  6j  cDj  +  Cj  (»2 


Von  Dr.  M.  Rosenkranz. 
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Da  dieser  Umlauf  beliebig  gewählt  war,  folgt,  dass  durch  irgend 
einen  Umlanf  von  x  o>|  und  od,  stets  in  solche  Formen  übergeführt  wer- 
den, wo  die  Grössen  a,  6,  c  von  x  unabhängig  und  für  die  verschiedenen 
Umläufe  Terschieden  sind.  Ersichtlich  ist,  dass  in  a),  und  co^  der  Nenner 
bei  einem  bestimmten  Umlaufe  derselbe  ist. 

Man  kann  nunmehr  3  Grössen  ^^^  £21  $8  ^  Functionen  von  x  so 
besÜmmen,  dass 


12) 


61 


—  c» 


i> 


»2 


Aa,s«,s.) 


1» 


I., 


«1 


dl,       d»gi 


dx 
dx 
da; 


da;* 

da;* 

d*6» 
da;* 


wo  e  eine  constante  Grösse  bezeichnet.  Durch  einen  Umlauf,  welcher 
Gij  imd  Oji  in  die  Werthe  10)  und  11)  überführt,  mögen  S^,  S^i  ^s  ^l>®i^' 
geben  in  ^'^  |^,  I3.     Dann  ist  vermöge  10)  und  11): 


13) 


Setzt  man  hierin  f&r.cO|  und  ooj  ihre  Werthe  aus  12),  so  ergiebt  sich: 


14) 


li      a,li+2>2  6«+^68 


2.«« 


nnd  hieraus: 


15) 


5i     «1  li  +  ^  6j  +  c,  Sj 


wobei  A;(2)   ein  den  Grössen    §1,  g^,  ^3  gemeinsamer  Factor   ist. 
man  diese  Werthe  ein,  so  wird 


Setzt 


|{U 


hwBOgMw  quadratische  Belationen  ete. 


+  ^(«111  +  ^51+« 


+  <^ 


t/       <**6,^.«?Sj^       ''*Mj^o<**/      *'5»_lj.<*^l       < 


4 


0 


0 
0 


d«* 


+  ^^ä?  +  ^'7 


«.6.  +  ^.S.+«.6..«.S  +  ^,g  +  ^f 


«^Si  .  .  ^i. 


da? 


+  ^ 


<»«* 


^-^ä 


«.6.  +  ^6.+.^l.,«.S+6.g  +  <ig. 


dx- 


d 


4 

0        0 

li       0 

k 

«I    N    «'j 
«»   *i   <^ 

ff,   tk    (^ 


AÄ,6,.g,). 


Von  Dr.  M.  Rosenkranz. 
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Da  sich  ans  12)  nnd  13)  ergiebt,  dass 

A(ii,f^fs)-A(i;,i;,i;), 

SO  folgt  hierans,  dass  k{x)  constant  ist  und  gleich  A,  wenn  X  den  reci- 
proken  Werth  der  dritten  Wurzel  aus  der  von  null  verschiedenen  Deter- 
minante y')   bezeichnet.     Durch   einen  Undauf  von  x  gehen  also  |^,  1,,  1, 

^K^i  +  ^i^a  +  ^y, 
16) 


v- 


Die  durch  die  Gleichungen  12)  deünirten  Functionen  |^,  l^)  Is  ge- 
flogen daher  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
uing  mit  eindeutigen  Coefficienten: 


17) 


eP» 


äx 


s 


Es  seien  nunmehr  S,,  S^,  Ss  ^^i  Integrale  eines  Fundamentalsystems  der 

Oleichung  17)  tmd  zwar  so  beschaffen,  dass  t^  ■=*  «i,  -?■  =»  Wj  ist,  so  er- 
^bt  sich  aus  den  Gleichungen  4): 


1«) 


^4  hieraus  folgt  die  Belation: 


^2 


t*i,  U4  —  irC   U 


l\ 


1» 


«6- 


«M  »6  — 


5! 


u 


1» 


19) 


u. 


«» 


»1        »1»« 


3 


U, 


U, 


U 


6 


»2 


§2  »8  ^5 


Haben    diese    Quotienten    den    Werth   H>{x\    so    erhalten    wir    für 
'*^>  <%,..•  ^6  ^®  Werthe: 

«*i-*(a?)6J,    ti,-t(;(a:)lig„    Uj  -  t(;(a;)  g^g,. 

Wenn  X(i;)  »  0  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  ist,    wel- 
^tier  die  Quadrate  der  Integrale  der  Gleichung  17)  genügen,  fClr  welche  also 

^in   Fundamentalsystem    ist,    so    erhält    man    die   allgemeine    Form    der 
Gleichung  sechster  Ordnung,  deren  Integrale  die  Gleichung   1)   erfüllen^ 

wenn  man  setzt 

V  ■ 


u 


*(^) 
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Aus   der   Eindeutigkeit   der   Coefficienten   der   GHeidnmgen   a)    und 
Z(r)  -  0  folgt,  dass  ^(^)_^^,(.„, 

ZU  bestimmen  ist,   wo  9  (x)  eine  eindeutige  Function  beseichnet.     Setit 
man  nunmehr  in  Gleichung  17) 


so  ergiebt  sich  diejenige  homogene  lineare  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten,  deren  Integrale  derart  sind,  dass 
ihre  Quadrate  Integrale  der  Gleichung  a)  sind. 

Zugleich  ergiebt  ach,  dass  diese  Gleichung  nicht  eine  solche  Bein 
kann,  welcher  die  Quadrate  der  Integrale  ^|,  ^  einer  homogenen  lineazen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen.  Denn  ein  Fundamental- 
System  derselben  ist  {f^^i^i  Sj«  Die  Gleichung,  welcher  die  Quadrate 
dieser  OrOssen  genügen,  ist  ersichtlich  yon  der  fünften  Ordnung  und 
stimmt  natürlich  mit  deijenigen  überein,  welcher  die  yierten  Potenzen  der 
Integrale  jener  Gleichung  zweiter  Ordnung  genügen. 

um  jene  Differentialgleichung  sechster  Ordnung  X(v) » 0  m  er- 
halten, der  die  Quadrate  der  Integrale  der  Gleichung  17)  genügen,  setn 
man  v  «-  y^.  Durch  successive  sechsmalige  Differentiation  und  Elimination 
der  höheren  als  zweiten  Ableitungen  von  y  yermittelst  der  Gleichung  17) 
erh&lt  man 

dv  dy 

dx  dx 

d^v 


« (Sy+ '-  © + CO« + »'■) » r, + '''  S + »«''■■ 


g_3O,gg  +  (..,  +  4y„g  +  (.«,+  .«y)0 


+  iU^+  2p"+  2j>»)  y  ^  +  (2pq  +  23")  y», 

+  (Sipq  +  8pp'+  2i>"'+  16  3")  y  g  +  (2p*+  6p"+  36«')  y  ^ 
+  (2pgf+  6p'q  +  223*+  ^^")  y*- 
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Man  erh&lt  so  sieben  lineare  Gleichungen  fOr  die  sechs  GrSssen 

Die  Elimination  derselben  fährt  zu  der  gesuchten  Gleichung  X(v)  ^  0, 
deren  Coef&cienten  rationale  Functionen  von  jp,  q  und  ihren  Ableitungen 
sind.     Durch  die  Substitution 

erhalten  wir  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 
mit  eindeutigen  Coefficienten,  welche  mit  a)  identisch  ist  Die  Coeffi- 
cienten  derselben  sind  ersichtlich  ebenÜEdls  rationale  Functionen  von  jp,  $, 
9  und  deren  Ableitungen,  wobei  jp,  q^  q>  als  eindeutige  Functionen  definirt 
sind.     £s  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz: 

^Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  a)  verbunden  durch  die 
Belationen  1),  so  genügen  derselben  die  Quadrate  der  Integrale  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  eindeutigen 
Coefficienten.  Die  Coef&cienten  yon  a)  lassen  sich  in  diesem  Falle  ratio- 
nal darstellen  durch  drei  eindeutige  Functionen  und  deren  Ableitungen.  Die 
36  Grossen  er  der  Determinante  c)  lassen  sich  rational  und  ganz  dar- 
stellen durch  9  Grössen,  die  der  Bedingung  /)  genügen." 


m. 

Es  mögen  unter  den  Integralen  u^,  u^,  ...  u^  eines  Fundamental- 
systems  der  Gleichung  a)  die  beiden  homogenen  quadratischen  Gleichungen: 

1)  X^i^^^^^h 

bestehen.     Durch  einen  Umlauf  von  x^  welcher  Ui  in  u\  überführt,  gehen 
dieselben  über  in:  ...         .    > 

Setzt  man  für  die  Grrössen  u'  die  Werthe  b)  hierin  ein,  so  muss, 
da  nur  die  Belationen  l)  bestehen  sollen,  das  System  2)  eine  Folge  des 
Systems  l)  sein.  Durch  Elimination  der  Grössen  u^  und  u^  aus  den 
Gleichungen  1)  und  einer  jeden  yon  2)  ergeben  sich  daher  zwei  Identi- 
täten.    Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 


3) 


«1  ^  — =■  —  —^1 


"l 


_1^_  «6. 
"«1  "  «t 
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Hieraus  folgt: 


4) 


**2  "=  ^  **n  *^  —  »1  ^11  «*4  -=  ^  »X  <*n 


u 


5=-Cöjtti,Ue  =  1/C02t*^. 


6) 


Dies  in  b)  eingesetzt  ergiebt  für  die  Grössen  u'  die  Werthe: 
5)  u'i  ==  Mj  (an  +  «rt  Yi  +  an  ©j  +  ccu  n^i+  «»6  «2+ «i6  ^  Wg).    (t  —  1,  2, ...  6) 
Hierdurch  erhalten  die  Gleichungen  2)  die  Form: 

(«11  +  «ij  1?  +  «18  Wi  +  «u  ^  »1  +  «15  "j  +  «1«  V  «Ö2) 
X  («41  +  «41  ^  +  *^43  »1  +  «44  ^  ®X  +  «45  ö>2  +  «48  '^  ®«) 

■"  («21  +  «22  ^  +  «28  «»1  +  «24  ^  »1  +  «25  »2  +  «^6  ^  »2) 
X  («51  +  «82  ^^  +  «85  '^^l  +  «54  '^  ß>l  +  «86  «>2  +  ^  '^  «»2)» 

(«11  +  «12  »?  +  «18  ®1  +  «14  Vmi  +  «15  »2  +  «16  ^  ®2) 
X  («61  +  «62  *?  +  «68  ®1  +  «64  *?  »1  +  «85  «2  +  «W  'y  »2) 

—  («21  +  «M  ^  +  «28  »1  +  «24  ^  «»1  +  «26  ®2  +  «^  ^  «^2) 
X  («51  +  «52  '^  +  «68  »1  +  «54  ^  ß>l  +  «56  ®2  +  «66  ^  ^%)' 

Diese  Gleichungen  müssen  gelten  f&r  alle  Werthe,  welche  die  durch 
3)  definirten  Grössen  17,  fi>it  co^  annehmen  kOnnen.  Werden  durch  den 
obigen  Umlauf  von  x  die  Grössen  17,  coj,  o,  übergeführt  benehungsweise  in 
r/j  Q)'^,  CD^,  so  folgt  aus  3)  und  5)  in  üebereinstimmung  mit  6): 

f  «21  +  «22  *?  +  «28  »1  +  «24  *?  ß'l  +  «25  «»2  +  «^  ^  «»2 


7) 


o>; 


8) 


9) 


«11  +  «12  ^  +  «13  «1  +  «14  V^l+  «15  ö>2  +  «16  V  »2 

^   «41  +  «42  ^  +  «48  ^1  +  «44  ^  Q>1  +  «45  <»2  +  «46  ^  <^ 
«81  +  «82  ^  +  «88  «>1  +  «84  »?  »1  +  «86  ®«  +  «86  *?  »2 

^   «61+  «62^+  «68<"l+  «64^<"l+«66<P2+«66^<P2 
«61+  «62^+«68<öl+  «64^®1+«65<Ö2+  «56  ^  «»2 

^   «81  +  «88  ^  +  «88  <Pl  +  «84  ^  <»1  +  «86  <P2  +  «86  ^  <P2 
«11  +  «12  ^  +  «18  »1  +  «14  ^  »1  +  «16  ®2  +  «16  ^  ^% 

^   «41  +  «42  *?  +  «48  <^1  +  «44  ^  <^1+  «46  <^2  +  «46  ^  <^2 
«21  +  «22  '^  +  «28  ®1  +  «24  ^  ß>l  +  «26  «^  +  ^  *?  «^2 

I          «61  +  «62  *?  +  «68  «1  +  «64  ^  <»1  +  «66  <^2  +  «66  V  ^% 
fii_  "^  -  

«11  +  «12  ^  +  «18  »l  +  «14  ^  ®1  +  «16  ^i  +  «16  ^  ^i 

^  «61  +  «62  ^  +  «68  <Pl  +  «64  ^  Q>1  +  «65  Q>2  +  «66  ^  »2 
«21  +  «22  *?  +  «23  0>i  +  «24  ^  «öl  +  «25  ®2  +  «26  ^  ®2 


Wegen    der  Bedingung  c)   können   in    den    einzelnen  gleichen    Quo- 
tienten  nicht  zwei  ZfihJer  beziehungsweise  ISöuuot  )a\a  wai  «ai«a  ^Kn>sX9KD\»CL 
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Factor  identisch  sein.  Aus  demselben  Grunde  können  nicht  überall  die 
Coefficienten  von  17  o^  resp.  17  co,  verschwinden.  Es  müssen  daher  die 
ZShler  und  Nenner,  welche  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens 
zweitem  Grade  in  t;,  o>|,  o>2  sind,  sich  in  Factoren  der  Formen  a  +  hri  und 
c  +  dm^-i-em^  zerlegen  lassen,  und  die  einzelnen  Quotienten  müssen  im 
Zshler  und  Nenner  je  einen  gleichen  Factor  haben,  während  der  andere 
Factor  s&mmtlichen  Z&hlem  resp.  Nennern  der  gleichen  Quotienten  ge- 
meinsam ist.  Es  kann  jedoch  nicht  a  -i-  ß  ij  '^  y  •}-  d  (Oi-}-  sa^  sein  für  alle 
Werthe,  welche  die  durch  3)  definirten  Grössen  17,  o^,  o^  annehmen 
kOnnen.  Denn  hieraus  würde  sich  eine  homogene  lineare  Beziehung 
zwischen  ««i,  «<s,  t/g,  1I5  ergeben,  welche  unmöglich  ist,  da  f^i ,  ti,, . .  •  ti^ 
nach  unserer  Annahme  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Daher  sind  für  die 
Grossen  i}',  Op  ca!^  nur  Quotienten  möglich  von  der  Form: 


A) 


v  +  QV 


B)  g|+^«>j+Cifl>> 


Es  sei 


Dann  könnte  man  setzen: 

u[  —  (t  4-  ari)  (0,+  6,(01+  ^»2)  «*i  > 
t*5j—  (t  +  isri)  (ai+  \a>i+  CjCd,)  Wj, 
und  erhielte  wegen  der  Gleichungen  2)  und  6): 

«i  ^  (yi+  M)  («2+  &»G>i+  Ca»«)  «*!, 

"1—  (n+  <^l^)  («1+  ^»1+  Ci©,)  Uj, 

^—  (^«+  <^j^)  («2+  &2»1+  ^»2)  «*11 
Daraus  ergäben  sich  die  Werthe: 


and  Juemas  die  BeJation 


«,i- 

< 

,        1 

T  +  tfiy 

«;- 

T,+  tf,iy 
T+  tft] 

Bsen 

beiden 

Gleichuni 

tm\ 

~'»_ 

Oi- 

a(o\ 

tf,—  öcoj 
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deren  Coe£Qcienten  nicht  gleich  nnll  sein  kOnnen,  da  alsdann  der  Qnotient 
zweier  GrOssen  u'  gegen  die  Annahme  const^t  w&re.  Diese  Belation  ist 
nnmOglich,  da  sich  daraus  eine  homogene  lineare  Gleichung  unter  den 
Integralen  des  Fundamentalsystems  u[^  ^'(^•••^e  ^i^^b^i^  würde.  Folg- 
lich kann  t/  nicht  die  Form  B)  haben. 

Ist  andererseits 

10)  v-4-^4^^ 

80  sei: 


")      { 1 


11) 


t*i—  (v  +  Qri)  {l  +  mmi+  na,)  u^, 
(X  +  (irj)  (l  +  mmi+  nw,)  u^. 

Dann  ist  in  Folge  der  Gleichungen  2)  und  6): 


< 


Hieraus  folgt: 


*         W,  i  +  WCDi+nCOj 

u[        I  +  woji+no), 


^«—  .-f 


Also  gehen   durch  den  obigen  Umlauf  tj,  fi)j,  o,   bezüglich   über   in 

die  Werthe: 

1  +  iifl 


10)  V- 


V  +  Qfl 


12)  >,  ?i+m,a),+  n,a>,^ 

*        I  +  mwi+n©, 

13)  cj' «  fg+mgOt+tJaCP»  . 

*  I  +  WKOi+ncOj 

Hierbei  haben  für  einen  bestimmten  Umlauf  o>',  und  c»^  denselben 
Nenner.  Die  13  CoefQcienten  sind  von  x  unabhängig  und  nehmen  für  die 
verschiedenen  Umläufe  im  Allgemeinen  andere  Werthe  an.  Aus  der  Zu- 
sammenstellung der  Formeln  5)  und  11)  ergiebt  sich,  dass  die  36  Grössen 
ar  der  Determinante  c)  sich  als  ganze  rationale  Functionen  yon  höchstens 
J3  Grössen  darstellen  lassen. 
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Bfldet  man  diese  Determinante,   so  ist 


(i,ÄJ  — 1,2,...6) 


Iv  Iq  mv  mq  nv  ng 

IX  Ifi  ml  mfi  nl  iifi 

l^v  l^Q  ffijv  m^Q  n^v  n^Q 

l^l  l^ii  m^l  ffiifi  n^l  n^fi 

l^v  l^Q  m^v  m^Q  n^v  n^Q 

l^X  l^li  m^l  m^fi  n^l  n^fi 


l 

0 

h 

0 

h 

0 

V 

0 

0 

l 

0 

0 

0 

f» 

0 

♦H 

0 

♦S 

9 

0 

0 

»» 

0 

0 

ff» 

0 

«h 

0 

"S 

0 

0 

0 

V 

0 

0 

X 

0 

1 

0 

h 

0 

h 

0 

0 

Q 

0 

0 

(» 

fl 

0 

♦H 

0 

♦4 

0 

0 

l 

0 

0 

V 

0 

0 

fll 

0 

»1, 

0 

w. 

0 

f» 

0 

0 

9 

0 

tu  tii^  fNji 


Dieses  Product   ist  entsprechend   der  Bedingung   c)    von    null  ver- 
schieden.    Daher  gelten  för  die  13  Grössen  die  Bedingungen 


y") 


l  l,  l. 

« 

tu  tlll  ffljl 

fl  fll  flg 

^0, 

^0. 


Man  kann  nunmehr  zwei  Fanctionen  $|  und  ^  so   bestimmen,  dass 


14) 


ST'"' 


'1> 


und  es  ergiebt  sich  unter  Berftcksichtigung  der  Gleichung  10)  genau 
wie  vorher  ^),  dass  die  hierdurch  definirten  Functionen  1^  und  1,  ein 
FondamentalsTstem  von  Integralen  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  eindeutigem  Coefficienten  bilden: 


15) 
Ebenso  Iftsst  sich  setzen: 


dx^ 


'^ry. 


1)  Vgl  I,  13)— 19). 
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■  ^  ""  »1 1  ^  ■"  »i  « 

16)  {tt        "fi        *' 

und  in  Folge  der  Gleichungen  12)  und  13)  önd  tu  Stj  £s  hierdnrch 
bestinimt  als  Integrale  eines  FundamentalsTstems  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten: 

<?xr  de   . 

Sind  die  Chrössen   ||,   |,  durch  14),  t^^   ^,   t^  durch  16)    definirt, 
so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  4): 

und  hieraus  folgt: 

i^l  U^  Um  Um  u^  Ua 

•1^1         bibs  i^«l  &^«S         aS«!         bsbs 

Diese  Quotienten  seien  gleich  if(x)^  so  erhSlt  man: 


20)         !"• 


Ist  ^(v)  »  0  die  Gleichung,  der  die  Producte  eines  Integrals  der 
Gleichung  15)  und  eines  solchen  der  Gleichung  17)  genügen,  f&r  welche 
daher 

fl»11  flSji  iibn  b«lsi  £ö»11  fj«« 

ein  Fundamentalsystem  ist,  so  ergiebt  sich  die  allgemeine  Form  der 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  sechster  Ordnung,  deren  Inte- 
grale den  Gleichungen  1)  genügen,   durch  die  Substitution 


u 


if(x) 


Aus  der  Eindeutigkeit  der  Coe£Qcienten  der  Differentialgleichung 
W{v)  —  0  und  der  Gleichung  a)  folgt,  dass  if{x)  die  Form  ef'vC*)'^'  hat^ 
wo  g>{x)  eine  eindeutige  Function  von  x  bezeichnet. 

Es  ergiebt  sich  zugleich,  dass  Gleichung  17)  nicht  diejenige  sein 
kann,  welcher  die  Quadrate  der  Integrale  der  Differentialgleichung  15) 
genügen,  da  die  Producte  der  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen  er- 
sichtlich einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  fünfter  Ordnung 
genügen. 


1)  Vgl  //,  1ä;  — 17). 
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üeber  den  Fall,  dass  der  Differentialgleichang  17)  die  Quadrate  der 
Integrale  einer  yon  15)  yerschiedenen  linearen  homogenen  Differential- 
g^eicfanng  zweiter  Ordnung  genügen,  s.  Anmerkung  1. 

um  die  obige  Gleichung  W(v)  =»0  zu  bilden,  setze  man 

differenzire  diese  Gleichung  successive  sechsmal  und  reducire  dabei  jedes- 
mal die  zweite  Ableitung  von  y  yermittelst  der  Gleichung  15)  und  die 
dritte  Ableitung  Yon  z  mit  Hülfe  der  Gleichung  17).  Es  ergeben  sich 
hierdurch  sieben  lineare  Gleichungen  für  die  sechs  Grössen 

de       cPz    dy      dy  de     dy  d^e 

deren  Elimination  die  gesachte  Gleichung  liefert.  Ihre  Coefficienten  sind 
ersichtlich  rationale  Functionen  yon  p^  q,  r  und  deren  Ableitungen  also 
eindeutige  Functionen  yon  x.     Setzt  man 

WO  (p{x)j  wie  oben  gesagt  ist,  eine  eindeutige  Function  yon  x  bezeichnet, 
so  geht  die  Gleichung  W(v)  ^  0  über  in  die  Gleichung  a). 

Es  seien  zwei  beliebige  Functionen  tpi(x)  imd  q^^i^)  so  beschaffen,  dass 

21)  9i(*)  +  9«(«)-9(«)- 

Dieselben  kOnnen  stets   als  eindeutige   gewählt   werden.     Setzen  wir 
in  den  Gleichungen  15)  und  17): 

so  ergeben  sich  die  homogenen  linearen  Differentialgleichungen: 

deren  Coefficienten  ebenfalls  eindeutig  sind.     Es  ist 

t^*-»  &<5^^^'^*"  (Ä-  1,  2,  3) 

und  hieraus  folgt: 

fewA-  5,?*c/y«')^*-  Mi.  (1  -  1,  2, ...  6) 

Wir  finden  daher  den  Satz: 

„Genttgen   die  Integrale   der  Differentialgleichung  ai)  d^u  lüe^a^^c^xy^xi 
^^  ^  genügen  ihr  die  Producte  der  Integrale   einer  Un^ttt^iL  \iomö\^«ii<w^ 
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Differentialgleichtmg  zweiter  Ordnung  nnd  einer  solchen  dritter  Ordnung 
mit  eindeutigen  Coeffidenten.  Die  Goefficienten  der  Gleichung  a)  sind 
darstellbar  als  rationale  Functionen  von  vier  eindeatigen  Functionen  und 
deren  Ableitungen.  Die  36  Grössen  der  Determinante  c)  smd  ganz  und 
rational  darstellbar  durch  13  GrOssen,  die  der  Bedingung  Z')  genügen.** 
Zu  erw&hnen  bleibt,  dass  die  beiden  durch  uie  Gleichung  21)  de- 
finirten  Functionen  9^  und  (p^  nicht  eindeutig  gewfthlt  zu  sein  brauchen. 
In  diesem  Falle  gilt  dasselbe  von  den  Coefficienten  der  den  Gleichungen 
22)  und  23)  entsprechenden  Differentialgleichungen« 

Anmerkung  1.     Tritt  zu  den  Belationen  1)  noch  die  Gleichung 
so  ist 

i4    Ml 

also  nach  den  Gleichungen  3) 

©,  —  ©*, 

wenn  wir  in  diesem  Falle  ooj  durch  m  ersetzen.     Gem&ss  Gleichung  12) 
wftre  dann  ,    .  ,  « 


m 


l+mm  4-f»®* 


IIa)  { 


Dieser  Ausdruck  muss  sich,  £eJ1s  n  oder  fi^  von  null  verschieden  ist, 
auf  einen  im  Zähler  und  Nenner  höchstens  linearen  reduciren,  da  nach 
Gleichung  13)  ,    .  .  • 

*       ^    ^  l+ma  +  nm^ 

Zugleich  ergiebt  sich,  dass 

l  +  «ICD  +  ncD*  =  («  +  ßfof 
sein  muss,  also 

Zj  +  f»!  (0  +  fii  Co*«-  (a  +  ß(o)  (y  +  ^«), 
l^  +  fn^ oa  +  n^ca^ ^  (y  +  Jw)*. 

Demnach  wird  das  Schema  11)  in  unserem  Falle: 

<-{^  +  M){^  +  ß^y^u 

«i  ==  («^  +  QV)  («  +  /?w)  (y  +  dca)  ttj, 

wi  =  (^  +  m)  (a  +  ßm)  (y  +  dcai)  w^, 

so  dass  man  f&r  if  nnd  <o'  die  Werthe  erh&lt: 


IIa) 
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Es  ist  die  Determinante^) 

ft       fl|       fl^ 

c*  :f,^  aß  /3* 

7       J  0 

0       r  d 

a     ß 


a' 

2  aß 

1  0 
0  a 
0     y 


ßd  J* 


0 
6 


Da  Z  ±  Z  ff4  fig  von  null  yerscbieden  war,  so  gilt  auch  für  die 
Grössen  a,  ß^  y,  i  die  Bedingung 

Also  ist  1}  wie  vorher  za  betrachten  als  Quotient  zweier  Integrale  || 
und  £,  eines  Fundamentalsystems  der  Oleichung  15),  o>  als  ein  solcher 
zweier  Integrale  ^|  und  ^^  eines  Fundamentalsystems  der  linearen  homoge- 
nen Differentialgleichung   zweiter  Ordnung  mit  eindeutigem  Coefficienten : 

15a)  -:d-"«yi 


dx^ 


Da  nach  den  Gleichungen  16): 


Wj— »  ©  — 


o>< 


CO 


«^^ 


». 


t 


^1 


so  ergiebt  sich: 

Also  genügen  in  diesem  Falle  der  Differentialgleichung  17)  die  Qua- 
drate der  Integrale  der  Gleichimg  15  a).  Ein  etwaiger  ihnen  gemeinsamer 
Factor  ist  constant,  weil  in  der  Gleichung  17)  der  Coefficient  der  zweiten 
Ableitung  null  ist.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

,,Genügen  die  Integrale  der  Gleichung  a)  den  drei  Relationen: 


«*1«*4' 


•*1«*6' 


«I""««l«*6» 


SO  befiriedigen  dieselbe  die  Producte  der  Integrale  einer  linearen  homoge- 
nen   Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit    eindeutigen   Coefficienten 


1)  B.  &  Sl. 

Z«itMluirt  tM»th«a»Ük  n.  Ph/tlk  XXXF,  $. 


\Q 


146  üeber  gewisse  homogene  quadratische  Belationen  etc. 

und    der  Quadrate    der  Integrale    einer  anderen   TOn   ebenderselben   Be- 
schaffenheit'*. 

Die  erstere  ist  die  Gleichung  22),  die  letztere  erhüt  man  aus  15  a) 
durch  die  Substitution 

wo  die  eindeutige  Function  q)^  definirt  ist  durch  die  Gleichung  21). 

Femer  sieht  man: 

^In  diesem  Falle  sind  die  36  Chrössen  a  der  Determinante  c)  dar- 
stellbar als  ganze  rationale  Functionen  yon  höchstens  acht  GrGssen,  welche 
den  Bedingungen:  ad  —  j5y  ^  0,  vf*  —  ip  ^  0  genügen.'' 

y,Die  Coefficienten  der  Gleichung  a)  sind  darstellbar  als  rationale 
Functionen  der  drei  eindeutigen  Functionen  r,  5,  9  und  der  Ableitungen 
derselben." 

Dies  ergiebt  sich  durch  sechsmalig^  aufeinanderfolgende  Differentiation 
der  Gleichung  « 

indem  man  die  zweite  Ableitung  von  y  und  ^|  jedesmal  vermöge  der 
Gleichungen  15)  und  15  a)  reducirt.  Man  erh&lt  dadurch  sieben  lineare 
Gleichungen  fQr  die  sechs  Grössen 

«        jj^y         ^yi  dVi^y    (^Vi^      fdy^\^dy 

Die  Elimination  derselben  liefert  diejenige  homogene  lineare  Differen- 
tialgleichimg  sechster  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten,  der  die 
Producte  der  Integrale  von  15)  und  der  Quadrate  der  Integrale  von 
15  a)  genügen.     Durch  die  Substitution 

ergiebt  sich  die  in  diesem  Falle  mit  a)  identische  Gleichung 

Anmerkung  2.  Besteht  unter  den  Integralen  von  a)  nur  eine  der 
Gleichungen  1),  z.  B. 

80  könnte  man  setzen: 

^  ^  t^fi  ^fi 

Uj  Uj  **!  **l 

und  erhielte  aus  der  Gleichung 

wenn  för  Ui  die  Werthe  aus  der  Gleichung  b)  gesetzt  werden,  die  Iden- 
titftt  för  jeden  Wertii,  den  tj^,  tj^^  v^  und  v,  annehmen  können: 
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«11+  «12  ^1  +  «18  ^a  +  «U  ^1  ^+«16^+  «16^2 
«21  +  «22^1+  «28%  +  «24^1  %  +  «26  ^  +  «26^2 

«81+  «82%+  «88%+  «84%%+  «85^+  «86^2 
«41+  «42%+  «48%+  «44%%+  «46^1+  «4«  Vj 

Damit  sich  in  einem  dieser  Qnotienten  ein  in  ri^  oder  ij^  linearer 
Factor  im  Zähler  nnd  Nenner  ergieht,  müssen  die  Coefißcienten  von  v^ 
und  v,  nnll  sein,  in  Folge  der  Identität  also  auch  in  anderen  Qnotienten. 
Die  Gleichung  a)  w&re  in  diesem  Falle  rednctibel,  da  t^i,  ti^,  tij,  u^  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichnng  vierter  Ordnung  mit  eindeutigen 
Coeffidenten  genügen.^) 

1)  Ueber  dieselbe  s.  Gonrsat,  I.e.  S.  150.  Vgl.  Schlesinger,  1.  c.  S.  26 


\C\» 


vni. 

Heber  die  algebraischen  Integrale  algebraischer 

Differentialgleichungen. 

Von 

Dr.  E.  Jahnke. 


Es  werde  eine  irrednctible  Differentialgleicliimg  erster  Ordnnng  und 
w***  Grades  von  der  Form 

1)  F(u.U)^^fAu)ü-"-'  =  0 

zu  Grande  gelegt,  wo 

^-     du 

dz 

nnd  die  Coefficienten  f  ganze  rationale  Functionen  von  u  bedeuten« 

Wir  verlangen,  dass  ihr  Integral  eine  eindeutige  und  zwar  eine  ratio- 
nale Function  sei;  dann  folgen  die  aUgemeinen  Bedingungsgleichnngent 
welche  zwischen  den  Coefficienten  einer  Differentialgleichung,  die  eine  ratio- 
nale Function  definirt ,  bestehen  müssen ,  aus  denen ,  welche  ich  *  für  die  Dif- 
ferentialgleichungen mit  eindeutigen  doppeltperiodischen  Integralfunctionen 
aufgestellt  habe,  durch  die  Forderung,  dass  iR(y)  mindestens  einen  Linear- 
factor  dritten  Grades  enthalte,  eine  Forderung,  die  nicht  etwa  den  Briot 
nnd  Bouquet'schen  Untersuchungen**  entnommen  zu  werden  braucht;  der 
Nachweis  für  ihre  Richtigkeit  wird  weiter  unten  (p.  152)  erbracht  werden. 
Die  vorgelegte  Differentialgleichung  1)  muss,  wie  auch  im  ersten  Ab- 
schnitt meiner  Inauguraldissertation*  gezeigt  ist,  eine  Form  haben,  bei  der 
(/'^u)=:l  ist,  und  die  Coefficienten  /*^j  (t«)  ganze  rationale  Functionen  2^|ten 
Grades  von  u  bedeuten.  In  diese  Form  gehen  auch  diejenigen  Differentialgleich- 
ungen ein ,  bei  denen  die  Coefficienten  f^^  (u)  Functionen  niedrigeren  Grades 
darstellen,  da  sich  durch  gebrochene  lineare  Substitutionen  für  u  stets  er- 
reichen ISsst,  dass  sie  den  Grad  2pi  wirklich  annehmen. 

Wieder  betrachten  wir  den  Specialfall,   wo  die  rationale  Function  y, 
welche  durch  die  Differentialgleichung: 

*  Zur  Integration  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnnng  etc.    Inaoga- 
raldisBertatioB.    Halle  1889. 

•*  Tbäorie  des  fonctions  elliptiquea.    Pana  \Ä1^. 
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(^)*=-B(y).   ii(y)  =  2  8'^"' 


»=< 


definirt  wird,  mit  u  in  der  Beziebong  stebt: 

2)  U=Viu)  +  yW{u), 

wenn  F(t«),  W(u)  rationale  Functionen  von  u  bedeuten.  Der  Nacbweis, 
du8  ein  solcbes  y  ttberbaupt  existirt,  wird  durch  den  Verlauf  unserer  ünter- 
snebong  selbst  erbracht.  Ohne  Schaden  für  die  Allgemeinheit  können  wir 
anch  hier*  V(u)  und  W{u)  vorweg  als  ganze  rationale  Functionen  auf- 
tesen ,  wie  aus  dem  Gleichungssjstem  B.  Nr.  11  (1.  c.  p.  7)  bervorgebi 

Ans  den  in  Nr.  II**  aufgestellten  allgemeinen  Bedingungsgleichungen 
werden  nun  ffii  q„  =  k  die  folgenden  erhalten. 

Ans  A.  Nr.  II  geht  hervor: 

(v  =  2,3,  ...,in-2). 
wo 

gesetzt  ist,  und  andererseits  aus  B.: 

A'-'  [(«♦  -2)  y{u) + ^  /i  (u)  J " '  jf.(«) 

=  (T)f'(«)  +  ("I{) /■,(»)  T^'-'(«)  +  -  +  /;(«).    (v=l,  ...,m-2) 
•0  dass  sich  durch  Elimination  von  JKfy(u)  ergiebt: 

j^{[fl..,  +  (m-2)a.]  F(«)+^ «,/,(«)} [(»,-2)  7(«)  +^/i(«)]''* 
=(?)  T^'(«)+('J:})/i(«)F'-«(u)  +  -  +  /;(«).       (v  =  2....,»,-2) 


m 


Becnrsionsformel  zwischen  F(t«),  /'^(u),  ...,  /)n~3(t«),  die  illusorisch 
mr  dann  werden  kOnnte,  wenn  Ä^  identisch  verschwände.  Eliminirt  man 
mm  o,,  ...,  Om-s  aus  I),  so  findet  sich  als  Eliminationsresultat: 

die  mit  der  zweiten  Gleichung  in  B.  Nr.  11  verglichen  zu: 

n)  /;»-i(t«)=0 

Murt,  80  dass  die  zweite  Gleichung  in  B.  als  identische  Folge  des  Systems 
I)  anzosehen  ist.  Zur  Berechnung  von  V{u)  wählen  wir  die  Gleichung 
(irs=2)  in  I),  welche  sich  so  schreiben  iSsst: 

«.[(••-2)a,-^]  V{u) [m(m-2) V{u)  +  2(m-l) /;(«)] 
*  Ww  in  meiner  Inaagaraldissertatioo,  1.  c.  p.  7. 
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Da  wir  a  priori  wisaen,  dass  Viu)  eine  ganze  rationale  Function  ron  u 
darstellt,    so   mnss   die  Discriminante   dieser  Gleichung  ein   ToUstSadiges 
Quadrat  sein: 
ni)  (m-l)«(m-3)ri«(i«)-2m(m-2)»/;(t«)  =  [m-3-2a,(m-2)]P,«(i«), 

wo  P^iu)  eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  von  u  bedeutet. 
Demnach  wird: 

und  es  ergiebt  sich: 

^i(-)  =  ^(J_2)  [-  ft («)  +  Pt  (»)] . 
allgemein ; 

Zugleich  erkennt  man,  dass  die  Becursionsformel  I)  die  Coefificienten 
/s(^)>  *-M  fm—iM  &1b  ganze  rationale  Functionen  von  f^iu)  und  P^(u) 
darstellt.  Eine  Darstellung  fOr  fmM  mittels  derselben  GrOssen  liefert  die 
erste  Gleichung  in  B.  Nr.  11  *,  welche  mit  Bücksicht  auf  18)  Nr.  11*  die 

Form  annimmt; 

IV)  m"- Mj— « F[V{u)]  =  />,—  •  (tt)  />i«(i«), 

wo  F(u)  aus  3)  einzusetzen  ist  und  Pi{u)  eine  lineare  Function  von  u  be- 
deutet. 

Was  endlich  die  Bedingungsgleichnngen  C.  angeht,  so  haben  die  Co- 
efficienten  der  JKf,- Functionen  (v^m— 2)  die  Werthe: 

f»(m— 2)(m  — v)r„»  =  ili'-M— (*»  — l)«»-i«ii  +  [ö»-i  +  (w— 2)a,]3f,} 

/v  =  0,  1,  ...,  w-2\ 
Vn=0,  1,2  ;» 

wenn 

/iW  =  «o«**  + «!«*  +  ««» 

P,(u)  =  7^0«*+ «x^  +  ^» 
P,«(u)  =  Co(u-c,)« 

gesetzt  wird.     Daher  stellen   sich  die  Grössen  ^jr  in   Gleichung  20)*  als 
lineare  Functionen  von  Jq,  ^/|,  J^  und,  wenn  x^m,  als  ebensolche  von 

^0,  ^1,  ^2»  ^8»  ^4  <^9  80  ^s  8i<^^  <^^  Gleichungssjstem  C*  in  die  Form 
setzen  iSsst:  ^ 

V)  ^^^^^.  =  0,  (v=l,  ...,  «1-3) 
wo 

•  Lc 
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^$  =  -2cb(ci*ro  +  Ciri+r,), 

angenommen  sind.    Dabei  sind  die  %^,  ganz  nnd  rational  aas  Ä^^  A^y  ... 
AflB^s  Zusammengesetzt. 

In  I)  bis  V)  haben  wir  die  Bedingnngsgleichangen  daftbr,  dass  die  yor- 
gelegte  Differentialgleichung  1)  eine  doppeltperiodische  Integralfnnction  be- 
sitat.^^  Soll  diese  aber  rational  sein,  so  treten  als  zwei  weitere  Beding- 
ungen die  Eliminationsresultate  aus 

hinan ,  wenn  \  eine  dreifache  Wurzel  Yon  22(y)==0  bezeichnet.     Denkt 
man  sich  die  willkürlichen  Constanten  in  P^{u)  so  bestimmt,  dass 

84=0, 

80  nehmen  die  erwfthnten  Bedingungsgleichungen  die  Gtostalt  an: 

VI)  9,«  =  39,.,  8^+1.  (v=l,2) 

Dabei  sind  die  Coefficienten  gt  (v='0,  1,  2,  3)  gemäss  V)  yon  der  Form: 

4 

wo  die  S  ganze  rationale  Functionen  der  A  darstellen. 

Die  Yorgelegte  Differentialgleichung  1 )  muss  mithin  die  folgende  Gestalt 
haben: 

1.  Die  Coefficienten  ^«(u)  sind  ganze  rationale  Functionen  yon  höchstens 
2xtem  Grade; 

2. /i(«)=l,   /•,_,(«)  =0; 

3.  zwischen  /'^(u)  und  f^{u)  besteht  die  Beziehung  III); 

^  fzi^)^  •••9  /m— 2(1^)  sii^d  mit  f^{u)  und  P^{u)  durch  die  Becursionsformel 
I)  yerbunden,  wo  der  Werth  für  Vi^u)  aus  3)  einzusetzen  ist; 

5. /«(u)  ist  in  IV)  durch  f^{u),  P^[u)  und  P^{u)  ausgedrückt.  Die  in 
IV)  gestellte  Forderung  iSsst  sich  noch  anders  aussprechen«  Beachtet 
man,  dass  die  Becursionsformel  I)  für  V{u)^  /sM»  •••»  fm^i{^)  Aus- 
drücke in  /'|(u)  und  Pf{u)  liefert,  welche,  in  die  zweite  Gleichung  yon 
B.^**  substituirt,  dieselbe  identisch  befriedigen  müssen,  da  sich  ja  diese 
Oleichung  als  identische  Folge  yon  I)  darstellt,  dass  also  die  Gleichung 

*  1.  e.  üt  <^  =  1  angenommen. 

**  mid  hiermit  ist  tagleich  die  Lfioke  aasgeföllt,  welche  im  Abschnitt  ill 
atiner  InangoraldiMertation  geblieben  ist 


152        üeber  die  algebr.  Integrale  algebr.  Differentialgleichangen. 

unter  Zuhilfenahme  der  genannten  Ausdrücke  itir  /slu),  ...,  fm^tiu) 
den  in  3)  angegebenen  Werth  itir  7(u)  als  Wurzel  haben  mnss,  eo 
iSsst  sich  die  ganze  rationale  Function  2niten  Grades  P[F(u)]  als  ein 
Theiler  der  Discriminante  der  algebraischen  Gleichung  1)  auffossen.  Die 
Bedingung  lY)  verlangt  nun,  dass  diese  Discriminante,  und  zwar  der 
ausserordentliche  Theiler*  derselben,  durch  die  2(m  — l)te  Potenz  von 
P^{u)  und  das  Quadrat  Yon  Pi^{u)  theilbar  ist; 
6.  dabei  genflgen  die  Grössen  Ä^  J  den  Systemen  V)  und  VI)  algebra- 
ischer Gleichungen. 
Die  Integralfunction  yon  1)  ergiebt  sich  aus: 


5)  tt= 


2  >  roiy— ' 


=0 


Hiemach  erkennt  man  leicht,  dass  es  Differentialgleichungen  der  Form 

in  denen  yon  yomherein  nur  t-f-l  CoefBcienten  angenommen  werden,*^ 
mit  der  Eigenschaft ,  ein£EUih  periodische  oder  rationale  Integralfnnctioneii 
zu  besitzen,  unter  Voraussetzung  der  Bedingung  2)  nicht  giebt 

Dagegen  existiren  binomische  Differentialgleichungen  mit  der  in  Bede 
stehenden  Eigenschaft.  Nämlich  damit  hier  rationale  Integralfnnctionen  auf- 
treten,   ist  .  r.^^ 

zu  setzen,  und  dies  ist  zugleich  die  Bedingung  daftbr,  dass  Pi{u)  ein  Theiler 
yon  F(u)  ist;  demnach  nimmt  hier  die  Differentialgleichung  die  Gestalt  an: 

deren  Integral  lautet: 

(zf— «,)«*  — 2a«~ 

2aoy"-2o« 

Dabei  bedeutet 

(m-2)«  =  4„ 

Die  Integrale  der  in  Bede  stehenden  Differentialgleichungen  haben  also  die 

bemerkenswerthe  Form: 

«"  =  9>(<*)» 

*  Vergl.  Kronecker,  Ueber  die  Discriminante  algebraischer  Functionen 
einer  Variablen,  Crelle*8  J.  Bd.  91  p.  818. 

^*  welche  in  Nr.  IV  und  Nr.  V  1.  c.  untersucht  worden  sind. 
♦^  Vergl.  Nr.  VI  I.  c. 
t  Hiermit  ist  der  p.  148  erw&hute  Nachweis  erbracht. 
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wo  ^(u)  eine  lineare  Function  des  Argumentes  bezeichnet  Diese  Eigen- 
schaft bleibt  noch|  wie  Herr  Elitzkowski*  bemerkt  hat,  für  die  Diffe- 
rentialgleichangen   mit    nicht   eindeutigen   algebraischen   Integralfunctionen 

erhalten« 

»»  =  3. 

Die  Differentialgleichung 

U'  +  f^  (m)  17»  +  f,  (u)  ü+f,{u)  =  0 


hat  wegen 


wo 


und  wegen 


die  Form: 


2»/;»(«)  +  3V,(«)  =  3»P,»(u). 

P,(m)  =  P,(u)P,{u)      , 
P,«(«)  =  ei,(«-c,)»        , 


U'  +  fM  U*  +  d,{u+d,yQ,(u)  =0, 

wenn  Q^{u)  eine  ganze  rationale  Function  dritten  Grades  von  u  bezeichnet, 
und  das  Integral: 

und  C|  durch  die  Gleichung 

öi'«o  +  ^i^i  +  ««  =  0 

bestimmt  ist.  Da  die  beiden  willkürlich  gebliebenen  Functionen  fi(u) 
und  P^{u)  einen  Factor  gemeinschaftlich  haben  kennen,  so  iSsst  sich  noch 
eine  Form  der  vorgelegten  Differentialgleichung  aufstellen,  wo  /|(u)  die 
zweite  Potenz  eines  Linearfactors  von  f^(u)  enthält. 

Ein  Vergleich  dieser  Resultate  mit  den  von  den  Herren  Briot  und 
Bouquet  gewonnenen^  zeigt ,  dass  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
dritten  Grades,  welcher  durch  rationale  Functionen  genügt  werden  kann 
in  die  hier  behandelte  Classe  gehOrt,  also  die  durch  2)  geforderte  Beding- 
ung stets  erfüllt. 

in  =  4. 

Die  Differentialgleichung 

u* + u  («)  v^ +/•,(«)  t^* + h  (")  17 +/;(«)= 0 

unterliegt  den  Bedingungen: 

*  Ueber  die  Integration  der  mten  Wurzel  ans  einer  rationalen  Function.   In- 
aogoialdiisertation.    Königsberg,  1887. 
••Lc 
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3V,»(«)-2»/i(«)  =  />,»(»), 

[3/;  («)  -  p,  (u)]»  i/i  (u)  +  p,(u)] + 2"/;(«) = ^  /»,«(«)  p,»(«) , 

-  7  /f,^i  + 10 /f,»  +  7  ^o'^'f  - 18  ^,  /*»  +  8  -rf,»  «=  0, 

2»^4  =  ii,«/:/,. 

Ihr  Integral  stellt  sich  dar  in  der  Form: 

u  = 

2Ky*-24,(«o-«oV--*i'(3«o-«o)y'+16-4i«J 
wo 

gesetzt  ist  nnd  C|  derselben  Relation  wie  im  Falle  ni  =  3  genügt 


IX. 
Beiträge  zur  Theorie  ebener  Eräftesysteme. 

Von 
F.  KOSCH, 

Ingenieur  und  ord.  Lehrer  a.  d.  EOnigl.  Oberrealsohule  in  Breelau. 


§1. 

Die  Seitenkraft  eines  EräftesjstemB  ist  die  Resultante  der  parallelen 
Coxnponenten  der  einzelnen  Erttfte  des  Systems.  Dass  die  Mittelpunkte 
dieser  nach  den  yerschiedenen  Richtnngen  bestimmten  Componenten,  also 
die  Angriffspunkte  der  Seitenkräfte  eines  ebenen  Eräftesjstems  auf  einer 
geraden  Linie,  der  Centrallinie  des  Systems,  liegen,  ist  bereits  von 
MObius,  Minding  und  Schweins  bewiesen  worden.  (Cr  eile 's  Journal 
f.  Math.,  Bd.  14,  15,  16,  38,  47.)  Die  Arbeiten  dieser  drei  Forscher  geben 
aber  keinen  weiteren  Aufschluss  über  die  Eigenschaften  der  Seitenkräfte 
und  der  Centrallinie,  speciell  über  die  Veränderungen  ihrer  Lagen  bei  ge- 
wissen Aenderungen  des  Eräftesystems,  und  auch  sonst  ist,  wenigstens  in 
der  mir  bekannten  Literatur,  ein  solcher  nicht  zu  finden.  Die  folgenden 
Untersuchungen  wollen  daher  die  Theorie  ebener  Eräftesysteme  nach  obiger 
Bichtung  erweitem;  zugleich  sind  der  Vollständigkeit  und  Einheitlichkeit 
der  Darstellung  wegen  auch  einige  bereits  bekannte  Sätze  noch  einmal  ab- 
geleitet worden. 

§2. 

unter  dem  Mittelpunkt  eines  Eräftesystems ,  welches,  einer  Resultante 
äquivalent  ist,  yersteht  man  bekanntlich  denjenigen  festen  Punkt,  um  wel- 
chen die  Resultante  sich  dreht,  wenn  die  Eräfte  unter  Beibehaltung  ihrer 
Grösse  und  gegenseitigen  Neigung  zu  einander  um  ihre  fest  gedachten  An- 
grifiEspunkte  sich  drehen.  Die  Resultante  behält  dabei  ihre  GrOsse  und 
Neigung  zu  den  einzelnen  Eräften  gleichfalls  bei,  weil  das  aus  den  einzel- 
nen Eräften  zusammengesetzte  Eräftepolygon,  dessen  Schlusslinie  sie  ja  ist, 
bei  dieser  Drehung  stets  sich  selbst  congruent  bleibt. 

Dass  ein  solcher  Mittelpunkt  vorhanden  ist,  lässt  sich,  wie  bekannt, 
leicht  beweisstn.     Bind  P^   und  P^  zwei  Eräfte ,  p^  xmäi  p^  V^^  Kxl^^S.v 
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punkte  und  o  ihr  Durchschnittspunkt ,  so  bewegt  sich  o  anf  einem  festen 
Kreise,  welcher  durch  p^  und  p^  geht,  fklls  P^^  und  P^  sich  nm  p^  bez.  p^ 
gleichmässig  drehen.  Da  nun  die  Resultante  R  der  beiden  Kräfte  immer 
die  gleiche  Neigung  zu  P,  und  P^  beibehält,  so  muss  der  Angriffspunkt  r, 
um  welchen  B  sich  dreht,  gleichfalls  auf  diesem  Kreise  liegen,  da  dann  die 
Winkel  p^or  und  P20r  als  Peripherie winkel  tlber  constanten  Bogen  selbst 
constant  bleiben.  Ist  eine  dritte  Kraft  P3  mit  dem  Angriffspunkte  p^  vor- 
handen, so  lässt  sich  mit  Hilfe  eines  zweiten  Kreises  aus  B  und  P^  mit  r 
und  p^  die  Resultante  T  der  drei  Kräfte  /\,  P^^  P,  und  ihr  Angriffspunkt 
t  finden ,  u.  s.  f. 

Sind  dabei  irgend  zwei  zu  vereinigende  Kräfte  parallel,  so  liegt  ihr 
Durchschnittspunkt  in  der  Unendlichkeit,  und  der  zu  beschreibende  Kreis 
wird  zu  einer  Geraden,  welche  die  Angriffspunkte  der  beiden  Kräfte  ver- 
bindet und  auf  welcher  der  Angriffspunkt  der  Resultante  liegt. 

In  welcher  Reihenfolge  man  nun  auch  die  Kräfte  vereinigen  mag, 
immer  gelangt  man  zu  demselben  einen  Mittelpunkt,  weil,  wenn  deren 
mehrere  vorhanden  wären ,  die  Resultante  in  ihren  verschiedenen  Lagen  diese 
sämmtlich  enthalten  mOsste,  was  offenbar  unmöglich  ist. 

Man  kann  aber  auch  zu  dem  Mittelpunkte  des  Kräftesjstems  in  anderer 
Weise  gelangen.  Man  bildet  nämlich  von  sämmtlichen  Kräften  die  Com- 
ponenten  nach  zwei  beliebigen  Richtungen  %  und  93 ,  wodurch  man  zwei 
Parallelsysteme  erhält.  Von  jedem  dieser  beiden  Systeme  construirt  man  die 
Resultante  Ä  bezw.  B  und  ihre  Mittelpunkte  a  bezw.  h.  Ä  und  B  wollen 
wir  zwei  adjungirte  Seitenkräfte,  a  und  2»  zwei  adjungirte  Mittel- 
punkte des  Systems  nennen.  Es  ist  einleuchtend,  dass  zwei  adjungirte 
Seitenkräfte  dem  ganzen  System  äquivalent  sind;  femer  ist  ersichtlich,  dass 
die  Resultante  B  des  ganzen  Systems  durch  den  Schnittpunkt  0  zweier  adjun- 
girter  Seitenkräfte  geht  und  dass  dieser  Schnittpunkt,  der  Mittelpunkt  m  des 
ganzen  Systems,  den  wir  Hauptmittelpunkt  nennen  wollen,  und  die  beiden 
adjungirten  Mittelpunkte  der  Seitenkräfte  wiederum  auf  einem  Kreise  liegen 
mtlssen,  durch  welchen  der  Hauptmittelpunkt  auf  der  Resultante /{  bestimmt 
ist.     Dieser  Kreis  soll  ein  Mittelpunktskreis  des  Systems  heissen. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  beiden  adjungirten  Seitenkräfte  A  und  B  in  je 
zwei  Cfomponenten  ÄaA^  und  BaB^y  welche  paarweis  parallel  sind,  zerlegen. 
Durch  Vereinigung  von  AaBa  bezw.  A^B^  erhält  man  zwei  neue  adjungirte 
Seitenkräfte  A^  und  J?^.  Da  nun  ^a||i?a  und  ^||J?5,  so  liegen  die  Mittel- 
punkte a^  und  &j  dieser  neuen  Seitenkräfte  auf  der  Verbindungslinie  ah  der 
Mittelpunkte  der  Seitenkräfte  A  und  By  und,  weil  die  Richtung  von  Aa 
und  Bi  beliebig  gewählt  war,  erhält  man  den  Satz: 

Die  Mittelpunkte  aller  Seitenkräfte  eines  Kräftesystems 
liegen  auf  einer  festen  Geraden  —  der  Centrallinie  des  Systems. 


Von  F.  EoscH. 
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§4. 
A  nnd  B  seien  wieder  zwei  adjungirte  Seitenkräfte,  welche  parallel  den 
Ricbtnngen  %  und  93  sind;  o  sei  ihr  Dorchschnittspnnkt  anf  der  Resultante 
B,  a  und  b  die  adjungirten  Mittelpunkte,  m  der  Hauptmittelpunkt  (Fig.  1). 


Fig.l. 


(£ 


Diese  vier  Punkte  m,  o^  a  und  h  liegen  auf  einem  Mittelpunktskreise.    Da  nun 
LAB=^L%ß=^La  ein  constanter  ist,  so  ist  Lamh  gleichfalls  constant; 
ma  and  wh  beschreiben  daher,  wenn  91  und  ^  um  ihren  Durchschnitts- 
pankt   n   unter  Beibehaltung   ihres  Neigungswinkels   o  sich  drehen,    zwei 
projeciivisch   gleiche  StrahlenbUschel,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der 
Hauptmittelpunkt  m  ist;  infolge  dessen  sind  die  beiden  adjungirten  Mittel- 
punkte a  und  h  entsprechende  Punkte  zweier  projectiyischen  Punktreihen, 
deren  gemeinschaftlicher  Träger  die  Centrallinie  S  ist.    Sind  a«  und  &y  die 
den  unendlich  fernen  Punkten   hx  bezw.  ay  entsprechenden  Punkte,  so  ist 
leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Geraden  max  und  mbyj  die  wir  X  und  ^ 
nennen  wollen,  gegen  die  Centrallinie  S  unter  dem  Winkel  a  geneigt  sind. 
Wir  lassen  jetzt  den  Durchschnittspunkt  o  den  Mittelpunktskreis  durch- 
wandern,  dann  drehen  sich  A^.B^  R  um  ihre  Mittelpunkte  a,  h  und  m; 
Ä  nnd  B  beschreiben  zwei  projeotivische  Strahlenbüschel  um  a  und  h,  ihre 
Dordisehnittspunkte  x  und  y  mit  den  Geraden  X  und  ^  zwei  projectivische 
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Pnnkiareihen.  Letztere  liegen  perspectiyisch ,  da  der  Dnrchschnittspankt  m 
ihrer  TrSger  sich  selbst  entspricht,  nnd  bestimmen  somit  ein  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  f  sein  mag.  Trift  o  in  a  ein, 
so  ist  Ä  als  Tangente  an  den  Mittelpunktskreis  parallel  X  nnd  der  Punkt  x, 
der  Schnittpunkt  von  A  mit  9E,  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  X,  wi&h- 
rend  y,  der  Schnittpunkt  von  B  mit  ^,  in  hy  f&llt.  Der  zugehörige  Strahl 
x^&y,  welcher  den  Mittelpunkt  f  enthalten  muss,  ¥drd  daher  parallel  X, 
und  in  gleicher  Weise  folgt,  dass  der  Strahl  yTfax  parallel  SQ  ist;  müxfbp 
ist  demnach  ein  Bhombus  und  f  der  Oegenpunkt  vom  Hauptmittelpunkt  m 
in  Bezug  auf  die  Centrallinie  6.  Wir  wollen  den  Punkt  /'kurz  den  Gegen • 
punkt  des  Eräftesystems  nennen. 

Zieht  man  nun  x^fy^  parallel  S,  so  müssen,  weil  auch  Xq  und  p^  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Punktreihen  X  und  ^  sind,  die  Strahlen  ax^^ 
und  &j^o  sich  gleichfalls  in  einem  Punkte  Oq  des  Mittelpunktskreises  begegnen. 
Beschreibt  man  femer  um  das  Dreieck  o^Xq^q  einen  Kreis  ft,  so  berührt 
dieser  wegen  der  perspectivischen  Lage  der  beiden  Dreiecke  OqX^Pq  und 
o^ah  den  Mittelpunktskreis  in  Oq.  Da  aber  LmXQPQ^ LmyQXQ  =  Lx^^o^Pq^^  a^ 
so  sind  die  beiden  Geraden  X  nnd  ^  Tangenten  an  den  Kreis  ft,  x^ff^  ist 
die  Berührungssehne  und  somit  die  Polare  des  Hauptmittelpunktes  m  in 
Bezug  auf  S,  Die  Lage  und  GrOsse  dieses  Kreises  St  ist  ebenso,  wie  die 
Lage  der  Punkte  Xq  und  y^  allein  abhSngig  von  der  Grösse  des  Winkels  «r, 
unabhängig  dagegen  von  der  Wahl  der  beiden  adjungirten  Mittelpunkte  a 
und  h  des  dazu  gehörigen  Mittelpunktskreises.  Diese  beiden  Mittelpunkte 
erzeugen,  wie  schon  oben  gezeigt  worden  ist,  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen und  werden  aus  den  beiden  Punkten  Xq  und  yQ  durch  zwei  projec- 
tivische Strahlenbüschel  projicirt,  deren  entsprechende  Strahlen  XqG  und  y^b 
im  Berührungspunkt  des  zugehörigen  Mittelpunktskreises  mit  dem  Kreise  it 
einander  begegnen.  Weil  nun  die  Centrallinie  (S  den  Kreis  ft  nie  schneidet) 
so  können  die  beiden  Strahlen  x^a  und  y^h  auch  keinen  gemeinschafÜicben 
Punkt  auf  €  haben,  woraus  folgt,  dass  die  von  a  und  b  beschriebenen, 
aufeinander  liegenden  projecti viseben  Punktreihen  keine  reellen  Doppelpunkte 
besitzen. 

Stehen  die  beiden  Geraden  91  und  93,  nach  welchen  die  Zerlegung  der 
Kräfte  erfolgte,  normal  zueinander,  so  fallen  die  beiden  Geraden  X  nnd  f) 
mit  der  Mittellinie  mc/*  zusammen,  der  Kreis  %  degenerirt  zum  Punkte  f 
und  alle  Mittelpunktskreise  geben  durch  die  beiden  Punkte  m  und  /*,  wäh- 
rend die  adjungirten  Mittelpunkte  eine  Involution  von  Punktepaaren  bilden, 
deren  Mittelpunkt  der  Punkt  c  —  der  Centralpunkt  des  KrSfte- 
sjstems  —  ist. 

Wir  können  nun  die  Hauptresultate  unserer  Untersuchung  in  folgenden 
Satz  zusammenfassen: 

Alle  Mittelpunktskreise  umhüllen  im  Allgemeinen  einen 
Kreis  Jf.     Dieser  verändert  mit  der  Grösse  des  Winkels  (9S) 


icine  GrSaae  und  Lftga  derart,  dass  der  Hauptmittelpunkt  m 
nod  d«r  Ge^enpunkt  f  in  Bezug  auf  iho  stets  conjugirt  sind 
and  daas  die  von  m  an  £  gelegten  Taogeuten  3i  und  ^  mit  der 
Centrallinie  den  Winkel  (91SB)  bilden.  Ist  der  Winkel  (M©)  ein 
reehter,  so  wird  der  Kreis  ft  ZTim  Punkte  f,  und  alle  Mittel- 
ponktskreise  bilden  ein  KreiabUachel,  dessen  Grundpunkte  der 
QaDptmittclpunkt  ond  Gegenpunkt  des  KrJtfteajstems  sind. 

Die  adjungirten  Mittelpankte  a  und  b  sind  entsprechende 
Ponkte  zweier  projectiviscben  Punktreihen  und  werden  aus 
den  Berührungspunkten  x^,  Jt^  der  beiden  Tangenten  J  und  ?) 
darch  zwei  Strahlen  projicirt,  welche  sich  im  BerUhrnngs- 
pankte  des  zugehSrigen  Mittelponktskreises  und  des  Kreises  it 
tchneiden.  Bei  der  orthogonalen  Zerlegung  bilden  a,  b  eine 
elliptische   Involution    von    Puuktepaaren,    deren  Mittelpunkt 


§5. 
Wir  lassen  den  Punkt  o  den  Mittelpunkts  kreis  bis  zn  dem  Scbnitt- 
pankte  o,  mit  der  Geraden  X  durchwandern;  dann  verbindet  Oib,  die  Sei- 
teokraft  B,  zwei  entsprechende  Punkte  der  projecti vischen  Punktreihen  X 
aad  J).  and  mnas  deshalb  auch  Punkt  f  enthalten.  Die  Resultonte  It  ßllt 
mit  der  Geraden  "£  zusammen ,  und  da  diese  Lagenbeziebung  ftlr  alle  Mittel- 
panktskreise  gilt,  so  erhält  man: 

Wenn  die  Eesultante  mit  der  Geraden  it  oder  mit  5)  znaam- 
menfällt,  so  bilden  alle  Seitenkräfte  B  bezw.  Ä  ein  Strahlen- 
bttschel  erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  f  ist 

Da  f  der  Gegenpunkt  von  m  in  Bezug  auf  die  Centrallinie  g  ist,  so 
argiebt  sich,  dass  der  Bogen  am  gleich  dem  Bogen  ao,  des  Mittelpunkts- 
kreises  ist;  Aatno,  ist  daher  gleichschenklig,  Trifft  nun  Punkt  o  mit  m 
zusammen,  so  flillt  die  Seitenkraft  A  auf  ma,  die  Seitenkraft  B  auf  m& 
□  &d  die  Reaaltante  R  berührt  in  m  den  Mittelpunktskreis.  Wegen  des  be- 
kannten Satzes  vom  Äbschnitt'Swinkel  folgt  dann  leicht,  dass  die  Seitenkrltfte 
A  and  B  die  Winkel  halbiren ,  welche  die  Resultante  R  mit  den  Geraden  X 
b«t«.  ^  bildet 


Es  sei  ein  beliebiger  Punkt  o  gegeben.  Wir  drehen  das  Kraftesystem 
and  mit  ihm  die  Resultante  R  um  m  so  weit,  bis  R  den  Punkt  o  entbSlt. 
Dann  kSnnen  wir  o  als  Durch  sehn  ittspunkt  zweier  adjungirter  SeitenkrHfLe 
auffassen.  Wir  beschreiben  den  Mitt«lpuöktskreis ,  welcher  durch  o  und  m 
geht  nnd  den  Kreis  $t  berQhrt.  Dieser  Mittelpunk  takreis  bestimmt  auf  der 
Centiallinte  S  zwei  adjungirl«  Mittelpunkte  a  und  b,  die  Mittelpunkte  der 
■ich  in  dem  gegebenen  Punkte  o  schneidenden  SeitcnkrSfte  A  und  B,  welche 
■■Dwt  durch  oa  und  ob  gegeben  aind. 
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Durch  0,  m  und  St  sind  aber  im  Allgemeinen  zwei  Mittelponktakzeiaa 
foBtgelegt,  woraus  folgt,  dass  durch  einen  Punkt  o  im  Allgemeinen  swei 
Paar  zugehöriger  Seitenkr&fte  gehen.  Wenn  aber  der  Punkt  o  auf  dem 
Kroiso  St  liegt,  so  giebt  es  einen  einzigen  Mittelpunktskreis  und  infolge 
<lcst>en  auch  nur  ein  Paar  zugehöriger  Seitenkräfte,  welche  durch  %jfo  gehen 
und  dadurch  bestimmt  sind.  Wenn  endlich  o  innerhalb  des  Kreises  tt  li^g^ 
HO  Hühneiden  sich  in  ihm  keine  reellen  Seitenkräfte. 

Ut  0  der  Schnittpunkt  von  R  mit  der  Centrallinie  (S,  so  fiUlt  entweder 
A  odor  B  mit  6  zusammen,  und  es  folgt,  da  die  adjungirte  Seitenkxftfi  B 
niHp.  A  dann  mit  S  den  Winkel  (919)  =  «  bildet,  dass  B\\%)  besw.  ÄJHi 
Hoin  muss.  Wenn  endlich  o  mit  m  zusammenftUti  so  berührt  der  Mittel- 
punktskrois  die  Resultante  R  ia  m^  und  wir  sahen  schon  in  §  5,  dass  die 
Heitoiikräfte  A  und  B  die  Winkel,  bezw.  ihre  Nebenwinkel  halbiren,  die  R 
mit  X  bezw.  ^  bildet 

Hei  der  orthogonalen  Zerlegung  wird  der  Kreis  St  zum  Punkte  f,  woraus 
hervorgeht,  dass  in  jedem  Punkte  ein  Paar  a^jungirter  Seitenkrftfte  sich 
bogognen,  aber  eben  nur  ein  Paar,  da  durch  die  Punkte  m,  o,  /*  nicht 
iiitthr  als  ein  Mittelpunktskreis  zu  legen  ist.  Dagegen  in  f  selbst  begegnen 
nioh  alle  Seitenkräfte,  wenn  die  Resultante  B  normal  zur  Centrallinie  C 
Koriohttit  ist  Da  femer  X  und  ^  mit  mf  zusammen&Uen ,  so  ergiebt  sich 
wfiiter,  dass  durch  den  Schnittpunkt  Yon  R  mit  S  die  zur  Centrallinie  nor- 
male Beitenkraft  gehen  muss. 

§7. 

Aufgabe:  Es  ist  ein  Paar  adjungirter  Seitenkräfte  A  und  B  gegeben. 
Man  soll  den  Ort  ihres  Durchschnittspunktes  o  bestimmen,  wenn  A  und  B 
nIcIi  parallel  verschieben. 

Da  die  Mittelpunkte  a  und  h  zweier  a^jungirten  Seitenkräfte  entspre- 
chende Punkte  zweier  projectivischen  Pnnktreihen  sind ,  so  bilden  A  und  B 
zwei  projectiyische  Parallelstrablenbüscbel ;  ihr  Durchschnitt  ist  daher  eine 
Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel  A  undi?  sind.  Die  durch  die  Punkte 
Um  und  hy  gelegten  Seitenkräfte  Ax  bezw.  By  sind  die  Asymptoten  selbst, 
weil  die  ihnen  adjungirten  Kräfte  B^  und  A^  durch  die  unendlich  fernen 
Punkte  2»x  bezw.  a^  gehen,  mithin  ihr  Durchschnitt  Ojg  und  Oy  mit  A»  bezw. 
By  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  der  Hyperbel  sind.  Es  ist  einleuch- 
tend ,  dass  die  Resultante  R  in  diesem  Falle  parallel  A^  bezw.  By  sein  muss. 

Da  es  innerhalb  des  Kreises  St  nach  §  6  keinen  Punkt  o,  auf  dem 
Kreise  St  nur  einen  solchen  Punkt  giebt,  nämlich  den  Schnittpunkt  der 
duroll  die  beiden  Punkte  x^  resp.  ^o  gelegten  Seitenkräfte  A^  und  Bq,  so 
folgt,  dass  die  Hyperbel  den  Kreis  St  berührt  Da  endlich  auch  o  in  den 
Jlauptmittelpunkt  m  fallen  kann,  so  enthält  die  Hyperbel  auch  diesen. 

Wir  erbalten  somit  als  Resultat: 

Dar  geometrische  Ort  fUr  die  Durchschnittspnnkte  o  pa» 
Ular  adjungirter  Seitcnkräfte  A  und  B  ist  eine  Hyperbel. 
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Dia  den  Tergdiiedenen  Richtungen  entsprechenden  Hyperbeln 
•ntbalten  a&mmtlicb  den  Hauptmittelpnnkt  m  nnd  berflhron 
itn  Kreis  S.  Ihre  Asymptoten  sind  die  dnrch  die  beiden 
Pnnkte  a,  and  by  gezogenen  Seitenkräfte  Ak  nnd  f^;  ihr  Uittel- 
fDukt,  der  Durchschnitt  von^x  mitf^,  liegt  anf  einem  Kreise, 
veloher  die  Geraden  TL  nnd  ^  in  den  Punkten  a«  nnd  b^  berührt. 
Bei  der  orthogonalen  Zerlegang  erhalten  wir  dagegen  ein  Btlschel 
gleichseitiger  Hyperbeln,  dessen  zwei  reelle  Qrundpnnkte  der 
Hiaptmittelpnnkt  »i  nnd  der  Gegenpnnkt /*  sind,  nnd  welche 
ilmmtlich  den  Centralpnnkt  c  zum  Mittelpunkt  haben. 


Wir   &nden  in  §  Ö,   daes  sSmmtliche  SeitenkrUfte  B  ia  f  eich  begeg- 
nm,  wenn  die  Elesnitante  R  mit  der  Geraden  3E  znsammenfSIlt.     Drehen  wir 


jetit  ß  nm  den  Hauptmittelpunkt  m,  so  drehen  sich  die  SeitonkrSfte  B  um 
ihre  Uittelpnnkte  b  in  gleicher  Weise  nm  den  Winkel  <p.  Bind  die  Mittel 
Jinie  fc  nnd  die  Linie  fb  (Fig.  3)   twei  solcher  SeitenkrSfte  in  ursprOng- 

\  f.  Mathematik  n.  VhjM  XXXT.  3.  11 
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Hoher  Lage,  de  und  dh  in  der  neuen  Lage,  so  sind  die  Winkel  fcd  bex^v^ 
fbd^=ip,  woraus  folgt,  dass  fchd  ein  Sehnenyiereck  ist   Da  nun  der  Winkel 
fch  ein  rechter,  so  ist  es  auch  Winkel  fdh^  d.  h«  der  Fnsspnnkt  des  von  / 
auf  die  Seitenkraft  B  gefllllten  Lothes  liegt  anf  der  (Geraden  cd,  und  da   1^  £ 
dies  von  allen  Seitenkrftften  gilt,  so  folgt  weiter,  dass  die  Seitenkrftfte  JB 
sämmtlich  Tangenten  einer  Parabel  $5  sind ,  deren  Brennpunkt  f  nnd  deren 
Scheiteltangente  cd  ist     Ganz  analog  iSsst  sich  nachweisen,  dass  die  Seiton«    1*^^ 
krSfte  Ä  eine  Parabel  $a  nmhüllen.    Nun  kann  sowohl^,  als  anch  JBeiKi-    |«i^i 
mal  mit  der  Centrallinie  S  zusammenfallen,  in  welchem  Falle  nach  §  6  dLie 
adjnngirten  Seitenkr&fte  B  resp.  Ä  parallel  ^  bezw.  X  sind  nnd  sich  ixx 
Schnittpunkte   der  Resultante   mit  der  Centrallinie   treffen.     Daraus   fol^S^ 
einerseits,  dass  sowohl  ^a»  als  auch  $»  die  Centrallinie  berühren,  andero^- 
seits,  dass  die  an  $«  und  $»  parallel  X  bezw.  ^  gelegten  Tangenten  si< 
mit  der  Resultante  auf  der  Centrallinie  begegnen. 

Der  Hauptmittelpunkt  m   ist  der  Oegenpunkt  des  Brennpunktes  f 
Bezug  auf  die  Tangente  (Sf  daher  ein  Punkt  der  beiden  Leitlinien  und 
gleich  der  Pol  der  Linie  x^fy^. 

Man  ziehe  yon  m  die  beiden  Tangenten  B'  und  B"  an  $»,  so  balbi 
diese  Seitenkräfte  nach  §  6  den  Winkel,  den  R  mit  ^  bildet,   und  seine 
Nebenwinkel;  die  vier  Strahlen  R^  ^,  Bj  ß'' sind  mithin  vier  harmoniseh^^^ 
und  daher  R  und  ^  zwei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Parabel  $» 
Ist  p   der  Schnittpunkt  von  R  mit  der  Geraden  XqPq^    so  ist  das  Dreied^' 
pmyQ  ein  Polardreieck  fdr  die  Parabel  $&  und  ebenso  pmx^  ein  Polardrei-- 
eck  für  die  Parabel  $a«     Schneidet  die  Resultante  R  den  Kreis  S  in  den 
beiden  Punkten  Oq  und  o^,   so  sind  nach  §§  4  und  6  o^Xq  und  o^^Pq  einer- 
seits, o^Xq  und  o^yQ  andererseits  zwei  Paare  adjungirter  Seitenkrftfte  und 
daher  Tangenten  an  $a  bezw.  $6*      Da  nun  R  die  Polare  von  Xq  bezw. 
y^  ist,  so   sind    o^   und   0,   die   beiden   Berührungspunkte   und   daher   die 
Schnittpunkte  von  $«  und  $^. 

Nun  entsprechen  jeder  Lage  der  Resultante  zwei  solche  —  adjungirte  — 
Parabeln,  welche  sSmmÜich  dieselben  Eigenschaften  haben.  Wir  erhalten 
somit: 

Zu  jeder  Resultante  R  gehören  im  Allgemeinen  zwei  ad- 
jungirte Parabeln  $a  nnd  iß^,  welche  von  den  Seitenkrftften  A 
und  B  umhüllt  werden  und  in  Bezug  auf  welche  R  und  3E  bezw. 
^  conjugirte  Strahlen  sind.  Diese  beiden  Parabeln  begegnen 
sich  mit  R  auf  dem  Kreise  S  in  zwei  reellen  oder  imaginSren 
Punkten;  ihre  Leitlinien  schneiden  sich  im  Hauptmittelpunkte 
m,  ihre  Scheiteltangenten  im  Centralpunkte  c  und  bilden  mit 
der  Mittellinie  mf  denselben  Winkel,  den  die  Resultante  R 
mit  H  bezw.  ^  einschliessi  Die  parallel  X  und  SQ  an  $«  bezw. 
$»  gelegten  Tangenten  treffen  sich  mit  der  Resultante  auf  der 
Centrallinie  &     Alle  den  verschiedenen  Lagen  von  R  entspre- 
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ehenden  Parabeln  bilden  eine  Parabelschaar,  deren  gemein- 
schaftliche Tangente  die  Centrallinie  €,  deren  Brennpunkt  der 
Oegenpnnkt  f  ist,  nnd  für  alle  ist  die  Gefade  x^y^  die  Polare 
des  Haüptmittelpnnktes  m.  Nur  wenn  die  Besultante  R  mit 
den  Geraden  X  oder  ^  zusammenfSlit,  bilden  die  SeitenkrSfte 
P  oder  Ä  ein  Strahlenbüscbel  erster  Ordnung,  dessen  Mittel- 
ponkt  f  ist,  während  in  diesem  Falle  die*Parabeln  $a  nnd  $& 
die  Geraden  X  bezw.  SQ  in  den  Punkten  x^  oder  y^  berühren. 

§9. 

Bei  der  orthogonalen  Zerlegung  fallen  die  beiden  Geraden  X  und  ^ 
mit  der  Mittellinie  m/*  zusammen,  und  infolge  dessen  vereinigen  sich  auch 
die  beiden  adjungirten  Parabeln  $a  und  $6  zu  einer.  Die  Resultante  R 
wird  der  Scheiteltangente  parallel,  ist  demnach  die  Leitlinie. 

Daher  haben  wir: 

Alle  SeitenkrSfte  umhüllen  bei  orthogonaler  Zerlegung 
eine  Parabel,  deren  Leitlinie  die  Resultante,  deren  Scheitel- 
tangente die  der  Resultante  parallele  Seitenkraft  ist.  Sämmt- 
liche  den  verschiedenen  Lagen  der  Resultante  entsprechenden 
Parabeln  bilden  eine  Parabelschaar,  deren  gemeinschaftliche 
Tangente  die  Centrallinie,  deren  gemeinschaftlicher  Brenn- 
punkt der  Gegenpunkt  /*  ist.  Nur  wenn  die  Resultante  normal 
xnr  Centrallinie  gerichtet  ist,  bilden  sftmmtliche  Seitenkräfte 
ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  der 
Gegenpunkt  f  ist. 

Soll  die  Lage  einer  Seitenkraft  A  von  bestimmter  Richtung  ^I  ermittelt 
werden,  so  haben  wir  nur  nöthig,  an  die  Parabel  eine  zu  Ül  parallele  Tan- 
gente zu  legen,  bezw.  durch  den  Gegenpunkt  f  eine  Parallele  zu  91  zu 
ziehen.  Dadurch  ist  A  und  der  dazu  gehörige  Mittelpunkt  a  bestimmt.  Dreht 
sich  die  Linie  31  um  einen  Punkt  und  erzeugt  sie  somit  ein  Strahlenbüschel, 
80  beschreibt  A  ein  ihm  projectivisches  Strahlenbüschel  zweiter  oder  erster 
Ordnung ,  je  nachdem  die  Resultante  einen  spitzen  oder  einen  rechten  Winkel 
mit  der  Centrallinie  bildet ,  und  der  dazu  gehörige  Mittelpunkt  a  beschreibt 
eine  diesen  Büscheln  projectivische  Punktreihe. 

Man  sieht  dabei  leicht  ein :  die  zur  Resultante  parallele  Seiten- 
kraft hat  den  Centralpunkt  zum  Mittelpunkt,  die  zur  Resul- 
tante normale  Seitenkraft  dagegen  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Centrallinie. 

§10. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  behandelten  Lagenbeziehungen  der 
Seitenkrftfte  bei  festliegendem  Hauptmittelpunkt  und  festliegender  Central- 
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linie ;  die  Yeränderongen ,  denen  das  KrSftesjstem  unterworfen  war,  bestan- 
den nur  in  gleichmässigen  Drehungen  sämmtlicher  Kräfte  um  ihre  AngnSr 
punkte.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Intensitfit  einzelner  Kräfte  zn 
yerändern,  oder,  was  für  vorliegende  Aufgabe  damit  gleichbedeutend  ist, 
wir  fügen  dem  System  neue  Kräfte  hinzu  und  untersuchen,  welche  Lagen 
Hauptmittelpunkt,  Gegenpunkt,  Centralpunkt  und  Centrallinie  dabei  ein- 
nehmen, wobei  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  nur  orthogonaler  Zer- 
legungen bedienen  werden. 

Es  sei  ein  Kräftesystem  Z'  mit  seinem  Hauptmittelpunkte  m\  seiner 
Resultante  Jf  etc.  gegeben.  Wir  vereinigen  mit  diesem  System  eine  Kraft  P. 
deren  Angriffspunkt  p  sein  mag,  und  erhalten  dadurch  das  System  21 
Schneiden  R'  und  P  sich  im  Punkte  o,  so  muss  zunächst  die  Besultante  R 
des  Systems  £  auch  durch  o  gehen,  und  der  Hauptmittelpunkt  m  ist  der 
Schnittpunkt  von  R  mit  dem  durch  die  drei  Punkte  m',  p,  o  bestimmten 
Kreise  SR. 

Die  Grösse  und  Richtung  von  B  ist  nun  abhängig  von  dem  Verbält- 
niss  der  Resultante  R'  ;zu  der  Kraft  P  und  durch  das  Parallelogramm  zu 
finden.     Setzen  wir 


so  ist  leicht  einzusehen,  dass  auch 


=  ;i 


mp 

ist;  es  entspricht  also  den  verschiedenen  Werthen  von  X  je  eine  bestimmte 
Richtung  von  Ry  eine  bestimmte  Lage  von  m  auf  dem  Kreise  ÜR.  Den  Werthen 
jl  =  0  und  Jl  =  Qo  entsprechen  die  beiden  Punkte  m  bezw.  p;  durch  diese 
Punkte  wird  die  Peripherie  von  SR  in  zwei  Theile  getheilt,  deren  einer  den 
positiven,  deren  anderer  den  negativen  Werthen  von  X  zugehört.  Wenn 
daher  P  alle  möglichen  positiven  und  negativen  Werthe  annimmt,  so  be- 
schreibt m  eine  Punktreihe  auf  dem  Kreise  3R  und  R  ein  zu  dieser  per- 
spectivisches  Strahlenbüschel. 

Ist  R'\\Py  so  wird  der  Kreis  3)1  zu  einer  Geraden,  welche  tn  mit  p 
verbindet;  m  beschreibt  eine  gerade  Punktreihe  und  R  ein  zu  ihr  perspec- 
tivisches  Parallelstrahlenbüschel.     Die  Lage  von  m  und  von  R  ist  bestimmt 

durch  die  Gleichung  , 

mm        P 

mp        R 

§n. 

Wir  bilden   nach  der  Richtung  31  die  Seitenkraft  Ä  des  Systems  £\ 

die  Componente  A^  der  Kraft  P  und  erhalten  durch  Vereinigung  der  beiden 

parallelen  Kräfte  A'  und  A^  die  Seitenkraft  J.  des  Systems  L.    Die  Mittel- 

pankte  dieser  drei  parallelen  Kräfte  a ,  p  und  a  Wegen  ^m^  evcLet  Geraden^ 
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welche  wir  einen  Mittelpunktsstrahl  nennen  wollen.  Beschreibt  nun 
%  ein  Strahlenbüschely  so  erzeugen  a  und  a  nach  §  9  zwei  dem  Büschel 
projecÜTische  Ponktreihen,  deren  Trttger  die  Centrallinien  <£'  und  S  sind. 
Diese  Ponktreihen  befinden  sich  in  perspectivisoher  Lage,  da  a  and  a  immer 
auf  einem  dorch  p  gehenden  Mittelpnnktssixahle  liegen;  sie  sind  die  Schnitte 
Ton  iS^  und  €  mit  einem  Büschel  von  Mittelponktsstrahlen ,  dessen  Mittel- 
punkt p  ist. 

Wir  bezeichnen  in  der  Folge  mit 

Ap  die  Seitenkraft  parallel  einer  Kraft  P, 
Bp  die  Seitenkraft  normal  zur  Ejraft  P, 
dp  den  Mittelpunkt  der  ersteren, 
hp  den  Mittelpunkt  der  zweiten  Kraft 
und    nnterscheiden  durch  rechts  oben  angebrachte  Accente ,  welchem  System 
diese  Kräfte  und  Mittelpunkte  angehören;  ¥dr  nennen  endlich  @p  den  Mittel- 
punlctsstrahl,  welcher  die  Mittelpunkte  Up  enthält,  und  SCp  den  Mittelpunkts- 
Btrahl,  welcher  die  Mittelpunkte  hp  trägt. 

Wegen  der  perspectivischen  Lage  der  beiden  yon  a  und  a  erzeugten 
Pun^treihen  entspricht  der  Durchschnittspunkt  von  6'  und  6  sich  selbst; 
®^  i3t,  wie  leicht  einzusehen  ist,  der  Mittelpunkt  hp  der  zur  Kraft  P  nor- 
'^^en  Seitenkraft  Bp  des  Systems  £.  Die  Componente  Bp  von  P,  normal 
^^  -f^ genommen,  ist  nämlich  Null,  woraus  folgt,  dass  die  parallelen  Seiten- 
^^^^te  B^p  und  Bp  der  Systeme  2'  und  2  und  damit  auch  ihre  Mittel- 
P^i:^l:te  Vp  und  &p  zusammenfallen.  Bp  bleibt  aber  stets  Null,  welche 
^X'Össe  die  Kraft  P  auch  immer  haben  mag;  d.  h.  der  Punkt  h'p  ist  ein 
^^Bter,  der  nur  von  der  Richtung,  nicht  aber  von  der  Intensität  der  Kraft  P 

^^Viftngig  ist.     Aendert  sich  das  Yerhältniss  ^/  =  A,  so  beschreibt  die  Cen- 

^^^^linie  6  um  h'p  ein  Strahlenbüschel. 

Wir  bilden   die  zur  Resultante  R  normalen  Seitenkräfte  B'r,  Br,  B^y 

^eren  Mittelpunkte  &V)  hr  und  p  sind  und  auf  dem  Mittelpunktsstrahle  Zr 

biegen;  hr  ist  nach  §  9  der  unendlich  ferne  Punkt  von  S,  mithin  ist  (S|{jCr« 

-Aendert  l  seinen  Werth,  so  beschreibt  R  ein  Strahlenbüschel,   h'r  auf  €' 

^ine  ihm  projectivische  Punktreihe  und  somit  %r  und  S  ein  ihm  projecti- 

Fisches  Büschel. 

Der  Mittelpunkt  aV  der  zu  R  parallelen  Seitenkraft  Ar  ist  dem  Mittel- 
punkt h'r  adjungirt  und  bildet  mit  ihm  ein  Punktepaar  einer  Involution 
§  4,  daher  sind  @r  und  Xr  zugeordnete  Strahlen  eines  involutorischen 
Strahlenbüschels.  Der  Centralpunkt  c  des  Systems  Z  ist  aber  der  Mittel- 
punkt der  Seitenkraft  Ar  und  liegt  als  solcher  sowohl  auf  der  Centrallinie  €, 
als  auch  auf  dem  Mittelpunktsstrahle  @r«  Da  nun  (£  immer  parallel  Xr  ist. 
so  erzeugt  die  Centrallinie  mit  @r  einen  Kegelschnitt,  auf  welchem  alle 
Centralpunkte  c  liegen.  Da  ®r  ui^d  %r  wegen  des  elliptischen  Charakters 
der  Involution  nie  zusammenfallen,  so  kann  auch  €  niemals  parallel  ®r 
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ist  die  eine  vom  Pnnkte  ji  an  $  gelegte  Tangeate,  die  andere  ist  pf.  Die 
drei  Geraden  pf  ,  Bp  und  B,'  behalten  ihre  Lage  bei,  wenn  il  seinen  Wertb 

aniiert,  und  werden  von  der  Parabel  5)J  berührt;  der  Kreia  g  enthält  daher 
ihre  drei  Schnittpunkte,  nSmüch  den  Punkt  p,  den  Punkt  f  und  den  Sohnitt- 
puiikt  von  Bp  mit  der  durch  p  zu  ß'  gelegten  Parallelen. 

Pie  zu  den  Parabeln  5ä'  nnd  5p  gehörigen  Leitlinien  sind  die  Resul- 
tanten R'  nnd  R  (§9);  dieselben  schneiden  sich  immer  im  Punkte  0  (§  ID). 
Nim  ist  bekanntlich  der  Schnittpunkt  der  Leitlinien  alter  einem  Dreieck 
einbesch rieben en  Parabeln  der  Höhen^chnittpunkt  dieses  Dreiecks;  sein 
Gegenpunkt  in  Bezug  auf  eine  Seite  liegt  immer  auf  dem  umschriebenen 
Kreise.  Wir  erhalten  somit  leicht  einen  neuen  Punkt  unseres  Kreises  % 
B^Wenn  wir  den  Oegenpunkt  von  o  in  Bezug  auf  die  Seitenkraft  Bp  nehmen. 

§13. 

■  behandeln  hier  den  besondem  Fall,  dass  P\R'  ist.  Die  zu  P 
male  Seitenkraft  Ifp  ist  auch  normal  zu  R',  der  Mittelpunkt  Ii'^,  um 
Elchen  die  Centrallinie  (S  sieb  dreht,  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  €' 
.  h.  ß  beschreibt  ein  ParallelatrahlenbUschel.  Da  die  Centralpunkte  c  ent- 
tprecbende  Punkte,  d.  b.  Mittelpunkte  gleichgerichteter  Beitenkrüfte  sind,  so 
Wwagt  sich  c  auf  dem  Mittelpunkts  strahl  ©r'  oder  jic.  Ebenso  wird  der 
Kreis  5  zur  Verbindungslinie  pf;  die  Mittellinie  mcf  verschiebt  sich  also 
parallel  mit  sich  selbst,  wobei  sich  die  drei  Punkte  m,  c  nnd  /"auf  drei 
Geraden  fortbewegen,  welche  in  p  sich  schneiden.  Die  specielle  Lage  von 
«(/"ist  bestimmt  durch 

mii  cp  (p      R' 

Llll  ;i  =  — 1.    so   iai  P  =  —  I^\   das  System  Z  ist  äquivalent  einem  KrSfte- 
,  f,  6  nnd  A  liegen  im  Unendlichen. 
Wenn  dagegen  fl'=0,  i  also  =00  wird,  so  fallen  m,  c  nnd  f\u  den 
Angriffspunkt  -p  der  Einzelkraft  P,  und  jede  durch  p  gehende  Gerade  kann 
ils  Ceotrallinie  angesehen  werden. 

ßs  seien  zwei  Kraftesysteme  £'  und  E"  gegeben;  das  VerbSltniaa  der 
Mvtm  sei  ^' 


r  =  l. 


1 


werden  üu  einem  Sjetem  21  vereinigt.  Der  Ort  für  die  Resnl- 
A  den  Hau ptmittelp unkt  m  bestimmt  sich  genau  so,  wie  in  §  10< 
für  P  die  Reanltante  R",  fUr  p  der  Hauptmittelpunkt  m"  gesetzt  wird. 
Wir  bilden  wieder  nach  der  Richtung  %  die  beiden  SeitenkrUfte  A'  nnd 
ihre  Mittelpunkte  a  und  a"  beschreiben,  wenn  %  gedreht  wird,  zwei 
DOschel  %  und  daher  zueinander  projeotivische  Punktreihen  auf  den 
•B  Ceairallioiea  ß"  und  6".     Die  Mittel punklsBttftWeu  ad'  diex  "^^  »äV 


IGU 


■v^.-o  ebener  Kräftesysteme. 


,1 


^  -i  kV ! 


a  des  Systems  £  liegen  muss,   umhttllen 

,  welcher  S'  und  6"  berührt     Wir  bestimmen 

ixid  b"r'  der  zur  Kesultante  R'  normalen  Seiten- 

...v..-.<.ii  torue  Punkt  der  Ceutrallinie  6',  woraus  folgt, 

.   .  j   \laiclpunktsstrahl  S^'i  welcher  die  Punkte  &V  und 

....lalliuie  ^'  parallel  läuft.     Ebenso  folgt,  dass  Xr"  pa- 

v-    \ii'r    Linien   (S*,    Ir'i   ^'\  2^r"    bilden    daher   ein    demi 

.ai.schriebeues   Parallelogramm,    dessen   Diagonalen    zwei 

.  ,   .i.K-»>oi  »lud;  die  Mitte  der  Diagonale  h'r''l>'r'  ist  daher  der 

;i'o   Ko^'olsohnitts  15'-'. 
...i»*;i!uio  0    des  Systems  -T  schneide   (5'  in   einem  Punkte   «'„; 
....     u'i    oiUsiMvohemie  Mittelpunkt  a^  einmal   auf  ij,    zum   Zweiten 
..I    •..:    .loiu  Miitolpunkt;5Strahl  S^^.   welcher  a\^   mit   q'q  verbindet. 
A.u'i    lu'.i  c'^,  zusammen,  ist  daher  gleichfalls  eine  Tangente  an  6'^. 
..u..iu.ion   vlou    MittolpunkUstrahl    Jr.    welcher  die  Mittelpunkte  fcV, 
•,    ..ii   iuv  Kesultante  Ä  normalen  Seitenkräfie  ei::b;ilt:  da  br  der  un- 
.   u.i    5CIU0  Punkt    von  L>   ist,    so   ist  l>    J-.      Bei   veränderlichem   k  be 
.  A  v.>.    -fc  ein  Strahleubilsohol .    J-  und   damit    auch  ^  zwei  ihm  projecti- 
.  .u-   !i'.i>cl\el  -weiter  Ordnunjj.  deren  Träjer  (F^'^'  ist. 

1*.;'  :i.!^'uuj;'.vten  Mittelpv.nkie  a'r  v.r.d  h,  .:we:er  zueinander  normalen 
i  'a:;\i.s'.!o  Mud  Piinktepiure  einer  ^^.:p::^vben  Ir.vo'-u::on  §4  auf  der  Tan- 
. ..  .  0  .  vi'c  Ivio.eu  :u^*v.n»:i^:e::  Mi::e'.r«i:k:*<:rabieL  S^  -ni  Jr  sind  daher 
«.      '..\o../.»*vi>,*h  ctraArte  Lance::: on  ä::  v5  • .     Ihr  Sj'::r.ir:v unk:  Mefft  daher 

,.i.-,\»-      1^   ..-•    I...         »%         ...    *      w."**'      <      •••■    •      "       '•.»      l>i— "«V  ^  - 1,  -r^».. -■.»)'-•  -       «-,'^m 
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der  beiden  an  6^^^  in  $  und  r  gelegten  Tangenten,  und  beschreibt  daher, 
wenn  durch  Veränderung  von  X  die  Richtung  der  Resultante  variirt  wird, 
einen  Kegelschnitt  (S^^,  welcher  den  Kegelschnitt  (S.^  in  den  beiden  Doppel- 
punkten der  von  s  und  r  beschriebenen  Punktreihen  doppelt  berührt.  (Vergl. 
Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte.  2.  Aufl.,  S.  350.)  Da  diese  Doppel- 
punkte die  Endpunkte  des  Durchmessers  ug  sind,  so  sind  die  beiden  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  parallel  und  parallel  der  Involutionsaxe  @;  der 
Durchmesser  ug  ist  somit  auch  ein  solcher  für  den  Kegelschnitt  (S*^^*  Die 
beiden  Kegelschnitte  sind  daher  concentrisch  gelegen. 

Da  r  und  t  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind,  t  und  s  nie  zusam- 
menfallen, so  können  s  und  r  niemals  Endpunkte  desselben  Durchmessers 
sein;  die  beiden  Tangenten  @r  und  S  sind  daher  nie  parallel.  Mithin  hat 
der  Kegelschnitt  @<*^  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  keine  reellen  Schnitt- 
punkte und  ist  eine  Ellipse. 

'  Wenn  die  beiden  Involutionscentra  u  und  g  in  Bezug  auf  (S^^^  con- 
jngirt  sind,  so  sind  auch  die  beiden  Punkte  r  und  s  involutorisch  gepaart; 
die  Verbindungslinie  rs  geht  immer  durch  ein  drittes  Involutionscentrum  e. 
Die  drei  Punkte  u,  g  und  e  bilden  ein  Tripel  conjugirter  Punkte,  durch 
welche  die  drei  Seiten  rt,  ts,  rs  des  dem  Kegelschnitt  (S^^^  einbeschriebe- 
nen Dreiecks  gehen.  (Schröter,  Kegelschnitte.  2.  Aufl.,  S.  149.)  Da  nun 
u  der  Mittelpunkt  ist,  so  liegen  g  und  c  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
und  die  Involutionsaxe  ®  ist  ein  Durchmesser.  Weil  dieser  den  Kegel- 
schnitt nicht  schneiden  darf,  so  ist  der  vorliegende  Fall  nur  möglich,  wenn 
6^^  eine  Hyperbel  ist.  Der  Schnittpunkt  c  der  beiden  in  r  und  s  an  die 
Hyperbel  gelegten  Tangenten  6  und  @r  bewegt  sich  nun  auf  der  Polare  @ 
des  Punktes  e\  e  und  g  waren  aber  zwei  conjugirte  unendlich  ferne  Punkte, 
also  sind  6  und  ®  zwei  conjugirte  Durchmesser,  von  denen  @  die  Hyper- 
bel stets  in  zwei  reellen,  ®  in  zwei  imaginären  Punkten  schneidet. 

Wir  wollen  hier  noch  erwähnen,  dass  der  zuletzt  untersuchte  Fall  be- 
sonders dann  eintritt ,  wenn  die  beiden  Kräftesysteme  Z'  und  2''  so  inein- 
ander liegen,  dass  ihre  Centralpunkte  c   und  c"  sich  decken. 

§15. 

Die  beiden  Parabeln  ^'  und  $"  der  beiden  Systeme  2?'  und  Z"  haben 
drei  reelle  oder  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten 
Äsj  Ay^  Az.  Es  sind  dies  wieder  drei  Paare  paralleler  Seitenkräfte,  welche 
mit  ihren  Mittelpunktsstrahlen  @;ri  @y,  @s  zusammenfallen.  Die  entspre- 
chenden Seitenkräfte  des  Systems  2)  liegen  gleichfalls  auf  diesen  Strahlen; 
die  Tangenten  A^,  Ay^  A^  berühren  daher  auch  S^^^  «md  die  Parabel  $ 
des  Systems  2.  Durch  Veränderung  von  X  nimmt  die  Parabel  $  andere 
Lagen  an;  sie  berührt  aber  immer  die  drei  Geraden  Ajgj  Ay,  A^t;  ihr  Brenn- 
punkt f  durchläuft  daher  den  Kreis  |$,  welcher  dem  Dreiseit  AxA^A^  um- 
schrieben ist  und  auch  die  Punkte  f  und  f  enthält 
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Die  Leitlinien  der  drei  Parabeln  $',  $'\  $  sind  die  drei  Besnltan'fc«!! 
R\  R"  und  R^  welche  sich  im  Punkte  o,  dem  Höhensehnittpnnkt  des  DKnei- 
seits,  schneiden.    Der  Gegenpunkt  t  von  f  in  Bezog  auf  eine  Seite ,  s.  B.  ^^g^ 
liegt  auf  der  Leitlinie  R  und  beschreibt,  wenn  f  den  Kreis  %  dniebwandoiali 
einen  congruenten  Kreis ,  welcher  mit  dem  Kreise  $  in  Besag  auf  Ax  VfWMh 
metrisch  liegt  und  den  Punkt  o  enthält.     Daher  ist  das  Büschel ,  weleli«i 
22  durch  Drehung  um  o  erzeugt,  projectivisch  der  Kreispnnktreibe,  die  dieogr 
Gegenpunkt  t  beschreibt,  also  auch  projectivisch  der  Ponktreihe,  welch»    f 
auf  dem  Kreise  ^  bestimmt.     Es  sind  dabei  aber  die  Bogen,  welche  f  und 
sein  Gegenpunkt  t  auf  den  beiden  congruenten  Kreisen  in  umgekehrt«! 
Richtung  durchlaufen,   einander  gleich;   da  dieser  Gregenpnnkt  t  and 
Hauptmittelpunkt  m  immer  auf  demselben  Strahle,  der  Besnltante  R^ 
und  R  sich  immer  um  den  Punkt  o,  den  Schnittpunkt  des  Kreises  9R  vsiA 
des   von   Punkt  t  beschriebenen  Kreises,   dreht,   so  erzeugen  m  auf 
Kreise  9R  und  /*  auf  dem  Kreise  ^  zwei  projectivisch-fthnliche, 
in  umgekehrter  Richtung  laufende  Punktreihen. 

Hieraus  folgt  die  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  mmm"  und  fff     * 
und  es  ist 

L  mmm*  =  L  fff\ 

Dadurch  ist  %  als  ein  Kreis  bestimmt,  welcher  ff  als  Sehne  enthält  un^ 
^  fff"=^  L  vfimm    als  Peripheriewinkel  fasst. 
Man  hat  aber  auch  nach  §  10 

ww'  _      ff  _. 
mm  ff 

wodurch  der  Punkt  f  selbst  auf  dem  Kreise  ^  bestimmt  ist. 

Bei  der  Erzeugung  der  Punktreihe  ^  triffb  der  Punkt  f  in  den  Eck- 
punkten des  Tangentendreiseits  A^AyAt  mit  der  Resultante  R  zusammen; 
R  ist  dann  normal  zur  Gegenseite.  In  diesem  Falle  zerfällt  die  Parabel  $ 
in  ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  f  ist;  das  Kräfte- 
System  Z  befindet  sich  dabei  in  der  ausgezeichneten  Lage,  bei  welcher  R 
normal  zur  Centrallinie  €  ist.  €  ist  daun  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
an  $'  und  iß",  also  dem  Mittelpunktsstrahle  %r%  parallel.  Bei  fester  Lage 
von  R'  und  R"  tritt^  dieser  Fall  dreimal  oder  einmal  ein,  je  nachdem  $ 
und  ^"  drei  oder  nur  eine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente  haben. 

Wir  können  die  zuletzt  gefundenen  Resultate  noch  benutzen,  um  in 
anderer  Weise  den  Ort  fQr  den  Centralpunkt  c  zu  gewinnen.  Projiciren 
wir  nämlich  m  und  f  durch  die  Radien  der  Kreise  9R  und  |$,  so  erhalten 
wir  zwei  projectivisch  gleiche  Büschel  mit  entgegengesetztem  Drehungssinne. 
Zweimal  werden  dabei  die  entsprechenden  Strahlen  gerade  entgegengesetzt 
gerichtet  sein  und  dadurch  die  beiden  parallelen  Durchmesser  dm  bezw.  df  be- 
stimmen, deren  entgegengesetzt  liegende  Endpunkte  entsprechende  sind. 
Nimmt  man  nun  zwei  Punkte  m,  und  tn^  so  an,  dA&^  imxtii)^l^<2m>  so  ist 
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die   Verbindnngslmie   f^fy   der   beiden   entsprechenden  Punkte   wegen  der 
Aehnlichkeit  der  Punktreiben  gleichfalls  parallel  df,  and  man  hat 

m«  ffiy :  /]r /^  =  dm :  ^^  =  constant. 
Es  ist  aber  fn^f^yf^fx  ein  Trapez,  dessen  zwei  Gegenseiten  m^fy  und  myfx 
sich  stets  im  Süsseren  Aehnlichkeitspunkte  der  beiden  Kreise  9R  und  % 
schneiden.  Die  Mitten  v  und  ta  dieser  beiden  Seiten  liegen  daher  auf  einem 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  u  die  Mitte  der  Verbindungslinie  der  Mitten  der 
beiden  Kreise  9R  und  ^  ist  und  dessen  Durchmesser  die  Länge  i{dm  +  df) 
hat.  Die  Mittellinie  vw  des  Trapezes  schneidet  die  beiden  Diagonalen  mxfx 
und  tHyfy  in  den  Centralpunkten  Cx  bezw.  (^,  und  man  hat  daher,  wenn 
dm>dfiat, 

wShrend 

vw=:^{mxmy  +  fxfy) 

ist.     Es  folgt  daraus  das  Verhttltniss 

VW  ""  tnxfny  +  fxfy''  dm  +  df' 
mithin  constant*. 

Die  parallelen  Sehnen  vto  des  Kreises  um  u  werden  durch  Cx  und  Cy 
in  constantem  Verhältniss  yerkürzt;  somit  ergiebt  sich,  dass  c^  und  Cy  die 
Endpunkte  paralleler  Sehnen  einer  Ellipse  @(^)  sind,  deren  Hauptaxe  gleich 
der  Summe ,  deren  Nebenaxe  gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  der  beiden 
Kreise  9R  und  %  sind  und  deren  Mittelpunkt  u  die  Mitte  der  Centrale 
dieser  beiden  Kreise  ist« 

Haben  die  beiden  Kreise  9R  und  %  gleichen  Durchmesser,  so  wird  das 
Trapez  tn^fnyfyfx  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  sich  halbiren;  Cx 
und  Cy  fallen  zusammen  und  der  Centralpunkt  c  beschreibt  in  diesem  Falle 
eine  gerade  Linie  (§  14)  von  der  Länge  des  Durchmessers. 

§16. 

Die  beiden  projecti vischen  Punktreihen  S'  und  6"  können  ihren  Durch- 
schnitt ap  entsprechend  gemein  haben  und  liegen  dann  perspectivisch.  Die 
beiden  ineinander  liegenden  Strahlenbüschel,  welche  S  und  @  durch  Um- 
hüllung yon  (S^^^  erzeugen,  zerfallen  in  zwei  Strahlenbüschel  erster  Ordnung, 
deren  Mittelpunkte  ap  bezw.  p  sind.  Der  Fall  ist  analog  dem  in  §  11  be- 
handelten. Die  Centrallinie  S  erzeugt  dann  mit  dem  Mittelpunktsstrahl  @r 
die  Ellipse  6<^\  welche  durch  ap  und  p  geht  und  diese  Pimkte  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  hat.  Die  in  Qp  und  p  an  6<^  gelegten  Tan. 
genten  haben  die  Richtung  des  Mittelpunktsstrahles  Zp ,  welcher  dem  Strahle 
@p  oder  pup  adjungirt  ist. 

Die  drei  festen  Tangenten  Äx^  Ay^  A^  an  die  Parabel  $'  und  %"  und 
an  $  bestimmen  auch  hier  in  ihren  Durchschnittspunkten  den  Kreis  $.  Die 
eine  stets  reelle  Tangente  Ag  ist  identisch  mit  der  dem  Durchscbnittspunkte 
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ttp  entsprechenden  Seitenkraft  ^p\  die  beiden  anderen  reellen  oder  imagi- 
nären Tangenten  sind  yon  p  an  $'  oder  Sß"  gelegt.  Der  Mittelpunkt  p  und 
die  Gegenpunkte  fj  f  bestimmen  daher  den  Kreis  0. 


§17.     . 

Wenn  die  beiden  Besultanten  R'  und  B"  parallel  sind,  so  sind  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  ^V^  ^'r"  der  Centrallinien  6'  und  (£''  ent- 
sprechende; der  Strahl  %r  ist  die  unendlich  ferne  Gerade.  Der  Kegelschnitt 
6(^)  wird  eine  Parabel.  Die  Centralpunkte  e ,  c'',  c  liegen  als  Mittelpunkte 
paralleler  Seitenkräfte  auf  einer  Geraden,  dem  Mittelpunktsstrahle  Sri  wel- 
cher S^^  berührt.  Nun  ist  allemal  mc^=^mf  und  die  drei  Punkte  m,  c  und 
f  liegen  stets  auf  einer  Geraden,  welche  normal  zu  6  ist.  Wird  /{'=:  —  /{'', 
so  gehören  m  und  c  und  damit  auch  f  der  unendlich  fernen  Geraden  an, 
woraus  hervorgeht,  dass  in  diesem  Falle  der  Ort  für  /*,  der  Kreis  $,  selbst 
eine  Gerade  wird,  f  also  eine  gerade  Punktreihe  beschreibt,  welche  der  Ton 
m  und  c  erzeugten  projectivisch  ist. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  der  Beweis  für  den  Fall,  dass  die  Haupt- 
mittelpunkte m',  ni'  und  damit  auch  m  zusammenfallen.  Dann  liegen  auch 
die  Resultanten  B\  R^  und  R  auf  einer  Geraden,  und  da  e%  c',  e  die 
Mitten  von  mf^  f^f\  ^f  sind,  so  erhalten  wir  durch  fffeiae  zweite 
Gerade,  welche  parallel  cc'c  ist.  Nun  ist  allemal  9ncJ.(S;  da  e  sich  auf 
cc"  bewegt,  so  umhüllt  S  eine  Parabel,  nämlich  6^^,  für  welche  m  der 
Brennpunkt,  cc"  die  Scheiteltangente  und  ff  die  Leitlinie  ist.  Die  drei 
Parabeln  S^\  $",  ^  haben  dieselbe  Leitlinie  R  und  daher  nur  zwei  gemein- 
schaftliche, zueinander  normale  Tangenten ,  deren  Schnittpunkt  der  gemein- 
schaftliche Punkt  der  Leitlinie  R  und  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte 
ff"  ist.  Bei  der  Drehung  von  R  durchwandert  dieser  Punkt  ff\  und 
die  beiden  Tangenten  umhüllen  fortwährend  die  Parabel  (S^^. 


§18. 

Wir  können  2'  und  2"  als  Theile  eines  einzigen  Kräftesystems  £  auf- 
fassen und  die  in  den  §§  10 — 17  gewonnenen  Resultate  daher  in  folgender 
Weise  zusammenfassen: 

Theilt  man  die  Kräfte  eines  ebenen  Kräftesystems  in  zwei 
Gruppen,  deren  eine  nur  constante  Kräfte  enthält,  während 
die  Kräfte  der  andern  Gruppe  ihre  Intensität  proportional  ver- 
ändern, so 

1.  beschreibt   die  Resultante  ein  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung, 

2.  erieugt  der  Hauptmittelpunkt  und  sein  Gegenpnnkt  je 

<B0  kreisförmige  Punktreihe  äR  und  g. 
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3.    'omhttllen  die  Centrallinie  und  die  Mittelpnnktsstrahlen 
denselben  Kegelschnitt  S^^^  oder  beschreiben  zwei  Strab- 
lenbttschel  erster  Ordnung, 
4.    l)ewegt   sich   der   Centralpunkt   auf  einer   Ellipse   (S^\ 
deren    Hauptaxe   gleich    der    Summe,    deren   Nebenaxe 
gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  der  beiden  Kreise 
9R  und  %  sind,   deren  Mittelpunkt  die  Mitte  der  Cen- 
trale dieser  beiden  Kreise  ist,   und  welche  den  Kegel- 
schnitt (S<^>  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  be- 
rührt, bezw.  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlenbü- 
schel erster  Ordnung  zu  Endpunkten  eines  Durchmes- 
sers hat.    In  besonderen  Fällen,  wenn  Wl  und  %  gleichen 
Durchmesser  haben,  degenerirt  die  Ellipse  6^^^  zu  einem 
Durchmesser  des  Kegelschnitts  6^^^ 
Alle  diese  erzeugten  Gebilde  sind  projectiyisch  aufeinan- 
der bezogen  und  enthalten  die  entsprechenden  Elemente  der 
beiden  Gruppen  des  Systems. 

Wenn  endlich  die  beiden  Resultanten  der  Gruppen  parallel 
find,  80  beschreibt  die  Resultante  ein  Parallelstrahlenbttschel, 
der  Hauptmittelpunkt,  sein  Gegenpunkt  und  der  Centralpunkt 
Je  eine  gerade  Punktreihe,  während  die  Centrallinie  eine  Para- 
bel nmhallt. 


w 

X. 

Neues  Verfahren  zur  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln 
zweier  numerischer  algebraischer  Gleichungen  mit 

zwei  Unbekannten. 

Von 

Dr.  R-  Mehm^e  , 

Profenor  an  der  teohn.  Hochiöhole  sa  DarmtiAdt. 


Hierzu  Taf.  III  Fig.  l-  9. 


Nach  den  bisherigen  Methoden  zwei  numerische  algebraische  Oleichnngen 
mit  zwei  Unbekannten  aufzulösen,  ist  bei  nicht  ganz  niedrigem  Grade  der 
Gleichungen  eines  der  unangenehmsten  Geschäfte ,  die  man  sich  denken  kann« 
Am  zweckmSssigsten  erscheint  es  noch,  zuerst,  bei  Deutung  der  Unbekann- 
ten als  Cartesische  Coordinaten  eines  yerSnderlichen  Punktes  der  Ebene,  die 
durch  die  gegebenen  Gleichungen  vorgestellten  Curven  aufzuzeichnen,  wo- 
durch man  in  den  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte  Nftherungswerthe  der 
gesuchten  Wurzelpaare  erhält,  und  alsdaun  durch  Anwendung  des  yon 
Scheffler*  angegebenen,  dem  Homerischen  nachgebildeten  Verfiahrens 
die  Genauigkeit  zu  erhöben.  Man  mache  sich  aber  recht  klar,  welche  Arbeit 
allein  zum  Verzeichnen  jener  Curven  nöthig  ist,  sobald  der  Grad  die  Zahl 
2  oder  3  übersteigt.  Es  giebt  hierzu  bis  jetzt  keinen  andern  Weg,  als  für 
X  bezw.  y  eine  Reibe  von  angenommenen  Werthen  in  die  betreffenden  Gleich- 
uDgen  einzusetzen  und  die  so  entstehenden  Gleichungen  mit  einer  Unbekann- 
ten aufzulösen. 

Das  Verfahren,  welches  im  Folgenden  beschrieben  werden  soll,  ist 
dagegen  ein  bequemes  und  im  Hinblick  auf  die  Schwierigkeit  der  Aufgabe 
einfaches  zu  nennen,  bei  dem  die  Arbeit  auf  das  unumgänglich  nöthige 
Maass  zurückgeführt  ist.  Es  bildet  die  natürliche  Fortsetzung  des  logarith- 
miscben  Verfahrens  der  Auflösung  numerischer  Gleichungen  mit  einer  Un> 
bekannten.**  Ich  beginne  auch  damit,  die  Gleichungen  graphisch  aufzu- 
lösen,  zu  welchem   Zwecke  die  Schnitte  zweier  Paare  von  leicht  zu  con- 


*  Scheffler,  Auflösung  der  algebraischen  und  transcendenten  Gleichungen, 
1859,  S.71. 

**  Neue  Methode,  beliebige  numerische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten 
graphisch  aufzulösen,  Civilinp:enieur  1889,  Bd.  XXXV  S.  617.     Die  logarithmische 
Berechnung  der  Wurzeln  zeige  ich  nebst  anderen  Methoden  in  einer  Abhandlung, 
welche  in  dieeer  Zeitschrift  abgedruckt  werden  wird. 
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[tlmirenden  FlSchen  im  Grundriss  gezeichnet  werden  müssen  —  eine  leichte 

Lsfgabe  ftbr  Jeden,  der  mit  den  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  ein 

ig  veriraat  ist.    Irgendwelche  Kechnung  ist  nicht  erforderlich.   Bei  einem 

»tabe,   wie  er   bei   Zeichnungen   in  der  darstellenden  Geometrie   an- 

idet  zu  werden   pflegt,   ergeben   sich   die  Logarithmen  der  gesuchten 

IWnrzeln   auf  zwei   bis   drei  Decimalen.     Weitere  Decimalen  können  daun 

iurch  eine  in  einfacher  Weise  fortschreitende  Rechnung,   bei  der  entweder 

[gewöhnliche  Logarithmen  oder  Additionslogarithmen  zur  Anwendung  kommen, 

beliebiger  Anzahl  gefunden  werden.    Es  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  dieses 

Terfahreo  auch  auf  transcendente  Gleichungen  ausgedehnt  werden  kann. 


I.   Graphische  Anflosung. 

I  L  Vorbereitungen. 

Es  liegt  im  Wesen  des  logarithmischen  Verfahrens ,  dass  durch  dasselbe 
■nr  die  positiven  Werthe  von  x  und  y  geliefert  werden,  die  den  Gleich- 

g^ehieitig  genttgen.  Sehr  häufig  wird  es  auch  die  Natur  der  Aufgabe  mit 
tidi  bringen,  dass  man  blos  die  positiven  Wurzeln  sucht«  Sollten  aber 
z.  B.  noch  diejenigen,  die  Gleichungen  befriedigenden  Werthepaare  von  x 
und  jf  verlangt  sein,  bei  denen  x  positiv,  y  negativ  ist,  so  wird  man  einfach 

f(ar,-y)  =  0,    ^(aj,-y)  =  0 

an  Stelle  der  gegebenen  Gleichungen  setzen  und  die  positiven  Wurzeln  der 
aenen  Gleichungen  bestimmen. 

Die  obige  Form  der  Gleichuugen,  bei  der  die  rechten  Seiten  Null  sind, 
eignet  sich  nicht  sehr  für  die  logarithmische  Behandlung.  Man  zerlege  des- 
halb auf  irgend  eine  Weise  die  linken  Seiten  in  die  Differenz  zweier  Func- 
tionen fiix^y)  und  f%{x^y)^  bezw.  gi[x^y)  und  g^{x^y)j  so  dass  die  Gleich- 
ungen jetzt  geschrieben  werden  können: 

fi(^^y)  =  f%(^^y)^  ^1  (a?»  y) = Ä («» y)- 

Die  einfachste  und  am  nftchsten  liegende  Art,  bei  einer  Gleichung  diese 
Form  herzustellen,  besteht  darin,  dass  man  alle  negativen  Glieder  der  ur- 
sprünglichen linken  Seite  auf  die  rechte  Seite  bringt.  In  der  Regel  soll 
aneh  diese ,  mit  besonderen  Vortheilen  verbundene  Zerlegungsweise  an- 
gewendet werden. 

ICtonter  bringt  es  Nutzen,  eine  der  Gleichungen  oder  beide  mit  einer 
Potenz  von  x  oder  y  zu  dividiren.  Weil  hierbei  grospe  Willkür  besteht 
und  weil  auch  sehr  verschiedene  Zerlegungen  vorgenommen  werden  köun^ik^ 
80  giebf  M  eigeaüicb  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  ^egen^  ^\^  m%2CL 
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Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  yon  zwei  Gliedern  (s.  Fig.  3 ,  io  weichet 
zur  Vereinfachung  die  Striche  an  den  Buchstaben  fortgelassen  worden  sind) 
Setzt  man  $$1  =  1^9  so  ist 

u  =  oqi-'Oq  =  logQ^'-'logO  =  log'^^ 
aber  andererseits 

also 

und  femer 


Ci 


Demnach  bilden  die  Strecken  qq^  und  q^p  Abscisse  und  Ordinate  eines 
Punktes  der  Additionscurve.  Folglich  wird  p  gefanden,  indem  man  difi 
Strecke  qg^  in  den  Zirkel  nimmt,  auf  der  I7-Axe  als  Abscisse  aaflrlg^ 
die  zugehörige  Ordinate  der  Additionscurve  misst  und  q^p  gleich  dersdbea 
macht. 

Sind  mehr  als  zwei  Punkte  vorhanden,  so  hat  man  mittels  der  Ad« 
ditionscurve  zuerst  aus  den  Punkten  q  und  q^  (s.  Fig.  4)  einen  Hilfspnnkt  fj 
von  der  Beschaffenheit  abzuleiten,  dass  or2  =  log{0-\'0i)i  dann  ans  r^  nad 
q^  einen  Hilfspunkt  r^,  so  dass  or^=^log((0+Oi)  +  0%)  u.  s.  w.  Ans  dtm 
letzten  üilfspunkte  r/t-i  und  dem  letzten  der  gegebenen  Punkte  geht  daiu 
auf  dieselbe  Weise  der  gesuchte  Punkt  p  hervor. 

I  4.  Fortsetzung.    Subtraotionsomire. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  unter  den  Coefficienten  a,  ai^  ...,  04  auch 
negative  vorkommen.     Im  Falle  zweier  Glieder: 

hat  man  die  Aufgabe ,  den  Punkt  p  so  zu  bestimmen  (Fig.  5) ,  dass 

op-=hg{Q-0,), 
wobei 

oq  =  logQ,  oq^^^hgQ^. 
Da  die  Punkte  p,  q^y  q  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Punkte  jf, 
(/j,  p  der  Fig.  3,  so  könnte  wieder  die  Additionscurve  verwendet  werden, 
die  zu  9,y  als  Ordinate  eine  Abscisse  gleich  der  gesuchten  Strecke  pq^ 
liefert.  Statt  dessen  kann  man  sieb  auch  einer  besondern  „Sabtractioiit» 
curve*'  bedienen  (Fig.  6).     Dieselbe  besitzt  die  Eigenschaft,   dass  die  Ol*-: 

nate  v  irgend  eines  ihrer  Punkte  gleich  logil j   ist,  wenn  •■mm^  *' 

scisse  den  Werth  logt  hat.     Wie  leicht  bewiesen   werden  ^ 
Curve  zur  Halbirenden  des  Winkels  zwischen  der  +  TT^ 
nietrisch  und  nähert  sich  genannten  Axen  asymptotiac 
so  dass 
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D  Punkt  lofia  der  Z-Axe  eothSlt,  aber  die  Steigung  n  besitzt.  Hat  man 
h  diesen  Angaben  die  XZ-  und  YZ-Spur  gezeicbnet,  ao  ergeben  aicb 
ic Scbniltponkte  der  Ebene  mit  der  X-  und  F-Axe  und  damit,  falls  loga^O 
in.  ihn  XY- Spar  von  selbst.  Wenn  aber  luga^O,  so  wird  die  Qleicbung 
der  Xr-8pur: 

O  =  mhgx  +  n}ogif, 

Indarcb  eine  den  Nullpunkt  enthaltende  Gerade  vorgestellt  ist,  deren  Winkel 
Klil  der  I-Aie  die  trigono metrische  TB,ngente  — m:»  besitzt.  Man  beachte, 
'  <hu  m  nnd  n  nicht  positiv  und  auch  keine  ganzen  Zahlen  zu  sein  brauchen. 
Wenn  t  die  Form  bat: 

e  =  a«"  j,"  +  0,  af 'ff"' 4- ■  •  ■  +  a*«"»  y"' , 
n  stelle  man  zuerst  die  Ebenen  dar,  welche  dem  Vorhergehenden  zufolge 
die  logaritbmiscben  Bilder  der  einzelnen  Glieder  von  e  sind.  Man  muss  sieb 
jetzt  fllr  ein  bestimmtes  Daratellnngs verfahren  entscheiden.  Wir  wollen  das 
Grund-  and  AorHss verfahren  benutzen,  Indem  wir  in  der  Üblichen  Weise 
die  XF-Ebene  zur  Grandrisstafel ,  die  £Z-Ebene  zur  Aufrigatafel  wählen 
oder  doch  wenigstens  die  Tafeln  parallel  zu  den  Cooidinaten ebenen  an- 
nehmen. Die  Grundriss-,  Aufriss-  und  Seitenspuren  der  obengenannten 
Ebenen  seien  der  Reihe  nach  S,  T,  U;  S,,  T^,  U^;  ...;  St.T^,  P*.  Wir 
Meilen  ans  nun  die  Aufgabe,  einen  Pankt  p  der  FiSche  zu  conatniiren, 
daisen  GmndrisB  p'  beliebig  angenommen  worden  ist  (s.  Fig.  1 ,  welche 
dem  Falle  «=  12i'y~*-|-40a;~'y-%  entspricht).  Die  durch  p'  gehende 
Senkrechte  schneide  jene  Ebenen  in  den  Punkten  g,  g,,  ...,  ?«.  Die  Auf- 
risse dieser  Punkte,  deren  Grundrisse  mit  p  zusammenfallen,  werden  in 
bekannter  Weise  gefnnden.  Der  Schnittpunkt  des  gemeinschaftlichen  Grund- 
lotbee  derselben  mit  dem  Grundscbnitte  heisse  o.  Zur  Abkürzung  sollen  noch 
die  einzelnen  Glieder  von  e,  bezw.  die  Werthe,  welche  sie  annehmen,  wenn 
man  filr  x  und  y  die  der  Lage  von  p'  entsprechenden  Werthe  eiusetzt,  durch 
0,  Ol,  ...,  Ok  bezeichnet  werden.     Dann  ist  im  Aufrias 

og"=hgO,  oq'\=logQ„   ....   oq"i,  =  hgOic. 
Wenn  wir  zunächst  den  Fall  setzen,  dass  die  Coefficienten  a,a,,  ...,a 
alle  positiv   aiud,   so    besteht  die  Aufgabe  darin,    den  Punkt  p"  so  zu  be- 
Btinunen,  dass 

op"=logs  =  hg{0->tQ,  +  ---  +  Qk)- 
Itiese  Aufgabe  wird  am  bequemsten  mit  Hilfe  der  Additionsourve  (s.  Fig.  2) 
gfllOet  (vergl.  Nr.  2  der  angeführten  Abhandlung).    Dieselbe  ist  oümlich  durch 


=%(i+|) 


dargestellt,  worin  u  nnd  t>  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Curve  be- 
:eicbnen  und  l  einen  Parameter  bedeutet.  Sie  hat  die  positive  I7-Aie  und 
die  Halbirnngslinie  des  Winkels  zwischen  der  positiven  V-Axft  Mud  4&x 
atgatiren  17-Axe  zu  AsymptoteD. 


•v.*.-» 


'•*^)tn^  ftur  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  etc. 

^[^auung  dieser  Geraden  können  jetzt  mit  grosser  Schnei- 

>    \.H^  tMt^  Punkte  von  der  Schnittcnrye  C  der   Hilfsebene   mit 

khOv^  >'  im  AufViss  bestimmt  werden.     Es  liegt  nftmlich  offenbar,  wie 

.  .  .\    y    v^^^'*  d§  ^  ^^^  ^)    ^^^  ^  gewählt   worden    ist,   q  immer  in  ff, 

\tAU  Ivemerkt,  dass  die  Corre  C  und  ebenso  ihr  Anfriss  yon  derselben 
Ai(  Uti  wie  die  lur  logarithmisch -graphischen  Auflösung  von  Gleichungen 
luit  «kiuer  Unbekannten  dienenden  Curven.  Darum  hat  sie  (vergl.  a.  a.  0. 
Nr«  4)  Ton  den  Geraden  G  diejenige  mit  grösster  und  diejenige  mit  klein- 
ster Steigung  lu  Asymptoten,  und  wenn  die  Coefficienten  a,  Oi,  ••.,  Qk 
tUimmtlioh  positiv  sind,  so  ist  sie  frei  yon  Wendepunkten,  wie  auch  weiteren 
Asymptoten,  und  nach  oben  gekrümmt. 

In  der  Regel  wird  man  Hilfsebenen  parallel  lur  Aufrisstafel  oder  pa- 
rallel lur  Seitentafel  anwenden;  im  letzteren  Falle  sind  die  Constructionen 
natürlich  im  Seitenriss,  statt  im  Aufriss  Torzunehmen. 

I  0,  A«j]nptotanab«nen  and  mqymptotiadhe  QyUnder. 

Die  tnmaeendenten  Fliehen,  mit  denen  wir  es  im  YoriieigdieDden  zu 
ihun  gehabt  haben,  also  die  logarithmisehen  Bilder  ron  FonetioiieB  der  Form 

besutten  einig«  bemerkenswerthe  Eigendcbaflen,  die  nickt  mit  Stfllsehweigen 
Obergaag^n  weiden  sollen. 

K$  hal  sich  gezeigt,  dass  jeder  senkrechte  Schnitt  C  der  Flicke  F  die- 
jeni^n  beiden  unter  den  Schnittlinien  6,  (?!«  ....  G«  da-  Ebene  Ton  C  mit 
den  cu  den  einzelnen  Gliedein  Ton  s  gek^ri^n  Ebenen  E,  E|,  —  E*. 
welche  die  ^rr^sste  bezw.  kleinste  H«>rizoitttaInei^iiEg  Iw&itcm,  in  Asymptoten 
Kai.  Die  asvmptv^iä^ke  Annikentng  £ndet  inuMf  da  statt,  wo  däe  betref- 
ft«de  iVjn^ie  skk  üVer  die  acden»  ergebe 

R»  Usst  siv^  nun  ein  e^nfic^  n»uuaeuiue»aes.  ass  IVEjcn  tck  cebkI- 
IM«  «\Wr  ;iJ(m%%iCvkett  KSnml  E  <:»i3is<«cesM5z3»  «dSsKs  Fo^i«£erTT  tob 
«iM  lVMck*!^4ftbett  a:i;^^£.  iaä$  oer  Si.*^:iSf<isr:  ir^eoii  ecnsr  scnkrcchttB 
\^«.W«  )iu\t  ex^M«'  ^ecieai^^  OftMti^  R*onioe»  k^Tfter  bein.  aitf  däe  Sensitt- 
>^v,Vil1e  ,W!hf^SNfc  ^WcM»  »;5  Ä»  iJcaiea:  E&eo««  E-     Tai  ntiww  Pomder 

Vrt^Kt^eaft  ;^ifttl!yv'jktir«  »;t  «fea  l?fe*wwa  E*  Er E«  *^«Pi  i«r  ^iAsönoe  ecva 

^>m  ^^^  >«.  »da  Axf  ;s,*aA;Lt£^a:»«t  »*;  A3>iifrfiL  Ebümai  E  fstec  £§ 
iM  «)U  vibMir  Wewir  :tt  E.  «u:  vT^finnK  .^aec  pKcit.]«»ssiiai»  F7r.7'^c>nt  aMocresic 
^<>»>wa^  «k»  ijbe  enee  S^tftwdifatttf  v^m  ^  nlJiM.     Xxir  Imckscbsk  bsb 
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gelangt,  begrenzt  man  wieder  in  der  gleichen  Weise  Polygone  u«  8.  w.,  bis 
aUe  Ebenen  durchschritten  sind. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  alle  offenen  Seitenflftchen  des  Polyeders  TT 
Asymptotenebenen  der  Flftche  F  bilden.  Denn  jede  offene  Seitenfläche  kann 
auf  unendlich  viele  Arten  durch  eine  senkrechte  Ebene  so  geschnitten  wer- 
den, dass  die  Schnittlinie  unbegrenzt  bleibt,  sich  deshalb,  wegen  der  6rund> 
eigenschaft  des  Polyeders  TT,  nach  der  unbegrenzten  Seite  hin  unaufhörlich 
ttber  die  Schnittlinien  derselben  Ebene  mit  den  (erweiterten)  ttbrigen  Seiten- 
flSchen  des  Polyeders  erhebt  und  somit  ftlr  den  Schnitt  jener  Ebene  mit 
der  Fläche  F  Asymptote  ist  (s.  die  perspectivische  Figur  7).  Hieraus  folgt 
noch:  Wenn  bei  zwei  Flächen  F  und  F'  irgend  zwei  offene  Seitenflächen 
der  zugehörigen  Polyeder  TT  und  TT'  sich  so  schneiden,  dass  die  Schnitt- 
linie nach  einer  Seite  hin  unbegrenzt  bleibt ,  so  ist  letztere  eine  Asymptote 
der  Durchdringungscurve  beider  Flächen. 

Besteht  F(x^y)  nur  aus  zwei  bezw.  drei  Gliedern,  so  sind  die  zu- 
gehörigen Ebenen  E,  E|  bezw.  Ey  E|,  E^  offenbar  alle  beide  bezw.  alle 
drei  Asymptotenebenen.  Es  könnte  auch  noch  aus  den  Constructionen  der 
§§  3  und  4  mit  Leichtigkeit  der  Satz  abgeleitet  werden,  dass  im  ersteren 
Falle  die  Fläche  F  ein  Cylinder  mit  zur  Schnittlinie  von  E  und  E^  paral- 
lelen Mantellinien  ist 

Aus  einer  Bemerkung  des  §  5  geht  hervor,  dass  die  Fläche  F  überall 
elliptisch  gekrümmt  und  nach  oben  offen  ist,  sich  ganz  oberhalb  des  Poly- 
eders TT  befindet  und  ausser  den  genannten  Seitenflächen  von  TT  keine 
Asymptotenflächen  besitzt,  wenn  die  Coefficienten  a^  a^^  .,.^ak  alle  positiv 
sind.  Die  Fläche  zeigt  eine  wesentlich  andere  Gestalt,  wenn  in  ihrer  Gleich- 
ung negative  Coefficienten  vorkommen.  Zwar  bilden  auch  in  diesem  Falle 
die  offenen  Seitenflächen  des  Polyeders  TT  Asymptotenebenen,  aber  es  treten 
ausserdem  noch  asymptotische  Cylinder  auf.  Um  dieses  einzusehen,  trenne 
man   in   der  Function  Fix^y)   die  negativen   von   den   positiven  Gliedern, 

schreibe  also  __,      ^      _,  ,      .      _  ,      . 

F(x,  y)  =  F,  (a?, y)  -  F^{x,  y), 

wo  F|  und  F^  nur  positive  Glieder  enthalten  sollen. 

Die  logarithmischen  Bilder  von  P\  und  F^  sind  Flächen  der  vorhin 
beschriebenen  Art.  Schneiden  sich  diese  beiden  Flächen  in  einer  reellen 
Curve  C  —  die  offen  oder  geschlossen  sein  oder  aus  einzelnen  getrennten 
Theilen  bestehen  kann  — ,  so  ist  für  jeden  Punkt  von  C: 

•^i(^»y)  =  J^«(aJ,y)  oder  F(ar,y)  =  0,  also  log e^-^co. 
Daher  nähert  sich  die  Fläche  F  nach  unten,  d.  i.  in  der  Richtung  der 
—  Z-Axe,  unbegrenzt  dem  Cylinder  mit  senkrechten  Mantellinien,  der  C7zur 
Leitlinie  hat.  Durch  diesen  Cylinder  wird  der  Baum  in  zwei  oder  mehrere 
Theile  geschieden.  Nur  in  denjenigen  Theilen  besitzt  die  Fläche  F  reelle 
Mäntel,  wo  die  Fläche  F^  höher  als  F,  liegt,  d.h.  Fi{x,y)>  F^ix^y)  ist. 
In  den  übrigen  cylindrischen  Baumtheilen   kommen   reelle  Flächenmäntel 
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zum  Vorschein ,  sobald  nicht  JF,  sondern  —  F{x^  y)  a=  F^  {Zj  y)  —  F^  (x,  y) 
logarithmisch  dargestellt  wird.  Es  wäre  schliesslich  noch  leicht  za  beweisen, 
dass  in  den  Gebieten,  wo  die  Flächen  F^  und  F^  sich  ins  Unendliche  er- 
strecken ,  die  höher  liegende  von  beiden  eine  Asymptotenflftche  von  F  bezw. 

(-F)  ist. 

I  7.  BeispieL 

(Aus  Hei 8*  Aufgabensammlung  genommen.) 

Die  aufzulösenden  Gleichungen  seien: 

a;7_5aj«y4  + 1506  =  0,    y5-3a?*y- 103  =  0. 
Nach  Trennung  der  positiven  und  negativen  Glieder  haben  vrir: 

a:7  +  )506  =  5a:2y4,    3a^y  +  103  =  y5. 

Die  rechten  Seiten  stellen  geneigte  Ebenen  vor.  Eine  Vereinfachung  wird 
erzielt,  wenn  man  mit  a^y^  bezw.  y^  dividirt,  wodurch  die  rechten  Seiten 
Constanten  werden,  also  die  betreffenden  Ebenen  waagerechte  Lage  an- 
nehmen.    Die  Gleichungen  heissen  dann: 

3fiy-^  +  \506x'^y-^  =  5,    3a^jr*  +  103y-*=  1. 

Der  Deutlichkeit  wegen  ist  jede  in  einer  besondem  Figur  dargestellt  worden 
(s.  Fig.  8  und  9). 

Weil  die  linken  Seiten  blos  aus  zwei  Gliedern  bestehen,  so  gehören  zu 
ihnen  (vergl.  §  6)  Cjlinder,  welchem  Umstände  behufe  Vereinfachung  der 
Constructionen  in  verschiedener  Weise  Rechnung  getragen  werden  kann.  Die 
rechte  Seite  stellt  bei  der  ersten  Gleichung  die  waagerechte  Ebene  durch 
den  Punkt  logb  —  0fi99  der  Z-Axe,  bei  der  zweiten  Gleichung  die  XT- 
Ebene  vor.  Nach  §  6  sind  die  Schnittlinien  der  zu  den  Gliedern  der  linken 
Seite  gehörigen  Ebenen  mit  den  genannten  waagerechten  Ebenen  Asymptoten 
der  betreffenden  waagerechten  Cjlinderschnitte ,  welche  Beziehung  im  Grund- 
risse zum  Ausdruck  kommt.  Legt  man  die  Grundrisse  der  Fig.  8  und  9 
so  aufeinander,  dass  die  entsprechenden  Axen  sich  decken,  so  liefern  die 
beiden  Curven  zwei  Schnittpunkte,  deren  Coordinaten  folgende  sind: 

logx^  =  0,30,    logyi  =  0,48 ; 
logx^  =  1,18,    logy^  =  1,30. 

(Um  dies  zu  verdeutlichen,  ist  die  Carve  der  Fig.  8  in  Fig.  9  punktirt  ein- 
gezeichnet worden.) 

Somit  besitzen  die  gegebenen  Gleichungen  zwei  Paare  positiver  Wur- 
zeln, deren  Werthe  nahezu  sind: 

a^i  =  2,  yi  =  3;     x^^lö,   ^2  =  20. 

I  8.  Einfluss  einer  Verscliiebung  auf  die  Gleichung  einer  Flftche« 

Wenn  das  logaritbmische  Bild  F  einer  Function 


Von  Dr.  R.  Mehmrb  183 

irgendwie  parallel  zu  eich  selbst  verschoben  wird,  welche  Function  gehört 
alsdann  zur  verschobenen  Flftche? 

Werden  die  Beträge  der  Verschiebung  parallel  den  Coordinatenaxen 
besw.  JogQ^  loga^  logx  genannt,  so  hat  der  Flächenpunkt  mit  den  Coordi- 
naten  logx^  logy^  logz  vor  der  Verschiebung  die  Coordinaten 

logx  —  logQ^log  —  y     logy  —  loga^log—^      löge —  logt  ^log — 

Q  O  X 

besessen.     Daher  ist  die  Gleichung  der  verschobenen  Fläche: 

f=±«(7)"(f)"±-(fr(fr±-±»'(7r(fr 


oder 


Wie  man  sieht,  ändert  sich  die  Form  der  Flächengleichung  durch  die  Ver- 
schiebung nicht,  es  erhalten  nur  die  Coefficienten  andere  Werthe.  Da  man 
über  drei  Constanten  q^  0,  r  zu  verfügen  hat,  so  kann  im  Allgemeinen 
immer  eine  solche  Verschiebung  angegeben  werden,  bei  der  drei  beliebig 
ausgewählte  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  verschobenen  Fläche  irgend- 
welche (natürlich  von  Null  verschiedene)  angenommenen  Werthe  erbalten. 
Sollen  z.  B.  die  Coefficienten  der  drei  ersten  Glieder  gleich  Eins  werden, 
so  hat  man  ^,  0,  t  so  zu  bestimmen,  dass 


oder 

mlogQ+  n  log a  —  logt  ==loga^ 

m^  logg  +  n^  logo  —  logx  =  loga^y 
Wj  logg  +  n^log  6  "  logt  =:  loga^. 

Dieses  Gleichungssystem  hat  eine  einzige  Auflösung,  wenn  die  Determinante 

m     n     1 
Uli    n^    1 

nicht  Null  ist,  d.  h.  wenn  die  zu  den  betreffenden  Gliedern  der  Function  z 
gehörigen  Ebenen  keiner  gemeinsamen  Richtung  parallel  sind.  Ist  aber 
Letzteres  der  Fall,  so  können  im  Allgemeinen  blos  zwei  der  drei  Coeffi- 
cienten ^  jedoch  auf  unendlich  viele  Arten,  zu  Eins  gemacht  werden  u.  s.  w. 
Geometrisch  leuchtet  alles  dieses  ohne  Weiteres  ein.  Damit  nämlich  der 
Coefficient  eines  Gliedes  Eins  wird ,  muss  die  Fläche  offenbar  so  verschoben 
werden,  dass  die  zu  jenem  Gliede  gehörige  Ebene  durch  den  Ursprung  des 
Coordinatensjstems  geht.  Schneiden  sich  also  die  drei  fraglichen  Ebenen 
im  Endlichen,  so  verschiebe  man,  bis  der  Schnittpunkt  in  den  Ursprung 
fällt;  dann  werden  die  jenen  Ebenen  entsprechenden  Coefficienten  in  der 
Gleiohang  der  verschobenen  Fläche  den  Werth  Eins  erhalten.  Sind  die 
Elbenen  einer  und  derselben  Richtnng  parallel,  ohne  em^  g^m^vü^i^xci^  ^v 


I>*        Nc'»«»  V«rÄBf«i   »c-   h««iminnii.    nr    rmtu.  fizteia  etc. 


14,1.  „.  \^,nxh .  dam.  kbntw.:  tm  »w  et  ^ä«  daau  gebracht  werden, 
.I....I.  .1.,..  HuUuimK  -i  .'«W-.  "'  ^*  *-'  ■'»»  "■»e«'  ^^"^  «•*  ^^■ 
tr.,r»  u>r.yM-:i.  wen:  »u  f-  *»»»*•  -^  -^  ^**^™  ^^'^^  können  daher 
M/«  >=».«.  ue-  xujwbr««     «»-«»««..-     *i*.  nur  ein  solcher,  den  Werth 


^, AnflöBimg  Bweier  Qleiohuxigen 

^  .  »«b  J^iiMikannten. 

j    ^      ^      ;...-^ii.>8*s    -*•  vorhergehenden   Paragraphen  können 

K.*.'-'»-"«^   -'^^"^   zuweilen  Apparate  —  in   ein-  für 

^    .      «,,*-^-n*   -  LTven  öder  Correntafeln  bestehend  —  con- 

*"■'        \^^  ^,r    Tsu    utcinoische  Bestimmung  der  gesuchten  Wur- 

^,^^^.^    .^.^--:*»;•*^^•.egea  der  betreffenden  Curven  und  Ablesen 

-.  i.  .-i*«.,.,-**    rti-.:ca  machen. 

«onoTiT»*'»     '*''    -**  ^**^  beiden  gegebenen  Gleichungen  bestehe  nur 

^^1^^,^       Hau   saan  ihr  die  Form  gegeben  werden: 

;    i.   -c.^:-    -«*»•'    ;5P*ntixmisch  einen  Cylinder,  die  rechte  eine  waage> 

..^ _.       9iMr  Cv  linder  kann  durch  blosses  Verschieben  parallel 

. .  ^    -H^^    ^.x   :«iti^>t|Li^n  lur  Gleichung 

.^    .««^c«i.      .11   iietwr  Gleichung  kommen  die  CoefBcienten  a^  b^  e 
^^^     ^k.      '.*H  die  waairerechten  Schnitte  des  Cjlinders  und  ebenso 

.  _      .<^, :  .VW    uu«r  such  oongruent  sind,    so  ist,  wenn  die  Exponenten 

^.    .    \«c;iuuico  Werthe  haben,  das  logarithmische  Bild  der  gegebenen 
,  ^    .w  s^tLvo  von  bestimmter  Form ;  nur  ihre  Lage  hängt  von  den 

«i^wK  ,^w   ^ut^äVude  Gleichung  vier  Glieder  hat,   so  stelle  man  die 

«N^4v.u  S<nio  ^i'hi'^rt   wieder  eine  waagerechte  Ebene,  zur  linken  eine 
«^.\.     :«*  jMivti  »rschioWu  aus  dem  logarithmischen  Bilde  von 

y.  ..■x<>*«^     ^i»u  tt<^(  ^*  dtihor  in  diesem  Falle  mit  einer  Schaar  von  Cur- 

.  v^«/\Ji   «{om  (iiuiKlnsüo  aller  waagerechten  Schnitte  der  zuletzt  be- 

^  H  '^-u  Klwlio   «u   (luiu.      Diese  Curvenschaar  hängt  allein  von  den  Ez- 

^, -HS*»   >,  *    t,  /,  fM,  M  ab;  die  Coefficienten  a,  5,  c,  d  haben  nur  auf 

^  \   i  ^v»  Ktutt\UH      Uio  richtige  Einstellung  der  Curre  bezw.  Curyenschaar 

^«^  \v*^^Ub  vtM\l  (»hiii»  KtH^hnung  zu  bewerkstelligen,  worauf  jedoch  nicht  weiter 

^m^-^i^v^"  Wi^iU^n  »oll. 

Sl  hiM'mii  K^^^K'^«    ^'li^i^  <ur  graphisch -mechanischen   Auflösung 
djTJIK'hfV  ilWitfhu»g«u  bestimmter  Gestalt  mit  zwei  unbekannten 
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nach  dem  logarithmischen  Verfahren  erforderlich  sind:  zwei  einzelne  Curven, 
wenn  beide  Gleichungen  drei  Glieder  besitzen,  dagegen  eine  einzelne  Curye 
und  eine  Curvenschaar,  wenn  eine  von  ihnen  drei  Glieder,  die  andere  vier 
Glieder  hat,  und  endlich  zwei  Correnschaaren,  wenn  die  Zahl  der  Glieder 
bei  beiden  Gleichungen  vier  beträgt* 

Besondem  Vortheil  bringt  noch  die  Benfitzung  gewisser  Affinitäts- 
Beziehungen,  von  denen  eine  spätere  Mittheilung  handeln  wird.  Wie  ich 
ohne  Beweis  hier  anführe,  gestattet  dieselbe |  eine  der  beiden  Curven  bezw, 
Curvenschaaren  auf  eine  Normalform  zurückzufahren,  die  von  dem  Werthe 
der  Exponenten  in  der  betreffenden  Gleichung  unabhängig  ist. 


*  Ueber  Apparate  zur  mechanischen  Auflösung  numerischer  Gleichungen  mit 
einer  Unbekannten  sehe  man  a.  a.  0.  Nr.  9  — 12, 


(Fortaetsiuig  folgt.) 
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IX.  Eine  SnminatioiiflformeL 

Bei  eiDer  Arbeit  über  gewisse  Determinanten,  die  ich  demnSchst  zum 
Abschluss  zu  bringen  hoffe ,  wurde  ich  auf  eine  Summationsformel  geführt, 
welche,  soweit  mir  bekannt,  noch  nicht  aufgestellt  ist*  und  daher  im  Fol- 
genden mitgetheilt  werden  mag.     Sie  lautet: 

Wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl,  Xy  y^  v  beliebige  Zahlen  sind,  so 
gilt  die  Gleichung: 


-K 


(a;+ti--l)(a;  +  ti-2)  ...x 
{x  +  v  +  n  —  X) ,,.  {x  +  v  +  \)  y  +  p  +  n  — 1 


1) 


(x  +  n  —  \),..(x  +  l)  y 

,  ,  V  (a;+t'  +  ti-l)...(a;  +  »  +  2)  (y  +  t)  +  n-l)(y  +  t>  +  fi) 
-*-W2        (^  +  ^_i).,.(^  +  2)       •  y{y  +  \)  +• 

JLi     l^^-,/^^       x  +  f>  +  n^\   (y  +  r  +  n-l)...(y  +  r  +  2fi-3) 


+  (-!)• 


a?H-n  — 1  y...(y  +  n  — 2) 

(y  +  v  +  n-l)  ,,.{y  +  v  +  2n-2) 


y...(y  +  n—\) 
__p(t;  +  l)...  {v  +  n—\){y  —  x){y-x  +  \)...(y'-x  +  n'-\) 

x[x  +  \).,.{x+n-\)y{y'{-\)  ...(y  +  n  —  l) 
oder  auch: 

^(p  +  n  — l)n(y  — g  +  n  — l)n 
{x  +  n-\)n{y  +  n-\)n 

Beweis.  Beide  Seiten  der  Gleichung  1)  sind  bezüglich  v  ganze  Func- 
tionen fi^®"  Grades  und  ich  wende  den  betreffenden  Satz  in  folgender  Form 
an:  Wenn  zwei  ganze  Functionen  n*"*  Grades  von  ©  für  n  Werthe  der 
Variabelen  übereinstimmen   und   ausserdem  auch   die  Coefficienten  der  n^° 


*  Herr  Prof.  Lindemann,  mein  verehrter  College,  dem  ich  die  Formel 
niittheilte,  hatte  die  Güte,  mich  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sie  leicht 
als  Specialfall  einer  hypergeometrischen  Reihe  dritter  Ordnung  nach  Art  der  von 
Pochhammer  im  102.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  S.  75flgg.  behandelten 
aufzufassen  ist.  Daraus  folgt  jedoch,  soviel  ich  sehe,  nur,  dass  die  dortigen  be- 
treffenden bestimmten  Doppelintegrale,  durch  welche  sich  die  hypergeometrische 
Reihe  dritter  Ordnung  darstellen  lässt,  bei  den  obigen  besonderen  Voraussetzungen, 
in  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  1),  mit  einem  gewissen  einfachen  Factor 
versehen,  zaruckfübrea  lassen  müssen. 
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Potenzen  von  v  gleich  sind ,  so  sind  die  Functionen  identisch  gleich.  Dem- 
gemSss  beweise  ich  zuerst,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  für  die 

n  Werthe:  n        i        o  /        i\ 

v  =  0,  —1,  —2,  ...,  -(«  — 1), 

für  welche  die  rechte  Seite  verschwindet,  sich  ebenso  verhält,  und  sodann, 
dass   die  Coefficienten  von  t>"  beiderseits  übereinstimmen.     Setze  ich  also 

zuerst:  ,;  =  -Ä,     Ä  =  0,  1,  2,  .,.,  (n-1), 

so  ist  das  erste  Glied  links: 

(g-^  +  fi  — l)(a;-/^  +  n— 2)...(a?  — ^) 
(a?  +  fi-l)(a?  +  w-2)...a;  ' 

nun  ist  aber  Ä<n  — 1,  also  x—h  +  n  —  l^Xj  daher  hebt  sich  jedenfalls 
der  erste  Factor  oben  gegen  den  letzten  unten  fort,  aber  im  Allgemeinen 
noch  mehr  Factoren,  so  dass  (wenn  wir  ^  =  0  zunächst  ausschliessen)  der 
höchste  Factor,  der  oben  stehen  bleibt,  (^—1)  und  der  niedrigste  Factor, 
der  unten  stehen  bleibt,  (x  +  n  —  h)  ist  und  also  das  Glied  selbst  die  Form: 

ox  (a?-l)(a?-2)...(ag-ft) 

^  (a;  +  n-l)...(a?  +  fi  — Ä) 

annimmt.     Aus   diesem  Gliede   entsteht,   wie  die  Gleichung  1)   zeigt,    der 

X 

von  X  abhängige  Factor  des  zweiten ,   durch  Multiplication  mit   — -r— -  >  d.  i. 

-9  der    folgende   aus  diesem   durch  Multiplication  mit      ^,      ^    etc.; 

setzen  wir  daher  z.  B. : 

(«  +  fi-l)(ic  +  fi-2)...(a?  +  fi-Ä)  =  3f, 

so  werden  die  sämmtlichen  n+1  von  x  abhängigen  Factoren  der  linken 
Seite  von  1): 

{x-l)(x-2)...{x-h)    x{X'-l)...{x-h+l)    {x+l)x.,Ax''h  +  2) 

^,  M  '  M  '  M 

^f  {x+n-l){x+n-'2)...{x+n-h) 

M 

ihre  Zähler  bilden  also  eine  arithmetische  Reihe  h^^^  d.  i.  höchstens  fi~l^° 

.Grades. 

Ebenso  ist  das  letzte  Glied  der  linken  Seite  von  1),  wenn  wir  zunächst 

ftssfi— 1  ausschliessen,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

(y  +  n)(y  +  n  +  l) ...  fy  +  2n-2~;^) 

y(y+i)...(y+w-2-.Ä) 

und  sämmtliche  n  +  1  Glieder,  soweit  sie  von  y  abhängig  sind,  wenn: 

y(y  +  l),..(y  +  n-2-Ä)c=i^ 

gesetzt  wird: 

y(y  +  i)»>-(y+t»~2^;^)    (y+l)(y  +  2)...ry  +  n^.l~/^) 

^'  (»  +  2)...{y  +  n^h)  iy  +  n)(y+n  +  ])...{y  +  2n^2^h) 

I  •  •  •  I   ■    > 
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ihre  Zähler  bilden  also  eine  arithmetische  Reihe  n—l  —  h*^^  Grades;  daher 
entstehen  durch  die  Multiplication  der  zosammengehGrigen  Glieder  in  3)  und 
in  4)  Brüche  mit  dem  Nenner  MN^  deren  Zähler  eine  arithmetische  Reihe 
n  — 1^"  Grades  bilden.  Folglich  ist  nach  Multiplication  mit  den  betreffen* 
den  positiven  und  negativen  Binomialcoefficienten  (fi)o9  —  (m}i>  (m)s  ^tc. 
ihre  Summe ,  dem  Arndt 'sehen  Satze  zufolge,  Null.  Dies  bleibt  auch  ftir 
A  =  0,  wobei  die  Ausdrücke  3),  und  für  ^  ==  n  —  1,  wobei  die  Ausdrücke  4) 
durch  die  Einheit  zu  ersetzen  sind,  richtig. 

Zu  beweisen  bleibt  nunmehr  noch  die  Gleichung: 

1 (»)t 

(«+»  — l){a!  +  n— 2)  ...X     («+«  —  1) ...  {x  +  l)ff 

"*'(aj  +  fi-l)..,(a;  +  2)y(y  +  l)"»"'""^y(y  +  l)...(y+n-l) 
^         (y"-a?)(y-a;+l)..>(y  — a?+n— 1) 
a;(ap+l)...(«+n-l)y(y+l).,.(y+n-l)' 

Multiplicirt  man  dieselbe  aber  mit  dem  Nenner  der  rechten  Seite  und  schreibt 

sie  in  der  Form: 

(y+n-l)...y  +  (n),(y+ti-l)...(y  +  l)(-a;) 

+  W2(y+n-1)...(y+2)(-«)(-a;-l)  +  ...  +  (^a;)(-aP-l)...(-aP-n+l) 

so  erkennt  man  sofort  ihre  Richtigkeit  aus  dem  gewöhnlichen  Factoriellensatze. 
Königsberg,  Februar  1890.  Loüis  Saalschütz. 


X.  lieber  eine  Veraligemeinemng  des  dritten  Kepler*8chen  Oeseties, 

Der  Satz,  den  ich  darlege,  bezieht  sich  zunächst  auf  Systeme  yon 
materiellen  Punkten ,  unter  Voraussetzung  der  Existenz  einer  Eräftefunetion, 
die  in  den  Coordinaten  homogen  ist  und  die  Zeit,  sowie  die  Geschwindig- 
keiten nicht  explicite  enthält  Hierher  gehört  z.  B.  der  Fall,  wo  die  Punkte 
sich  umgekehrt  der  n^^  Potenz  der  Entfernung  anziehen,  wenn  n  von  1 
verschieden  ist.     Die  Annahme  n  =  1  werde  ich  gesondert  behandeln. 

Das  dritte  Kepler'sche  Gesetz*  giebt  für  den  Fall  der  Bewegung 
zweier  Himmelskörper  eine  Beziehung  zwischen  der  ümlaufszeit  und  den 
anderen  das  System  bestimmenden  Grössen.  Soll  nun  das  zu  suchende 
Gesetz  ebenfalls  die  ümlaufszeit  zum  Gegenstande  haben,  so  ist  von  vorn- 
herein klar,  dass  nur  periodische  Bewegungen  in  Frage  kommen.  Diese 
Periodicität  wird  in  dem  hier  behandelten  Falle  nicht  eine  derartig  singu- 
lare sein,  dass  sie  bei  jeder  Aenderung  der  Anfangsbedingungen  aufhört. 


*  Ich  meine  hier  zunächst  den  Satz:  Beschreiben  zwei  Himmelskörper  ellip- 
tische Bahnen  und  denkt  man  sich  die  Anfangsbedingimgen  so  geändert,  dass  die 
Bahn  periodisch  bleibt,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  wie  die 
Cuben  der  groBsen  Axen, 


Ea  giebt  vielmehr  imuter  Vaiialionen ,*  welche  die  Periodicitiit  nicht  siöreo 
uod  die,  wenn  eie  unendlich  klein  sind,  anch  nur  eine  nnendlioh  wenig  varürte 
Bewegung  zur  Folge  haben.  Unser  Satz  vergleicht  solche  periodische**  Be- 
wegungen miteinander,  welche  durch  stetige  Variation  der  Anfangsbeding- 
ungen auseinander  hervorgehen  können. 

Ich  bezeichne  mit  U  die  Kräfte function .  fc  die  Dimenaion  von  V,  ri  den 
Abstand  des  Punktes  mit  der  Masse  m,  von  dem  ÄnTangapunkte  der  Co- 
ordinateu,  R  die  Gr5ä»e  Smir^,  h  die  Conätaute  des  Inlegnilca  der  leben 
digen  Kraft,  T  die  actuelle  Energie,  t  die  Umlaufszeit.  Dann  gilt  die 
Gleichung*" 

1)  ^=(;(24+4)  +  4;, 

oder: 

U)  lk  +  2)2T=^-^  +  2H,. 

Multiplicirt  man  mit  dt  und  integrirt  über  die  Ümlaufazeit,  80  kommt, 
wenn  man  berllcksicbtigt ,  dasa  -r-  lu  Anfang  und  Ende  der  betrachteten 
Zeit  denselben  Wertb  annimmt: 

2)  (k  +  2)%  =  2kln. 

wobei  ^  die  Wirkung  des  Systems  wührend  der  genannten  Zeit  bezeichnet 
Den  FalJ  k=  —  2  schlieasen  wir  aus,  weil  er,  wie  bekannt,  im  Allgemeinen 
keine  Periodicilät  zulftast. 


*  Einige  von  diesen  könueo  auch  Immer  angegeben  werden.  In  meiner  Arbeit 
Aber  ,Die  moleculiire  Attraction"  (Wiedemann's  Annalen  XXXVl)  habe  ich  ein 
Sjatem  von  mnteriellen  Funkten  beliandelt  und  daseibat  gezeigt,  daas  man  eine 
ELeihe  von  Systemen  dieaer  Art  bilden  kann,  deren  Bewegungen  untereinander  ähn- 
lich sind.  Da  dasselbe  hier  gilt,  so  eind  die  Variationen,  die  diese  Bewegungen 
ineinander  QberfOhren,  gerade  von  der  verlangte»  Art,  Wühlen  wir  zwei  Be- 
wegungen   ans  einer  solchen  Reihe  und  bezeichnen  mit  —    das  Yerhültniss  ent- 

(  ''  m 

■prediender  Entfernungen,  mit  j-  das  Verhältniss  entsprechender  Zeiten,  mit  — 

da«  Verb&ltniss  der  Uassen  (daa  filr  alle  Punkte  gleich  angenommen  wird),  bd  eilt 
die  (ileichnng  X—  =  f\—  (I,  c  S,  385  Gl.  a)  oder,  falU  n  =  a  ist,  ;^  =  ~  i 
worin  man  ein  Analogen  des  dritten  Kepler'scben  Gesetzes  erkennt.  Es  wird 
ndi  auch  dieses  als  Specialfall  des  allgemeinen  Gesetzes  ergeben. 

*■  Die  Frage,  welche  Gestalt  der  EriLftefunction  und  welche  Anfangsbeding- 
ungen Periodicität  zur  Folge  halieu,  liegt  ausserhalb  unserer  Betrachtungen.  Es 
genagt  zu  wissen,  dasi  es  periodische  Bewegungen  giebt,  welclie  unter  Voraus- 
tetzung  eine«  solchen  Potentials,  wie  wir  es  annehmen,  zu  Stande  kommen. 

■**  Siehe  .lacob  i's  Vorlesungen  aber  Djnamik,  1S66,  S.  2!.  Diese  Gleichung 
ist  mit  der  Virialgleichung  in  der  Bauptsiiche  einerlei.  Sie  gilt  auch  in  ganz  ähn- 
licher Form,  wenn  man  etutt  ri  die  gegenseitigen  Abstände  der  Funkte  einführt 
nnd  annimmt,  der  Schwerpunkt  bewege  sich  in  gerader  Linie,  welche  letztere  An- 
tmhme  alto  uasere  Eotvickelaag  nicht  vei^ndert. 
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Nun   wende  ich   das  Princip   der  variirenden  Wirkung  an.     Dauelb 
ist  in  der  Gleichung*  ausgesprochen: 

-[^"(sf'"+rf"'+5?")]+'"- 


•j  Vergleichen  wir  zwei  benachbarte  Umläufe  eines  penodischen  System 

80   beben  sich  die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  auf  und  es  ei 

'  giebt  sich 

3)  691  =  t6ä. 

Die  Combination  von  2)  und  3)  liefert 

(Ic+2)x6h  =  2k6{hx)  oder  (2-Ä;)6  Z(^Ä  =  2]fcÄiö^T 

und  endlich 

4)  Ä'"*T~'*  =  (3on5^. 

^  Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  ergiebt  sich  auch  die  Beziehung 

5)  a^-*  =  ootMrf.T^  +  *, 

welche  die  Abhängigkeit  der  Wirkung  von  der  ümlanfszeit  darstellt 

Im  Falle  der  Attraction  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  g 
anstatt  der  Gleichung  la)  die  folgende: 

■  d^B 

6)  2T^\-^+Zmkmi 

und  daher 

7)  31  =  (-2m*  Uli)   T. 

>'    , 

!f  Aehnlich  wie  vorhin  ist  dann  r  6  ^  =  d  t  •  £mk  m/ ,  d.  h. 

{Smk  mi)logt  —  h  =  const. 

Wir  haben  daher  den  folgenden  Satz  gefunden: 
Es  sei  ein  periodisches  System  von  freien  materiellen  Punkten  gegel 
und  es  existire  für  dasselbe  eine  homogene  Kräftefunction  von  der  Dim« 
sion  k.  Lässt  man  dasselbe  System  eine  andere  periodische  Bewegung  a 
führen  (von  der  wir  annehmen,  dass  sie  durch  stetige  Variation  der  i 
fangsbedingungen  aus  der  ersten  hervorgehen  könne),  so  verhalten  sich  < 

—  2Ä**'*  Potenzen  der  Umlaufszeiten  umgekehrt  wie  die  2  — Ä**"  Potenzen  < 
von   einem   geeigneten  Nullpunkte  gezählten  Energie  (Ä  =  T—  U  =  Ener^ 

—  const.).  Findet  aber  Anziehung  umgekehrt  proportional  der  Entfernu 
statt,  so  gilt  der  Satz:  Die  Differenz  zwischen  der  Energie  und  dem  i 
Zmicfni  multiplicirten  log.  not.  der  Umlaufszeit  ist  coiistant 

Speciell  für  ein  New  tonisches  ^stem  gilt:  Die  Quadrate  der  Umlai 
zeit  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Guben  der  vom  erwähnten  NuUpun! 
gezählten  Energie. 


*  Siehe   dasselbe   in   dieser  Form   bei   Thomson   und   Tait,   TheoreÜB« 
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Ich  bemerke ,  dass  man  diesen  Satz  noch  etwas  erweitern  kann ,  indem 
man  auch  Systeme  mit  veränderten  Massen  in  Vergleich  zieht,  Y^enn  man 
annimmt,  dass  die  Massen  sich  um  das  gleiche  Vielfache  verändern. 

Bezeichnen  wir  das  Verhftltniss  der  Massen  zweier  Systeme  (das  fUr 
alle  Punkte  nach  dem  eben  Gesagten  gleich  angenommen  wird)  mit  fi| :  fit , 

Diese  Oleichung  folgt  aas  unserem  Hauptsatz  in  Verbindung  mit  der  ersten 
Anmerkung  auf  S.  189. 

Man  sieht,  dass  ähnliche  Sätze  gelten  müssen,  wenn  nur  eine  der 
Gleichung  la)  ähnliche  Gleichung  besteht.  Dieselbe  Gleichung  gilt  z.  B. 
auch  dann,  wenn  wir  die  Bedingungen  /*=  0,  (p  =  0  etc.  einführen,  wo  fy 
tp  etc.  homogene  Functionen  der  Coordinaten  sind. 

Es  ist  leicht,  unsem  Satz  an  einfachen  Beispielen  zu  verificiren.  Es 
sei  z.  B.  um  die  a;-Aze  ein  gerader  Kreiskegel  beschrieben.  Auf  diesem 
bewege  sich  ein  der  Schwerkraft  unterworfener  Punkt.  Demselben  sei  eine 
solche  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt,  dass  er  sich  in  einem  Kreise  senk- 
recht zur  jT-Aze  bewege.  In  diesem  Falle  ist  U=^  —  fngx,  d.  h.  X;=l, 
mithin  müssen  sich  nach  dem  obigen  Satze  die  Umlaufszeiten  wie  die  Qua- 
dratwurzeln der  Grösse  h  verhalten.  Führen  wir,  um  dieses  zu  bewahrheiten, 
Polarcoordinaten  ein  durch  x  =  rcosq>y  y  =  rsinq>cosrify  ß^rsififpsinrifj 
80  ist  das  particuläre  Integral,  welches  der  genannten  Bewegung  ent- 
spricht, -jr  =  X/      .       1   r  =  con8t.    Es  ist  dann  Ä  =  T- t/=f  »t^rcosqp, 

^^2nyrT/ —  und  —  =  ^--=Li   wie  es  der  Satz  verlangte. 

f    gco8(p  r,      y}^ 

Es  sei  femer  X;  =  2.     Dann  folgt  aus  unserem  Satze ,  dass  die  Umlaufs- 
zeit constant  ist.    Hiermit  ist  der  Isochronismus  kleiner  Pendelschwingungen 
ftoagesprochen.    Aehnliche  Beispiele ,  welche  uusern  Satz  bewahrheiten ,  lassen 
^'ch  leicht  finden. 

Dorpat  Piers  Bohl. 

XL  lieber  die  Temperatnrmeasnngen  im  Bohrloche  zu  Sanerbmnn. 

In  dieser,  von  Herrn  Prof.  Dr.  Puluj  in  Prag  übersendeten  Abhand- 
^tig  werden  die  Resultate  jener,  mit  Hilfe  eines  vom  Verfasser  construirten 
"^  ^letbermometers  ausgeführten  Messungen  mitgetheilt  und  aus  denselben 
^^  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Temperatur  t  von  der  Tiefe  h  unter  Tage 
^^h  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  sowie  die  geothermische  Tiefen- 
^tnfe  berechnet.     Die  Rechnung  ergab  die  empirische  Formel: 

<=  11,459^  +  0,031182  (Ä-30) 

^nd  die  geothermische  Tiefenstufe  von  32,07  m  für  je  1^  C.     Ausserdem 
Werden  in  der  Abhandlung  die  Besnitate  der  TemperatuTbQ&WmmxiTi^^tv  \\i  Säsä 
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Bohrlöchern  besprochen,  welche  von  der  kOnigl.  preosaiBclien  Bergwenn^M 

tnng  in   den  letzten  Jahren  mit  grossem  Aufwand  an  Mflhe   und  Kostatff 

ansgeftlhrt  worden,  und  daran,   entgegen  der  herrschenden  Ansicht,   die 

Bemerkung  geknüpft,  dass  infolge  der  geothermischen  Temperatuidiffnreiif 

in  Schladebach  von  1^  C.  bei  36  m  Tiefe  keine  WasserstrOmungen  entslelMi 

können,  im  Gegentheil  das  Wasser  in  circa  3  km  Tiefe  die  Siedetemperatur 

erreichen  könnte,  ohne  jedoch  deshalb  zu  sieden  oder  zu  Strömungen  in 

der  Richtung  gegen  die  OberflSche  Veranlassung  zu  geben,  was  im  Mesie 

ebenfalls  der  Fall  sein  dürfte.        ,.       ,_  «,.    _  q,.         ,       ^^^^  „ 

(Aas  den  Wiener  Sitsongtber.  1890,  Kr.  C) 


BeriehtlgUBgen. 
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Beitrag  zum  Stadium  der  algebraischen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  deren  Integrale  feste 
Yerzweigungspunkte    besitzen,    insbesondere    der- 
jenigen, welche  die  Ableitung  bis  zum  dritten  Orade 

enthalten. 

Von  Dr,  Georg  Wallenberg. 


Die  vorliegende  Arbeit  soll  einen  Beiixag  liefern  zn  dem  Studiom 
der  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  Integrale 
feste  Verzweignngsponkte  besitzen,  insbesondere  derjenigen,  welche  die 
Ableitung  bis  zom  dritten  Orade  enthalten. 

Die  linearen  Differentialgleichongen  besitzen  die  charakteristische 
Eigenschaft,  dass  die  Verzweigongsstellen  ihrer  Integrale  sich  nicht  stetig 
mit  den  Anfangswerthen  verschieben,  sondern  eine  feste,  von  denselben 
nnabbftngige  Lage  haben,  und  diese  Eigenschaft  ist  es  gerade,  welche 
den  Verlauf  ihrer  Integrale  so  übersichtlich  macht.  Die  nicht  linearen 
Differentialgleichungen  besitzen  im  Allgemeinen  nicht  diese  Eigenschaft, 
und  ans  diesem  Grunde  ist  ihre  Behandlung  weit  schwieriger  als  die  der 
linearen.  Es  lag  daher  nahe,  aus  den  nicht  linearen  Differentialgleichungen 
diejenigen  audznsondem,  deren  Integrale  ebenfalls  feste  Verzweigungs- 
ponkte  besitzen.  Diese  Aufgabe  hat  Herr  Fuchs*  in  einer  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1884  enthaltenen  Abhand- 
lang** gelöst;  er  gelangt  daselbst  zu  folgendem  Resultat: 

„Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,   dass   die 

Integrale  der  Gleichung 

A)  J'(«,y,y')-0 

feste,  sich  nicht  mit  den  Aenderongen  der  Anfangswerthe  stetig  verschie- 
bende Yerzweigungspunkte  besitzen^  sind  die  folgenden: 
I.  Die  Gleichung  A)  hat  die  Form: 

F)  y'"»  +  ti  •  y'"*"'  +  t«  •  /"•"*+  •  •  •  +  tm  -  0, 

worin  ^i ,  tf;^  *  -  *  ^m  ganze  rationale  Functionen  von  y  mit  von  e  abhängigen 
Coef&cienten  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass  n^>k  höchstens  vom  Orade 
2h  in  Bezug  auf  y  ist. 


*  ZuD&chst  feU:  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
^  Sittong  Tom  26.  Jani  1884;  pAg.  699. 

Z0titekrin  t  MmthemmUk  u.  Phyaik  XXXV,  i.  \^ 
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II.  Ist  y  -=  ij  eine  Wurzel  der  Discriminantengleichung  D  (jt,  y)  -=  0, 
für  welche  die  dnrch  F)  definirte  algebraische  Function  y*  von  y  sich 
verzweigt y  so  ist  i}  ein  Integral  der  Differentialgleichung  F);  in  der  y^ 
als  algebraische  Function  von  y  darstellenden  Riemann'schen  Fläche  hat 
y*  in  sftmmtlichen  über  y  '^  ri  liegenden  Yerzweigungspunkten  den  Werth 

IIL  Je  a  Blättern,  welche  sich  in  y  —  i?,  y'  —  ?«"-^^  verzweigen, 

dz 

entsprechen  mindestens  a  —  1  mit  y  «*  17  zusammenfallende  Wurzeln  der 
Gleichung  F(e^  y>  £)  ""  ^  ™^*  ^^^  Unbekannten  y." 

Ich  will  im  folgenden  die  Differentialgleichungen,  welche  diesen 
Bedingungen  genügen,  kurz  die  ^^Fuchs'schen*^  nennen;  einen  sehr  spe- 
ciellen  Fall  derselben  bilden  die  von  Briot  und  Bouquet  behandelten  Diffe- 
rentialgleichungen, in  denen  die  unabhängige  Variabele  explicite  nicht  vor- 
kommt und  deren  Integrale  daher  eindeutige  Functionen  sind.  Die  Fnchs'schen 
Differentialgleichungen  werden  am  besten  nach  dem  Geschlecht  der  durch 

P)  F(z,y,y')'^0 

definirten  algebraischen  Function  y'  von  y  olassificirt,  wie  es  Herr  Fuchs* 
und  Herr  Poincar^,**  der  dieselben  einem  tieferen  Studium  unterzogen, 
gethan  haben. 

FtLr  den  Fall  p  «»  0  setzt  Herr  Fuchs: 

'>  '-^-      ^'  '■-^' 

wo  90,  91,  9>s  ganze  rationale  Functionen  von  t  sind,  mit  Coefißcienten, 
die  von  z  abhängen;  differenzirt  man  1)  und  vergleicht  damit  2),  so  erhält 
man  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  t,  welche,  wenn  die  Diffe- 
rentialgleichung F)  fest  verzweigte  Integi*ale  besitzt,  ebenfalls  diese  Eigen- 
schaft haben,  also  den  oben  angeführten  Bedingungen  gemäss  lauten  muss: 

dt 
B)  —  +  P,  +  P,t  +  P,fi^O, 

wo  Pq,  P|,P|  Functionen  von  z  sind.  Dies  ist  die  Riccati'sche  Differen- 
tialgleichung in  ihrer  allgemeinsten  Form.t  —  Wir  werden  im  letzten 
Abschnitt  einige  Beispiele  nach  dieser  Methode  integriren. 

*  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1884,  pag.  708. 
**  Acta  mathematiea  7  :  1.  Sur  un  theor^me  de  M.  Fuchs,  pag.  1. 
t  Dieselbe  läset  sich  bekanntlich  durch   die   logarithmische   Substitution 

t^^^  '  — j^ —  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
^*        ^'  d'^u       r      PL  -y     du 

snrückfflhren;  ist  P,  —  0,  in  welchem  Falle  die  Substitution  versagt,  so  ist  B) 
eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ihr  Integral: 

y  -  C .  e-fPi  d»-e  -f^i  ^*  ./Po  t/^x  ^*  dz. 
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Igt  p  *^  If  80  setzt  Herr  Fuchs  nach  dem  Vorgange  von  Clebsch:'*' 


wo  die  <Z>,  W  und  R  wieder  ganze  rationale  Functionen  von  t  sind,  mit 
Coefficienten,  die  von  e  abhängen,  und  insbesondere  B  vom  vierten  Grade 

I .  in  t  ist.     Die  Differentialgleichung  F)  wird  dadurch  auf  eine  Differential- 

dt  ^ 

gleichnng  ftir  i  zurückgeführt,  welche  -j-  nur  im  zweiten  Grade   enthält 

de 

und  ebenfalls  fest  verzweigte  Integrale  besitzt: 

dt 


c)  ^  "  ^0  +  A<  +  ^<*+  ^  •  V^f 

jfOÄQ^AifÄ^  und  l  Functionen  von  z  sind  und  R  (t)  der  Differentialgleichung 

genflgt     Die  Differentialgleichung  C)   bringt  Herr  Poincar^  durch  eine 
geeignete  linear  gebrochene  Substitution  auf  die  Form 

dt 


E)  ^,-^-mÖ' 

wo  R  nur  von  t  und  X  nur  von  z  abhängt,  die  Variabelen  also  getrennt 

sind.     Diese    Differentialgleichnng    lässt    sich   durch   einfache    Quadratur 

du,  /. 

mtegriren:    wird    il  —  3^,   also  fi^^/ldz   gesetzt,    so   lautet   die   Diffe- 

az 

renüalgleichung  E)  dt 

und  ihr  Integral  ^^W 

Wo  q>  der   Algorithmus   einer   doppeltperiodischen  Function   und  C  will- 
k&rliche  Constante  ist.     Da  die  Yerzweigungspunkte*  der  Function  t  die- 
jenigen der  Function  (i  sind,   so   zeigt  uns  diese  Form  des  Integrals  die 
Unabhängigkeit   derselben  vep   der  Integrationsconstanten.     Trotzdem   ist 
^iese  Form  nicht  in  allen  Fällen  die  geeignetste;    sie   erweckt   die  Ver- 
^uthung,  dass  der  Algorithmus  der  doppeltperiodischen  Function  für  die 
integrale  der  Fuchs'scben  Differentialgleichungen  vom  Geschlecht  1  charakte- 
''Utisch  ist,  und  doch  giebt  es  zahlreiche  Differentialgleichungen  dieser  Art, 
^^ren  Integrale  algebraisch  sind,  wie  z.  B.  die  bekannte  Differentialgleichung 


VB(y)       yB(z) 
durch    deren    algebraische    Integration    Euler    das  Additionstheorem   der 

*  Grelle,  B.  64,  S.  222. 
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elliptischen  Functionen  anticipirte;  in  diesem  Falle  ist  eben  ft  seinerseits 
ein  elliptisches  Integral 

Ist  endlich  !>>  1,  so  hat  Herr  Poincar^  gezeigt,*  dass  in  diesem 
Falle  die  Integrale  der  Fuchs'schen  Differentialgleichungen  algebraisch  sind^ 
wenn  F(ey  y,  y')  nicht  nnr  algebraische  Function  von  y'  und  y,  sondern 
auch  von  ß  ist.     Er  betrachtet  die  Gleichung 

als  Bepr&sentantin  einer  Riemann'schen  FlSchCi  die  sich  mit  ß  Sndert  nnd 
beweist,  dass,  wenn  die  Integrale  der  Differentialgleichung 

feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  zwei  Biemann'sche  FlSchen 

(So)  F(«o.  y«  %')  -  0  und  («i)  F(5i,  jr„  y,')  -  0, 
worin  jer^  und  ß^  nicht  zu  den  —  festen  —  Verzweigungspunkten  gehören, 
stets  durch  eine  birationale  Transformation  in  einander  übergeführt  werden 
können  und  dass  denmach  die  —  3p  — S  —  Moduln  der  Biemann'sehen 

^^'^^'^  (S)F(g,y,tf')-0 

von  ß  unabhängig  sind.  Während  man  nun,  wenn  P'^O,  durch  eine 
dreifache,  wenn  p  ^  1,  durch  eine  einfache  Unendlichkeit  von  birationalen 
Transformationen  von  Sq  zu  8^  übergehen  kann,  giebt  es  für  den  Fall 
p>  ly  wie  Herr  Poincarö  zeigt  und  bereits  Herr  Klein**  es  ausge- 
sprochen hat,  im  Allgemeinen  nur  eine  einzige  birationale  Transformation, 
welche  den  Uebergang  gestattet,  und  es  giebt  stets  nur  eine  endliche 
Anzahl,  sodass  man  dieselben  durch  rein  algebraische  Processe  muss 
finden  können.     Ist 

^1  -  -ß  (%» yoOi    s/i  —  ^  (% » %') 

eine  solche  Transformation,  in  welcher  B  und  2^  rationale  Functionen 
bedeuten,  deren  Coef&cienten  von  ß^  und  ß^  abhängen,  und  betrachtet 
man  ß^  als  Constante,  ßj^  als  unabhängige  Variabele,  so  repräsentirt  nach 
Unterdrückung  des  Index  1  die  Gleichung 

y--B(yo»yoO» 

in  welcher  die  Integrationsconstanten  p^  und  y^/  durch  die  Gleichung 

■^(^01  yo»  Po) "  ^0  (yoi  yo)  -  o 

verbunden  sind ,  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  F) ;  das- 
selbe ist  also,  falls  F(ßfy^y')  auch  von  ß  algebraisch  abhängt,  algebra- 
ischer Natur. 


*  1.  c. 
**  In  einem  Briefe  an  Herrn  Poincar^  vom  3.  April  1882. 
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Nach  dieser  Darstellung  der  Resultate  der  Herren  Fuchs  und 
Poincarö  wenden  wir  uns  zu  den  eigenen  Untersuchungen.  Im  ersten 
A.bschnitt  werden  die  binomischen  Fuchs'schen  Differentialgleichungen 
erledigt  und  diejenigen,  welche  sich  auf  binomische  zurückführen  lassen, 
durch  eine  Transformation,  welche  einer  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  bekannten  Transformation  analog  ist.  Die  drei  folgenden 
Abschnitte  beschränken  sich  hauptsächlich  auf  das  Studium  derjenigen 
Fochs'schen  Differentialgleichungen,  in  denen  die  erste  Ableitung  höchstens 
im  dritten  Grade  vorkommt,  insbesondere  auch  derjenigen,  welche 
Tom  Geschlecht  0  oder  1  und  doch  algebraisch  integrirbar  sind.  Ab- 
schnitt II  behandelt  die  eigentlichen  trinomischen  Differentialgleichungen, 
deren  typische  Form  explicite  aufgestellt  und  deren  —  algebraische  — 
Integration  geleistet  wird.  Abschnitt  III  enthält  die  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichungen dritten  Grades;  es  wird  die  Maximalzahl  ihres  Ge- 
schlechtes bestimmt,  es  wird  gezeigt,  wie  man  die  von  Herrn  Fuchs 
aufgestellten  Bedingungen  in  Bedingungsgleichungen  für  die  Coefficienten 
umsetzen  kann  und  ein  bemerkenswerther  Ausdruck  für  den  zweiten 
Differentialquotienten  aufgestellt,  welcher  ein  Mittel  zur  Integration  an 
die  Hand  giebt.  Abschnitt  IV  behandelt  die  Differentialgleichungen, 
in  welchen  das  Glied  mit  der  zweiten  Potenz  der  Ableitung  fehlt,  ein- 
gdiender;  es  wird  wieder  in  hinreichend  allgemeinen  Fällen  ihre  typische 
Form  bestimmt  und  die  —  algebraische  —  Integration  nach  verschiedenen 
Methoden  durchgeführt  Abschnitt  Y  enthält  einige  allgemeinere.  Früheres 
nuanmienfassende  Untersuchungen  über  Fuchs'sche  Differentialgleichungen 
jeden  Grades  und  Abschnitt  YI  Beispiele. 

Es  wird  im  Folgenden  überall  vorausgesetzt,  dass  F{g^y,y^)  irreduc- 
tihel  ist  und  meistens,  dass  die  Discriminantengleichung  von  Fi^i^y^y^^^^O 
nur  einfache  Wurzeln  besitzt. 


I. 

Eine  binomische  Fuchs'sche  Differentialgleichung  hat  die  Gestalt: 

wo  B  eine  ganze  rationale  Function  höchstens  2m^°  Grades  in  y  ist, 
deren  Coefficienten  von  e  abhängen.  Da  hier  jeder  Yerzweigungspunkt 
jf  *  1}  Wurzel  von  B  (e^  y)  ^  0  ist  und  zwar  nach  Bedingung  m  ein 
afiicher  Yerzweigungspunkt  mindestens  afache  Wurzel,  so  ist  die  Gesammt- 
xahl  der  ein&chen  Yerzweigungen 

w  <  2m, 
also  das  C^whJeeht  "" 


_.'_l.' 


-^«        _  —  ■  jp 

-'"?>•  ^"-tjIL     -£er    riZS    ~Irl    n:2i5ll«*r'J 

:-    .-i:«r:zs^-:i.u— -T    ^  :rrt»±   ier  beiden 


Tl 


'.       1.      J-       ly 


»  -  --       .-^  .-.      ^.  .      _■?.         j-j-     .-:    .i-a    '  rki. siziifn.  üe 

,     •    *-.      ^^f     ;.k   .fc   -.  #    iicca- 

-•  . -■         .*;jr,     ..■?   ^:-z.:h.    M     »ier  2w 

■"     --      .     .    >.         >v        ..  ._       -        .    ■.     ,iL.a    v:-.-j*":    '\    :,  *    keinen 


*^'     >      ■■             ■  -  .  .  -                  .  ^           ■:  :;:».:    ".   ..  /    -men  von  z 

>«  -  -■     >.     .  :     "-*•  :Vp?n:;Aigieichiin^ 

« » 

^    .lt^■.   .   .•  .a».  .     -.^  -1      .^.;.^.    ,^.         .    i.  ■,!^.-_   Vu..     j;    i>  n Seren tial- 

»   ■  . 

*      ''"■.-'  :    '     •    •   .    *■      V    •        .a    :    jii:»j::»ia»j:i:    üst.    aber 

1   **iikluh    euLLUi^t.  lüueui     -^.r    .«latr    Ar-^-iaieaiaii.  n    vou    Briot    und 

tlvniviuüi*»  loi^jen,  sciir-ibcü    ^ir  oit.tQ.iai:  J     -ji   ier  rjrai: 


j/  —  (4\j/  —  ff)  .  j/  —  ./     '■  (/  -5^  • 


'^  MU,  Bd.  51  S.  1». 

^  d«  foncüoiu  doabL  pe'riod.  Paria  1869,  pag  304. 
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m 


WO  n^y^  ist  und  a,  &, . . .  von  e  unabhängig.     Da  der  Grad  von  B(y) 

P        P^ 
nicht  m  übersteigen  darf,  also 1 ^  +  •  •  •  höchstens  gleich  1  ist,   so 

ti        ti 

darf  B(f/)  höchstens  zwei  Factoren  enthalten,    weil  in  Folge   der  Bedin- 

N  P     p'  1 

gung  III)  jeder  der  Brüche  —  >  —  i  •  •  •  mindestens  gleich  —  ist.  Enthalt 

es  zwei  Factoren,  so  muss  —  '=^  — >  ==  ^r  sein:  enthält  es  nur  einen  Factor, 

80  kann  sein  Exponent  gleich  der  Einheit  sein;  ist  er  kleiner  und  daher 

nach  Bedingung  III)  von  der  Form  1 )   so  muss  n  »  2  sein,  da  die 

Function  t;  «  —  zugleich    mit  y  feste  Yerzweigungspunkte   besitzt,   ihre 

Differentialgleichung  ^      ^ 

—  v'  —  fi  (1  —  ij  v)  •  (1  —  a  v)     *»  •  v* 

also  denselben  Bedingungen  genügen  muss.  Wir  haben  somit  das  folgende 
fiesnltat: 

Eine  irreductibele  binomische  Fuchs'sche  Differentialgleichung,  deren 
Grad  grösser  als  2  ist,  muss  die  Form  haben: 

B)  y'»-i.2?(y), 

wo  l  nur  von  z  und  B(y)  nur  von  y  abhängig  ist;  oder  in  einer  irre- 
dactibelen  binomischen  Fuchs'schen  Differentialgleichung  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade  sind  die  Variabelen  separirt. 

Diese  Differentialgleichungen  lassen  sich  also  durch  einfache  Quadra- 
taren iutegriren;   aber  wir  können  noch  weiter  schliessen:    Wird  A  —  v 
und  vdz  ^  dii  gesetzt,  so  geht  die  Gleichung  B)  über  in 


m 


0)  m'-  m- 


<dii/ 

Dies  ist  aber  in  Folge  der  Bedingungen,  denen  die  ursprüngliche  Diffe- 
rentialgleichung A)  genügt,  eine  „Briot  und  Bouquet'sche  Differential- 
gleichung.*'* Briot  und  Bouquet  haben  die  in  sehr  beschränkter  Zahl 
vorhandenen  Typen  der  binomischen  Differentialgleichungen  mit  eindeu- 
tigen Integralen  aufgestellt;  dieselben  gelten  nach  den  obigen  Ausein- 
andersetzungen mit  einigen  Modificationen  auch  hier.  Wir  haben  dem- 
nach folgende  Tabelle  der  irreductibelen  binomischen  Fuchs'schen  Diffe- 
rentialgleichungen : 

1)  y'«»i.(y_o)(y-b)(y_c)(y-«0, 

3)  »'*-i-(y-a)».(y-6)».(y-c)», 

♦  l.  c.  pag.  302. 
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4)  y'^-it.(y-a)».(y-6)*.(y~c)^ 

6)  y««A.(y-^)«.(y-a).(y-5), 

Die  Grössen  a^b,  c^  d  bedeuten  Constanten;  Z,  17,  i}^,  ij,  Functionen 
von  z.  Die  Tabelle  enthält  nur  die  wesentlich  verschiedenen  Formen; 
man  erhftlt  Modificationen  derselben,   indem  man  z.  B.  17^  gleich  ij,  setzt 

oder  indem  man  eine  der  Grössen  a,  &,  c,  d  durch  eine  geeignete  Trans- 

1 

formation  —  2.B.  «  —  a  — ins    unendliche    rücken    Iftsst.      Die 

u 

Formen  l)  bis  4)  sind  yom  Geschlecht  1*,  die  Formen  5)  bis  7)  Tom 
Geschlecht  0.  Die  Formen  l)  bis  5),  in  denen  die  Variabelen  separirt 
sind,  lassen  sich  durch  einfache  Quadratur  integriren;  bezeichnen  wir  sie 
typisch  durch :  y '"»  «  A  -  E  (y) , 

so  setzen  wir,  um  sie  zu  integriren,  zunächst  wieder  A  »  v^  und  3^""v> 
,  .  ,    .  de 

dann  wird  sie:  /dv\^ 

©  -  *(»)• 

Diese  Differentialgleichung  ergiebt  uns  nach  Briot  und  Bonquet*^ 

wo  C  die  willkttrliche  Constante  ist  und  9  für  die  Formen  l),  2),  3),  4) 
den  Algorithmus  einer  ganz  bestimmten  doppeltperiodischen  Function'^, 
nir  5)  den  einer  bestimmten  rationalen  Function  bedeutet,  fn  ist  gleich 
fvdz^  wird  also  durch  reine  Quadratur  gefunden;  die  Verzweigungspunkte 
von  y  stecken  alle  in  fi,  sodass  die  Form  des  Integrals 

da  tp  eine  eindeutige  Function,  uns  wiederum  sofort  zeigt,  dass  die  Yer- 
zweigungsstellen  der  particulären  Integrale  sich   nicht  mit  den  Anfangs- 
werthen  stetig  verschieben,  sondern  „fesf  sind. 
Die  Differentialgleichung 

df)  -  (7^  ■C-'^C -»•»■) 

z.  B.  hat,  da  hier 

d\k  a 


dz       z  —  a 
und 


also:       fA^log(z  ^  a)"  +  C 


*  Also  iD  einer  binomischen  Fuchs^ sehen  Differentialgleichung  vom  Geschlecht 
1  sind  die  Variabelen  stets  getrennt. 

•♦  i  c,  Seite  312  flg.     (Nr.  261  u.  262 ) 
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rf^-     , it also:    (C+C'  =  C) 


ist,  das  Integral:  ^    r  k-      v")  (1       **3^') 

y  =  5tnam  [log  (z  —  a)"  +  C], 

y  kann  hier  eine  eindeutige  Function  von  e  sein,  wenn  nSmlich  a^iti 
eine  Periode  des  Modolarsinus  ist;  im  Allgemeinen  aber  ist  die  Stelle 
z  ^^  a  ftir  die  Function  y  eine  logarithmische  Verzweigungsstelle. 

Es   bleiben  noch  die  Fälle  6)  und  7)  zu  erledigen.     Die  in  7)   ent- 
haltenen FftUe: 

sind  dnrch  die  Bemerkungen  auf  Seite  194  (Anmerkung)  bereits  erledigt. 
Die  Differentialgleichung 

6)  y'*-i(y-n)*-(y-o)(y-6)  (p-o) 

reduciren  wir  zunächst  durch  die  Substitution  u  — auf  eine  Diffe- 

y  —  o 

rentialgleichung  der  Form: 

y'*-i(y-ij)'-(»-a). 

Wird  dann  ,       ,  .     . 

y  -  (y  -  1?)  •  ^ 

gesetzt,  so  liefert  die  letztere  Gleichung 

y  —  a  «-  —    und     y'  «-  ( Y  +  a  —  ^ )  •  ^. 
Hieraus  resultirt  für  i  die  Differentialgleichung 

dz  2  ^  2A      ^  2       ' 

welche  auf  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  zurUckführbar  ist. 
Auf  die  binomiscben  lässt  sich  eine  allgemeinere  Classe  von  Fuchs- 
Bchen  Differentialgleichungen  zurttckfCLhren,  welche  die  Form  haben: 

Man  kann  nämlich  auf  die  Fuchs'schen  Differentialgleichungen  einen 
ähnlichen  Satz  anwenden  wie  auf  algebraische  Gleichungen.  Bekanntlich 
ISsst  sich  in  jeder  algebraischen  Gleichung 

aj*  +  ö  ic*~^  +  •  •  •  + 1>  —  0 

durch   eine   einfache  Transformation  das  Glied   mit  der  n  —  1^^  Potenz 
der  unbekannten  fortschaffen. 

Ebenso  lässt  sich  in  jeder  Fuchs'schen  Differentialgleich- 
nng  m*^  Grades  in  Bezug  auf  die  Ableitung  das  Glied  mit  der 
m—  1*~  Potenz  der  Ableitung  fortschaffeiu 
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Es  sei  gegeben  die  Fnchs'sche  DifTerentialgleichiing: 

+  ..  +  p„«i.y  +  p^  =  o, 

so  ist  P^  nach  Bedingung  I)   höchstens   vom   zweiten  Grade  in  y,    also: 

-Pi-^flo  +  ^iy  +  ^iy'- 
Die  Differentialgleichong  F)  kann  ich  in  der  Form  schreiben: 

+  P„_x(3/~PJ  +  P„,«0. 

Die  Pk  lassen  sich  leicht  durch  die  Pk  aasdrücken;  ihre  Orade  ge- 
nügen ebenfalls  der  Bedingung  I).  Da  P|  drei  Grössen  enthftlt,  die  zum 
Verschwinden  gebracht  werden  sollen,  so  muss  man  in  der  zu  diesem 
Zwecke  angewendeten  Substitution  drei  Grössen  zur  Verfügung  haben; 
ich  bediene  mich  daher  der  linear  gebrochenen  Substitution 

au  +  ß 

y  — T^' 

yu  +  0 

in  welcher  or,  ß,  7,  d  Functionen  von  e  sind,  die  der  Bedingung 

ad  — -  ßy  =»  1 

genügen.     Durch  Differentiation  von  y  erhalte  ich 

,       {ß'd  -  ß6')  +  (a'ö  -  ad'  +  ßfy'-  ßy')  u  +  {c!y  -  g/)  u»  +  u' 


2 


(yu  +  S) 

und   es  wird  P,  «=  —^ — 7 — ^— — rr^-^ —  i 

'  (yu  +  öf 

wo 

A^  =  2aoyd  +  a^  (ad  +  /Jy)  +  2(1,  a|5, 

•g^  ^2  =  «0  /  +  «1  «y  +  «2  «* 

Wird  in  G)  nach  vollendeter  Transformation  zunächst  mit  (yu  +  d)*' 
heraufmultiplicirt,  so  sind  alle  Nenner  fortgeschafft;  damit  nun 


«/'  -  -p,  - 


«' 


werde,  muss  gesetzt  werden: 

1)  A^  =  ^2  oder  a^y"^  +  «lay  +  a^c? '^  Jy  —  ay', 

2)  A  =  ^i  oder  2aoyd  + ai(ad  +  /5y)  +  2aga/?  — a'd- ad'  +  /3'y  — /5/, 

3)  ^0"=  ^0  oder  a^ö'^  +  a^ßö  +  a^ß^  ^  ß' ö  "  ßö\ 

Um  a,  ßy  y,  d  diesen  Bedingungsgleichungen  gemäss  zu  bestimmen, 
heirüchie  kh  die  Biccati'sche  Differentialgleichung 
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^^  I  I  s 

■^  =  «0  +  fli  v  +  flj  ^] 

1      uf  ,. 

dieselbe  geht  durch  die  Substitution  t;  — in  die  homogene  lineare 

a^     w 

Differentialgleicliung  zweiter  Ordnung 

D)  «/'-  (a^  +  ^uf+a^a^w^O 

über.     Deren  allgemeines  Integral  laute: 

wo  tTj,  w^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  bedeutet,  also  das  all- 
gemeine Integral  der  Riccatrschen  Differentialgleichung: 

1       Ctt/j  +  U^'j 

a^     cw^  +  IT, 
Ich  behaupte  nun,  dass,  wenn  ich 

Ca  +  ß  1       cu/^  +  t^2 


cy  +  d  a^       cw^  +  tr^ 

setze,  den  drei  Gleichungen  l),  2)  und  3)  durch  die  Functionen  a,  /?,  y^  d 
genügt  wird.     Es  ist  n&mlich  dann 

ac  +  ß 
yc  +  d 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

dv 

ako: 

Da  c  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  folgen  hieraus,  indem 
sich  auf  beiden  Seiten  (yc  +  J)*  forthebt,  durch  Vergleichung  der  Coeffi- 
cienten  von  c^,  c\  c^  die  drei  Gleichungen  l),  2)  und  3).  Um  also  P| 
fortzuschaffen,  mache  ich  die  Substitution 

^CLU  +  ß 

yu  +  d 
nnd  setze  darin 

y  —  A  •  «?!,  d  »  1  •  tTj, 

wo  t&j,  IT,  ein  beliebiges,  aber  bestimmtes  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  xwe\\.w  OtöcckÄXitt VVJ^yö^»* 
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Die  Function  k  wird  aus  der  Beadehnng 


1- 


aß 
yd 


A.«?!, 


X  '  Wc 


^ 
^ 


bestimmt.     Bekanntlich  ist 


w^  w^ 
w^  w^ 


O.eÄ-'+i)'" 


Co,  •  e 


MdM 


Wähle  ich^  was  stets  leicht  za  erreichen  ist,  der  Einfachheit  wegen 

das  Fondamentalsystem  w^^  ic^  so,  dass  die  Constante  Cgieich  1  wird,  so 

erhalte  ich  Cat, 

A«.«/«!*"-!,     folglich   X«e""jr". 


Man  hat  demnach  zu  wählen: 


1  .-f^^'   J 


15  «--e-/?^'.«/,, 


Die  Differentialgleichung  6)  geht  durch   diese  Substitution  über  in: 

Hierin  ist  ,,       ,        .   ^,,,    ^(^^  +  ß\ 

-  (yu  +  d)"-'"*.  %(u)  (Ä  -  2,  3, . . .  •»> 

wo  $ib (t«)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Orade  ^r^  m  u  ist,  wenn 
rjc  den  Grad  von  ^^(y)  in  y  bedeutet;  dieser  ist  nach  Obigem  stets  <  2Ä;, 
sodass  die  Pk{u)  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens  ^V^°^  Grade 
in  u  sind.  Sind  die  Yerzweigungspunkte  von  y  fest,  so  sind  es  auch 
diejenigen  von  u;  die  Differentialgleichung  H)  genügt  daher  auch  den 
von  Herrn  Fuchs  dafür  aufgestellten  Bedingungen;  sie  ist  eine  Fuchs- 
sehe  Differentialgleichung. 

Da  diese  Transformation  der  Fuchs'schen  Differentialgleichungen  durch 
eine  lineare  gebrochene  Substitution  die  Integration  einer  Biccati'schen 
resp.  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  er- 
fordert, so  hat  sie  im  Allgemeinen  nur  formale  Bedeutung.  In  vielen 
Fällen  aber  werden  uns  durch  die  Natur  dieser  Differentialgleichungen 
direct  Integrale  der  Riccati'schen  Differentialgleichung 

geliefert.     Haben  z.  B.  Pg,  P,,  •  •  •  P*,  •  •  •  P«  alle*   einen   gemeinsamen 


^  oder  von  einem  Fi  an. 
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^  -  —  Ä 


Factor  y  —  i]  derart,  dass  sich  i/  fOa  y^ri  wirklich  verzweigt,  so  muss 
nach  Bedingung  11)  17  ein  Integral  von  0)  sein,  oder  es  mnss 

V  -  A  (•?)  -  0, 

d.  h.  97  ein  Integral  der  Biccati'schen  Differentialgleichnng 

t/-p,(t,) 

sein.     Kennt  man  non  auf  solche  Weise  drei  Particularintegrale  Vj,  t;,,  v^ 
derselhen,  so  lautet  ihr  allgemeines  Integral* 


V 


wo  C3  eine  numerische  und  c  die  willkürliche  Constante  bedeutet  In 
diesem  Falle  ist  man  also  der  besonderen  Integration  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  überhoben. 

Die  Fuchs 'sehen  Differentialgleichungen  von  der  Form 

deren  Typen  denen  der  binomischen  Differentialgleichungen  analog  sind^ 
werden  durch  die  gedachte  Substitution  auf  binomische: 

zurückgeführt.  Wenden  wir  die  Substitution  insbesondere  auf  die  vier 
Typen  vom  Geschlecht  1  an: 

1')        (y'  -  P)»  -  i(y  -  nd  (y  -  %)  (y  -  n.)  (y  -  ijj, 

2»)  (y'_p).„i(y_,,).(y_^,)»(y_^,)«, 

3*)  (y'_P)*  =  i(y_,,)«(y_,,)»(y  _,,)», 

4»)  (y'  _  P)«  =  i  (y  _  ,,)»  (y  _  ^,)*  (y  _  ,,)5, 

WO  X  und  die  r^  Functionen  von  e  sind.  Da  hier  die  rii  sftmmtlich  Yer- 
xweigungsstellen  der  algebraischen  Function  y^  von  y  sind^  so  sind  sie 
Integrale  der  respectiven  Differentialgleichungen  1*),  2*)^  3*),  4*)  und 
daher  Integrale  der  Biccati 'sehen  Differentialgleichung: 

--P(«)=.0. 

In  diesem  Falle  kennt  man  also  mindestens  drei  Particularintegrale 
der  letzteren  und  folglich  auch  ihr  allgemeines  Integral  Im  Falle  1*)  hat 
lach  Herr  Poincarö**  eine  linear  gebrochene  Substitution  angewendet; 
aber  wfthrend  er  durch  dieselbe  drei  der  r^  von  z  unabhängig  macht  und 
dann  zeigt,  dass  in  der  so  transformirten  Differentialgleichung  P  ver- 
Bchwindet  und   auch  17^  von  0   unabhängig  sein  muss,   bringen   wir   von 


*  KOnigflberger:    Allgem.  untersuch,  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen,  §  9,  pag.  99. 

^  cfr.  Einleitung  pag.  195. 
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vornherein  P  zum  Verschwinden  and  wenden  dann  den  vorher  bewiesenen 
Satz  an,  dass  in  einer  binomischen  Fnchs'schen  Differentialgleichung  vom 
Geschlecht  1  die  Yariabelen  getrennt,  d.  h.  die  ij,-  von  0  unabhängig  sind.* 
Uebrigens  kann  man  auch  in  2^),  3*)  und  4*)  sogleich  dorch  eine 
linear  gebrochene  Substitution  die  i}<  von  e  unabhängig  machen ,  z.  B.  i/|  -« 0, 
t^g  =  +  1,  T^j  =  —  1.  Dann  verschwindet  in  der  transformirten  Diffe- 
rentialgleichung P  identisch,  weil  es  höchstens  vom  zweiten  Grade  in  y 
ist  und  die  drei  Wurzeln  0,  +1,  —  1  besitzen  muss. 

n. 

Eine  trinomische  Fuchs 'sehe  Differentialgleichung  hat  die  Form 

A)        F{z,y,y')  =  y'"»  -  wP .  y'^-^  -  (m  -  l)"—!  •  Ö  -  0, 

worin  P  höchstens  vom  zweiten,  Q  höchstens  vom  2m*^  Grade  in  y  ist. 
Um  ihre  Discriminante  zu  finden,  differenziren  wir  A)  nach  y^\ 

-in3/'»~«.|y-(m-l)P]. 

Die  Gleichungen  A)  und  B)  werden  zunächst  dorch  y'  -»  0,  Q  =^0 
befriedigt;  Q  ist  also  ein  Factor  der  Discriminante.  Den  restirenden 
Factor  der  Discriminante  finden  wir  durch  Elimination  von  1/  aus  den 
Gleichungen  ^_^     ^^^    y-(m-l)P«0. 

Er  lautet     _  ^^  _  ^^^__, .  (pm  +  g)  _  _  (^  ^  l)«-i .  ^^ 

Da  jede  einfache  Wurzel  ly,  der  Discriminantengleichung  wirklich  ein 
Verzweigungspunkt  der  algebraischen  Function  3/  von  y  ist  und  der  zu- 
gehörige Werth  der  mehrfachen  Wurzel  3/  durch  die  Gleichung 

3/-(in-l)P«0 

gegeben  wird,  so  muss  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  keine  quadra- 
tischen Factoren  enthält,  infolge  der  Bedingung  II)  für  jede  Wurzel  tu 
von  A  =»  0  identisch 

sein,  d.  h.  es  muss  sein: 

wo  A  und  B  nur  von  e  abhängen. 


*  cfir.  Anmerkung  püg.  2uO. 
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Stellen  wir  die  Forderung,  dass  die  Discriminantengleichung 

überhaupt  keine  mehrfachen  Wurzeln  besitzt,  dass  also  auch  kein  Doppei- 
punkt  der  durch  jP  «  0 

definirten  algebraischen  Curve  im  Endlichen  liegt,  so  darf  auch  Q  nur 
einfache  Factoren  besitzen;  das  ist  nach  Bedingung  III)  aber  nur  möglich, 
wenn  tn  ^  3  ist,  und  mit  dem  Fall  m  »  3  wollen  wir  uns  im  Folgenden 
beschäftigen.     Wir  betrachten  also  die  Differentialgleichung: 

c)  s/'  +  3py«  +  4e-o,* 

in  welcher  P  höchstens  vom  zweiten,  Q  höchstens  vom  sechsten  Orade  in 
y  ist;  ihre  CoefQcienten  sollen  nunmehr  als  rationale  Functionen  von  e 
vorausgesetzt  werden.  Da  Q  nur  einfache  Factoren  enthalten  soll,  so  ist 
nach  Bedingung  11)  jede  Wurzel  ly  von  §  =  0  ein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung C)   und   der  Werth   ^  der   zugehörigen  Doppel wurzel   i/ 

gleich  — - ;  derselbe  ist  aber  andererseits  *»  0,  folglich  17  von  e  unabhängig. 
aß 

Q  enthält  daher  nur  von  b  unabhängige  Factoren**;  wir  haben  also: 

P'^a  +  hy  +  dy*, 

e  -  X(cb  +  c^y  +  Cgy*  +  •  •  •  +  c^y^)  =  X  .  e, 

wo  a,  h,  d,  l  rationale  Functionen  von  0  und  die  d  von  e  unabhängig 
sind.     Die  Voraussetzung,  dass  der  Discriminantenfactor 

A  =  p8  +  e 

nur  einfache  Factoren  enthält  —  die  spätere  Entwicklung  muss  aller- 
dings diese  Voraussetzung  erst  rechtfertigen  —  involvirt,  dass  P  und  Q 
keinen  gemeinsamen  Factor  besitzen  dürfen,  denn  derselbe  müsste  minde- 
stens Doppelfactor  von  Q  seint,  es  würde  also  aus  A  mindestens  ein 
quadratischer  Factor  heraustreten.  Da  die  Wurzeln  von  Q  =  0  sämmtlich 
von  z  unabhängig,  also  Integrale  von  C)  sind  und  hier,  da  P  und  Q 
keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  nur  einfache  Verzweigungen  vor- 
kommen, so  ist  nunmehr  dafür,  dass  die  Integrale  der  Differentialgleich- 
ung C)  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  allein  das  Bestehen  der 
Oleichung 

noth wendig  und  hinreichend,  oder  der  Oleichung: 


*  Die  PluBseichen  sind  hier  bequemer. 

**  Jeder  von  e  abhängige  Factor  muss  in  Q  quadratisch  vorkommen,  wenn 
die  Differentialgleichung  C)  den  Fuchs'schen  Bedingungen  genügt. 
t  cfr.*  Bedingung  lU). 
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2)  3P«^  +  i'C-6P»^-21^P-(.l+%)(l*+ie). 

Ans  2)  folgt  zunächst,  dass: 

Q.[AX^X'  +  lBy] 

durch  P  theilbar  sein  mnss,  und  da  Q  nach  YoraossetzoDg  mit  P  keinen 
gemeinsamen  Theiler  hat,  so  mnss 

Al-X!  +  XBy 

durch  P  theilbar  sein,  d.  h.  es  muss  identisch 

Äk-X'  +  lBy'^0 

sein,  also:  » 

'  ÄX-X'^0     und     JB«0,     da     X  +  0. 

Aus  l)  folgt  aber,  dass,  wenn  J?  *»  0  ist,  P  nur  vom  ersten  Grade 
in  y  sein  darf;  ist  umgekehrt  von  vornherein  P  vom  ersten  Grade  in  y, 
so  muss  in  l)  J?  =»  0  gesetzt  werden,  und  es  folgt  dann  wie  vorher 

Weiter  folgt  aas  2)  unter  Berücksichtigung,  dass 

ÄX-X'^0,     JB  — 0,     d^O 
ist,   durch  Vergleichung   der  Coefficienten   gleich   hoher  Potenzen  von  y: 

3)  -12XCe6  — 0, 

4)  —  12ACßa—  10X056  =  0, 

5)  —  lOXc^a  —  SXc^h^Oy 
also,  da  X  und  h  von  0  verschieden: 

TP.  Cß  =  0,      Cr  «=  0,      c.  =  0. 

Femer:  6         »      6         >      4 

6)  6»  .  -  =  31/ b^  -  66*  -  eXc^h, 

7)  3a6*  .  -  =  6  abb'  +  3  a'b^  -  18a6^  -  Uc^h  ~  eXCja, 

8)  3a*6  .  —  «  6a'a6  +  3a«6'  -  18a«6«  -  2Xci6  -  4Acia, 

9)  a»  .  -  «  3a' a«  -  66a»  -  2;ic,a, 

oder,  da  a  und  6  von  0  verschieden: 

6)  ^._3--6& ^, 

i'       „o'      ^,       2ici 


s    ' 


9)  -  =  3 66 ; 

^  A  6        a  3  a6         6* 
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^^  ^'»•'-»-»ta- 


»^.^    *»^.^.^V_^    ^    '*.'*     *•. 


8)  f»2^'  +  ^-66-|A^_lAj. 

^  X  ah  3   a*        3  a6 

Diese  vier  Gleichungen  sind  nicht  unabhängig  von  einander;  subtra- 
hirt  man  Gleichung  9)  von  6),  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche 
mit  derjenigen  identisch  ist^  die  durch  Subtraction  der  achten  von  der 
siebenten  Gleichung  entsteht.  Wir  haben  also  nur  drei  Gleichungen, 
z.  B.  6),  9)  und  7).  Multiplicirt  man  Gleichung  6)  mit  2,  addirt  dazu 
Gleichung  9)  und  subtrahirt  dann  die  mit  3  multiplicirte  Gleichung  7), 
80  erhält  man:  3^30*  -  2Cg  aft  +  c,  6«  =  0 

oder: 


3c^(|-)  -2c,|+ci  =  0. 


d 
Da  Cj,  Cj,  Cj  Consfanten  sind,  so  ist  auch  das  Verhältniss  -=-  von  z 

unabhängig;  es  ist: 

also  a  »  a  •  5  und   P  »  5  (y  +  <<)  >    wo  a  von  e  nicht   abhängt     unsere 
Bedingungsgleichnngen  werden: 

Durch  Subtraction  der  Gleichung  7)  von  Gleichung  6)  kommt: 


folglich  aus  10): 

oder: 

Es  ist  daher: 


3C8 


3Cj        Cj 
Cj  =  3 c,  •  a,     Cj  «  c^  •  a  =  3  Cj  •  a* 
und  die  drei  Gleichungen  6),  9)  und  7)  schrumpfen  in  die  eine  zusammen : 

6)  __3.__66-6^- 

Die  Differentialgleichung  C)  erhalt  somit  die  Gestalt-. 

y'  +  3Ky  +  «)V*  +  4;i(co  +  c,[3a«y  +  3ay«  +  y'])-«0. 

Setzen  wir  Cq  »  c^^a^  +  £f  wo  s  eine  neue  Constante,  so  lautet  die 
Differentialgleichung : 

Z^itaeäria  f.  Itmibemmtik  u.  Physik  XXXV,  4.  ^^ 
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'    «^    iw"-  'N-  "k»  ••-.- 


Hier  darf  £  nicht  gleich  0  sein,  in  welchem  Falle  die  Difierentialgleicb- 
ung  D)  homogen  in  ^  nnd  j^  +  «i  also  reductibel  würde.  Wenn  wir 
daher  e  in  A  hineinziehen  und 

—  =  Ä;,     h^fif    y  +  w^-u 

c 

setzen,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung  in  der  Gestalt: 
E)  u'»+  3f*uw'«  +  4;i (1  +  ku^)  «=  0. 

A;,  l  und  ^  sind  durch  die  Gleichung  verbunden: 


11)  =3^-6f*-6-^ 

Wird    —  =^  w  gesetzt,  so  lautet  sie: 

Dies  ist  für  w  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  ihr 
allgemeines  Integral  ist 


IT 


.  e/O"-»?)"'  +  c/C*"-»^)'".  6Ä.  A  c/Of-"")'"  d.. 


Da  auch  der  Fall  Ä  =  0  zu   berücksichtigen  ist,    so    darf  nicht  von 
vornherein  die  willkürliche  Constante  c  gleich  0  gesetzt  werden.     In 


to 


c.fi-*.c/«''*'*  +  6Ä;fi--*.e/«'^*^.  /fie-AV^M;? 


*  Kürzere  Herleitung.    Da  Äl-l'  =  0  und  B  =  0  ist,   so  folgt  aus  2) 
nach  Division  durch  P: 

'  _  dz  dy         dy      X 

Daher  ist  ^  durch  P  theilbar: 
dy 

folglich  P«^.^,  wo  ^  nur  von  z  und  ^  nur  von  y  abhängt.    Dann  folgt  aber 
aus  2*): 

^^  =  3Ä;.$«  (also   Q^k,^'-hc), 

wo  k  eine  Constante  ist.     Dividirt  man  Gl.  2*)  durch  ^  *,  so  erhält  man  zwischen 
X,  (JL  und  A;  die  oben  gefundene  Relation: 

3^^'- 6^*  -  6Xk-  ^  .^»=0. 
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-  .'  V  ^--.^-vy-v^ 


sollen   (i  nnd   to  rationale  Functionen   von  e  sein;   deshalb  mnss,  wenn 

1   v' 
man  c  willkürlich  lässt,  u  auf  die  Form  — —  —  gebracht  werden  können, 

6   V 

wo  V  eine  rationale  Function  von  e  ist.     Dann  wird: 


f*~"*'V""*  +  6ÄJ|[i~*-v""^. /fivdjP 


und 

1  8  1  1     ^'*  1 

.    /.T      /         j  6       V        C  — ifcv 

c+  ßk- 1  fivdz 

Hierin  sind  c  und  k  beliebige  Constanten ,  die  nur  nicht  gleichzeitig 

gleich  0  sein  dürfen.     Setze  ich: 

4  4 

c  =  ^.y   und   ÄJ--^.d, 

80  wird:  ,       , 

1     V 

6     V 


4     V    y-i-öv 
und  unsere  Differentialgleichung  lautet  in  ihrer  ein&chsten  Oestalt: 

^  2    V  V*     y  +  dv    L       64     J         ' 

wo  nunmehr  v  eine  beliebige  rationale  Function  yon  0  bedeutet  und  y 
und  6  beliebige  Constanten  sind,  die  nur  nicht  gleichzeitig  verschwinden 
dürfen.  Diese  Differentialgleichung  hat,  wenn  6  von  0  verschieden,  das 
Geschlecht  1,  wenn  d  =  0  ist,  das  Geschlecht  0.  —  Wir  führen  die  In- 
tegration zunächst  für  den  Fall  d  »  0  aus.    Wenn  d  »  0  ist,  so  muss  y 

von  0  verschieden  sein,  ich  kann  daher  —  statt  v  als  Parameterfunction 

7 
wühlen;  die  Differentialgleichung  lautet  dann: 

Zur  Integration  betrachte  ich  die  durch  u  »  —  transformirte  Differential- 
gleichung: 

G)  j/»  +  |-yj/»+4V-=o 

^  2  V  V 

und  setze: 

dann  drücken  sich  y  und  t/  in  folgender  Weise  rational  durch  t  aus: 

1  v'  1    v'* 

2  V  j  4    V* 


v'8  '  ^      /      v'^y 


\v* 
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Es  ist  also:* 


GW  —        dw  f 

und,  wenn  -r—  =  9,    -^--  =*  9    gesetzt  wird 
00  dt 


11 
dz 


9>  1 9o  *~  9>i  9  0 
Die  Bechnnng  ergiebt: 


goys-yi^o+yi^o.^^^^^.^^^^.^«^ 


Darans  findet  man: 


2v^ 


-1/ 

V 


•t 


de\v /    .    1  v' 


V 
V 


+  27 


.<. 


f 


und 


t^  C'  —  .vl^ 

V 


CV«. 


r% 


also: 


1  v' 

2  V 

<'  +  -, 


1   v" 

~¥7«^ 


-1'^ 


C%  vV.  +  1 


1 
w  =  — 


Diese  Form  des  Integrals  zeigt,  dass  die  Yerzweigungsstellen  von  der 
IntegrationsconstantoD  C,  also  von  den  Anfangswerthen  unabhängig  sind; 
es  sind  nämlich  die  Null-  und  ünendlichkeitsstellen  der  rationalen  Func- 
tion V,  was  die  Oestalt  der  Dififereniialgleichung  6)  a  priori  erkennen 
Iftsst.  Das  Integral  H)  der  Differentialgleichong  6)  lautet  in  rationaler 
Form:  •  ^ 


yiv(e)C'-- — Cy-y*  =  0. 

4 


Beispiel: 


^-^^(p-^fi 


!/'  + 


yf/^  +  4hy^^0. 


2    (js-a) 
Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist: 

46  ^ 


oder,   wenn  man 


C  setzt: 


7^2 


4(0-  a)'y*  C"*  -  9  C'-  486y  C-  64tV 


.2 


0. 


♦  cfr.  pag.  194. 
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Für  den  Fall  d  »■«  0,  also  p  -*=  1,   führen  wir  die  Integration  nach 
einer  Methode  durch,   die  später  allgemein   behandelt  werden  soll.     Die 

du      du     I 

Differentialgleichung  F)  lautet,  da  3—  *=  t~  •  v   ist: 

de       dv 

,),(,„,  i^).^(,+,.).(^^)*_i.(,+,.,..(g)'_.+^.„._„. 

Man  findet  nun  durch  Rechnung: 

df     d£  du  _      df       VZy  +  böv    du 6  1 

dv'^dü'di^     /du\  '  Le V (y  +  d v) ' 5v ""  1 8 V (y  +  d v) ' ^ J * 

/         du\ 
Es  ist  daher,  da  sich  durch  Differentiation  von  /"(v, u,-^l*»0 

\         dv/ 

df  ^  df  du  ^     df     d*«__Q 

dv     du  dv         /^w\   dv* 
ergiebt: 

Sieht  man  zunächst  von  singulären  Lösungen  ab,  für  welche  gleichzeitig 
/*  -»  0  und       ^ ,  ^  »  0  ist,  so  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differen- 

*  (£)  .     . 

tialgleichung  erster  Ordnung  J)  in  dem  aUgemeinen  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  K)  enthalten  und  kann  aus  diesem  nur 
dadurch  heryorgehen,  dass  zwischen  dessen  beiden  willkürlichen  Constanten 
eine  bestimmte  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht.  —  Ist  zu- 
nächst 7  —  0,  so  lautet  die  Differentialgleichung  E)  nach  Fortheben  des 
gemeinsamen  Factors  d: 

Tr*\  ^*«*  ,    5    1    dw       11 

^  dv*       6    V    dv      18  V* 

Dieselbe  geht  bekanntlich  durch  die  Substitution  x^^lagv  in 

d*u      1    du       1 
dx^       6    dx      18 

über;  die  charakteristische  Oleichung: 

,J—      t-  — —  —  0 
6         18 

hat  die  Wurzeln  ^1  ■■  -^  und  *•,  —  —-—»  so  dass  das  allgemeine  Integral 

3  6 

der  Differentialgleichung  K*) 

w  —  Cj  •  v*/»  -f-  Cg  •  V""  */• 
ist.     Differenzirt  man  dasselbe: 
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du       1  ./       1  7/ 

dv       S^  6  ^ 

du 
und  setzt  die  Werthe  für  u  und  — -  in 

av 

^  \dv/       2        \dvj       8^5i 

ein,  80  erhält  man  nacb  einigen  Bechnung^en  zwischen  Cj  und  c^  die  ein- 
fache Belation: 

80  dass  in   diesem  Falle ,  wenn  man  noch   —  -»  c  setzt,   das  allgemeine 

Integral  von  F)  resp.  J*) 

2 

dir 

lautet.     Dasselbe  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfonction  v. 
Wenn  ^^^j^O  ist,  so  kann  man  die  Differentialgleichung  K)  schreiben: 

f    .    r\  d^u  ,  fl    y    ^   5    \   du       1 

Dieselbe  geht  durch  die  Substitution 

7 
8 

in  die  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  Reihe  F(^a^  ß^y,  x): 

'^  ^  '^   da:*       \      2       6    /    drc      18 

über,  und  zwar  ist  hier: 

y=2"'     «  +  ^  +  ^--6'     "-^ 18' 

also  entweder  a  =»  — - 1    ß  ■=  —  -—  >   oder  a  = — >    ß  =  — -;  da 

6      ^  3  3^6' 

H^f  ß^  y,  ^)  =  ^(|5, «,  y,  ^) 

ist,  so  genügt  eine  Wahl.  —  Wählt  man 


so  sind* 


und 


F(«,^,y,a;)-F(|,-|,|..) 


*  cfr.  Gauss  III  und  Kummer  in  Crelle's  Journal,  Bd.  XY  pag.  52. 
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und 


wo 


und 


Particularintegrale  der  Oauss'scben  Differentialgleichung.     Nun  ist:* 

K"' " "  I '  i  "')  =  1 1(^ + ^^)' + (^  -  >^^)'^ 

x". .  j>(„, « + 1 ,  i ,  x)  =  1  [(1 + y^y  -  (1  -  Vi)'], 

v»=y  —  a  —  /3  =  l--2a  ist;  also  in  unserem  Falle  («■=  —  »v«=  —  ): 

a,'l,.F[j,  1. 1 ,0:)  -  ?-.[(l  +  Vi)V._(i_|/i)'/.]. 

Daher  sind 

(l  +  l/if>  und    (l-V'i)V. 

Particularintegrale  der  Differentialgleichung  L),  deren  allgemeines  Integral 
infolge  dessen: 

«  =  ci .  (1 + Vif' + c, .  (1  -  Y'xy/' 

ist.     Differenzirb  man  dasselbe: 

g==|.(l  +  l/i)-V..,;-V._|.(i-|/i)-V..a;-V. 

du 
und  setzt  diese  Werthe  für  u  und   -j-  in  die  Differentialgleichung 

ax 


\dx)       2x^\dx)       xVx-lVw      54/         ' 


welche  aus  J)  durch  die  oben  angewandte  Substitution  v  >—  —  -y  •  rc  her- 
vorgeht^ ein,  so  erhält  man  nach  einigen  Rechnungen  zwischen  C|  und  c^ 

die  Relation:  ^  «.  - 

2,2,       1 

27<^i  +-27^2   -^-O- 

Damit  ist  aber  die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichung  F) 
geleistet;  ihr  Integral  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunc- 
tion  V, 

Damit  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  E)  rationale  Func- 
tionen von  z  seien,   gentigt  es,   wenn  ein  particuläres  Integral  w  der 


*  cfr.  1.  Gauss,  Bd.  III  pag.  127  Formel  II  und  lY;  2.  Schwarz,  Grelle 
Bd.  76:  Ueber  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  Gaussische  hypergeometrische 
Reihe  eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes  darstellt,  pag.  824. 
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durch  iL  BS  —  transformirten  Differentialgleichung  1 1)  eine  rationale  Func- 
tion von  z  ist.*  Dann  muss,  da  fi  eine  rationale  Function  sein  solly 
jedenfalls  für  ein  bestimmtes  c: 

sein,  wo  R(z)  eine  rationale  Function  von  s  bedeutet.  Durch  Differen- 
tiation erhält  man: 

6  fi .  e^«  A*  '^  (  ^  +  /fi .  c-/«^  ^dzj+(i,'^B'(z) 

oder: 

e(^^B(e)  +  fi^B'(z), 
also: 

^     i+eB{z) 

und  daher: 

'^  6kB{e){l+6B{e)y 

In  diesem  Falle  lautet  also  die  Differentialgleichung  E),  wenn  man  noch 
B{z)  —  V  setzt: 


du      du 
oder,  da  wieder  -r-  «=  —  •  v   ist: 

dz       dv 

Setzt  man  wieder: 

so  erhSlt  man: 

a^     a^  <?u^     dF      r/1  7     \   du  1  "1 

Die  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung  fOr  u  lautet  daher  in  diesem 
Falle: 


•  cfr.  pag.  210. 
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m  d'ti      /  1  7     \   du  1  _ 

oder,  wenn  Gv»«— a?  gesetzt  wird: 

Die   determinirende   Fandamentalgleicbnng*    in    der  Umgebung   des 
singalären  Punktes  o;  »  1 : 

hat  die  Wurzeln  «^  •=  —  und  ^2  ^  "~  ^  *     ^i®  Diflferentialgleichnng  fttr  u 

6  3 

wird  daher  durch  die  Substitution:** 

tt  —  (rc  — 1)~"  V» .  t; 
in  die  folgende  übergefdhrt: 

d^v      fl  1       \   iv 1 

dx«"^\3a;"^2(a;-l)/   da;       18x(x-l)  '^^ "" 
oder : 

^  ^         ^  da;*      \6  3/   dx      18 

Dies   ist  wieder   die   Differentialgleichung   der   Ganss^schen   Reihe,    und 
zwar  ist  hier: 

1  .   .,  .  .        5  z,  1 

also  etwa: 

Ausser  JP(a,  /?,  y,  a;)  —  i^(— >  —  -5-'  -^'  ^)  siJid  auch  ♦*♦ 

N  6  3      3/ 

tmd: 

(1-  a;)y-«-/».J'(y-«,  y-^,  y_«_|j  +  i,  i-at) 

-(1_.)V..^(1.|,|,1_,) 

(1  2\ 
6           3/ 

♦  Fuchs,  Crelle's  Journal,  Bd.  66. 
♦♦  cfr.  u.  A.  Heffter,  Inauguraldissertation,  Berlin  1886,  pag.  6 flg. 
^  Kummer,  Crelle's  Journal,  Bd.  XV  pag.  62  Formel  6)  und  7). 

t  cfr.  pag.  216. 
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und: 


(1  -  x)v. .  i^'d ,  1 ,  1 , 1  -  z)  =  I .  [(1 + yi^xf'  +  (1  -  VT^xy/'i 

Es  sind  also:  ^ 

(l  +  Vl~a:)V.   und  (l-^YT^y/^ 

Particularintegrale  der  Differentialgleichung  N*)  [welche  in  die  Differen- 
tialgleichung L)  übergeht y  wenn  x  an  Stelle  von  l^x  gesetzt  wird],  so 
dass  ihr  allgemeines  Integral 

v«^i.(l  +  V^l-a;)V.:f-^.(l~}/l-a;)V. 

und  daher  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  N) 

u  «=  q.  (1+  6  !/)-'/• .  (1  +  y  i+Tv)'/'  +  Cj  .  (1  +  6v)-V. .  (1- vT+6vy/« 

ist.  Die  Relation  zwischen  c^  und  c^y  deren  Eenntniss  man  zur  vollstSn- 
digen  Integration  der  Differentialgleichung  M)  bedarf,  ist  in  der  angegebe- 
nen Weise  wieder  leicht  herzustellen. 

Es  sei  noch   bemerkt,  dass  man  die  Gleichung  11)  auch  ohne  Inte- 
gration behandeln  kann.     Schreibt  man  dieselbe: 


und  setzt 


so  erhält  man: 


also: 


und 


■^  —  10. 


e.  (.+-"). 


tv' 


w 


w 

t 


^^  Q{w  +  k) 


fi»_    1  w'^ 


t€        6^   w{w+ky 

Diese  Ausdrücke  für  iL  und  (i  gehen,   wie  man  leicht  sieht,   in  die  oben 
(pag.  216)  gefundenen  über,  wenn  tr  =  6  •  Äv,  und  in  die  Ausdrücke  pag.  211, 

wenn  w  +  Ä« —  gesetzt  wird.     Diese  Darstellung  hat  den  Vorzug,  dass 

V 

die  Parameterfunction  i€  jede  willkürliche  Function  von  z  bedeuten  kann. 


(Port setsang  folgt.) 


XII. 

Ueber  die   durch  ein  lineares  Flächensystem  n^®^ 
Ordnung  deflnirten  mehrdeutigen  involutorischen 

Raumverwandtschaften. 

Von 

Cha8.  Steinmetz 

in  New -York  City. 


Erstes  Capitel. 

Die  räumliche,  mehrdeutig- inyolutorische  Yerwandtsehaft, 
definirt  durch  ein  allgemeines  FlächengebDsch  n^'  Ordnung. 

§  1.  Der  Punkt. 

1.  Wir  Debmen  im  Ranme  ein  lineares  dreistufiges  Flächensjstem ,  ein 
FlächengebÜBch  n^'  Ordnung,  an,  also  die  dreifach  unendliche  Mannichfal- 
tigkeit  aller  Flächen,  die  sich  aus  vier  willkürlichen  Flächen  n^'  Ordnung 
linear,  d.  i.  durch  fortgesetzte  Büschelbildung  componiren  lassen.  Femer 
setzen  wir  zunächst  das  Flächengebüsch  als  ein  allgemeines  voraus, 
dessen  Flächen  also  weder  einzelne  oder  mehrfache  Punkte,  noch  ganze 
Curven  mit  einander  gemein  haben. 

Durch  je  drei  Punkte  ist  eine  Fläche  a  des  Flächengebüsches  eindeutig 
bestimmt. 

Durch  je  zwei  Punkte  ist  ein  Flächenbüschel  A  bestimmt,  dessen  Flä- 
chen sich  in  einer  Raumcurve  n^^"  Ordnung  c  schneiden. 

Durch  jeden  Punkt  ist  ein  Flächennetz  bestimmt,  dessen  Flächen  sich 
in  ffi  Punkten  schneiden. 

Eine  solche  Gruppe  von  n^  Punkten,  den  Grundpunkten  eines  Flächen- 
netzes im  Flächengebüsche,  wollen  wir  eine  Gruppe  associirter  oder 
conjugirter  Punkte  nennen. 

2.»  Jedem  Punkte  x  des  Raumes  gehören  weitere  (n*  — 1)  Punkte  \)  zu, 
welche  mit  x  zusammen  ein  Gruppe  conjugirter  Punkte  bilden.  Jedem 
Punkte  \)  hinwiederum  gehört  ausser  den  anderen  Punkten  \)  auch  der 
Punkt  X  zu. 

Die  Punkte  x  nnd  ^  definiren  also  eine  inyolutorische,  (fi^  — !)• 
deutige  Baumverwandtschaft. 

3.  Diejenigen  Punkte  r,  welche  mit  einem  ihrer  zugeordneten  Punkte 
\)  zusammenfallen,  liegen  auf  einer  Fläche  4(fi  — 1)*«'  Ordnung,  der  Kern- 
fläche  H  der  Verwandtschaft  (vergl  §  8,  24}. 
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§  2.  Die  Gerade. 

4.  um  die  Ordnung  der  involatorischen  Raumverwandtschaft  zu  be- 
stimmen, sucben  wir  die  Baumcurve  C,  die  einer  Geraden  l  entspricht. 

1.  Methode. 

Wir  bedienen  uns  einer  Abbildung  des  FlSchengebüscbes  n^^  Ordnung 
F  auf   das  Ebenengebüsch  E^   das  von    sämmtlichen  Ebenen  des  Raumes 
gebildet  wird ,  indem  wir  jeder  Fläche  9>  von  F  ihre  Polarebene  e  in  Bezug 
auf  irgend  einen  festen  Punkte  p*  zuordnen« 
Es  gehören  dann  zu: 

allen  Flächen  ip,  Flächenbttscheln  und  Flächennetzen  in  Fdie  Ebenen  e, 
Ebenenbüschel  und  Ebenenbündel  in  JE?, 

den  Grundcurven  n'^^  Ordnung  c  der  Flächen  des  F  also  die  Axen  g 
der  Ebenenbüschel  in  E, 

den  Gruppen  conjugirter  Punkte  in  F  der  Mittelpunkt  des  dem  Flä- 
chennetze entsprechenden  Ebenenbündels  in  E. 

Umgekehrt  gehört  jeder  Ebene  e  in  JE?  e  i  n  e  Fläche  ip  in  F  zu.  Denn 
die  ersten  Polarflächen  dreier  Punkte  a,  b,  c  von  s  bilden  drei  projecti- 
vische  Flächengebüsche,  von  denen  ein  einziger  Tripel  entsprechender  Flä~ 
chen  aßy  durch  p  geht.  Diese  drei  Flächen  (n  — !)*•'  Ordnung  o,  /?,  y 
sind  Polarfläcben  einer  Fläche  w*®'  Ordnung  tp  des  Gebüsches  F,  die  der 
Ebene  e  von  E  zugehört. 

Jeder  Geraden  g  des  Ebenengebüsches  E  entspricht  eine  Curve  c^  der 
n^^  Ordnung  in  F. 

Jedem  Punkte  x  des  Ebenengebüsches  E  entspricht  eine  Gruppe  von  n^ 
Punkten  in  F, 

Die  Verwandtschaft  E:F  ist  also  eine  1 :  n'  -  deutige. 
Einer  Geraden  g  von  JP  muss  demnach,  da  dieselbe  jede  ip  in  n  Punkten 
schneidet,   eine  Curve  hg  angehören,   welche  die  der  Fläche  q)  zugeordnete 
Ebene  €  in  n  Punkten  schneidet,  also  von  der  »*•"  Ordnung  ist** 

Einer  Ebene  e  des  Flächengebüsches  F  muss,  da  dieselbe  jede  Curve 
Cff  in  n^  Punkten  schneidet,   eine  Fläche  t^e  zugehören,  welche  die  der  c^ 


*  von  dem  wir  aber  voraussetzen,  dass  er  weder  auf  der  Eernfläcbe  H  liegt, 
noch  (§  15)  ein  Gruudpuukt  ist,  da  in  diesem  Falle  das  Ebenengebüsch  degenerirte. 
*♦  Diese  Curve  kg  ist  vom  Geschlechte  O,  von  der  Classe  3(n  — 2),  Sie  besitzt 
4(n-3)  Wendeschmiegungsebenen ,  keine  Rückkehrpuokte  und  stationären  Tan- 
genten; sie  ist  die  Rückkebrkante  einer  Developpablen  von  der  Ordnung  2(n-l), 
deren  Knotencurve    von  der  Ordnung  2{n— l)(n-3)  ist.    Ihre  biosculirende  Deve- 

loppable  ist  von  der  2  (n  -  2)(n  -  S)**"  Classe.   Durch  jeden  Punkt  gehen  - — 
Secanten  der  Baumcurve  kg. 


•> 


entsprechende  Gerade  ^  in  £  in  n*  Punkten  schneidet,  also  von  der  «''■" 
Ordnang  iat- 

Einer  Geraden  t  von  F  entspricht  in  E  eine  Curve  k/  n"'  Ordnnng. 
Diese  Ici  entspricht  in  F,  da  sie  die  einer  beliebigen  Ebene  E  von  F  in  £ 
entsprechende  Ve  in  «'  Punkten  schneidet,  eine  Curve  in  F,  welche  jeile 
beliebige  Ebene  e  in  ti^  Punkten  schneidet,  also  von  der  n^""  Ordnung  ist. 
Von  dieser  Curve  spaltet  sich  die  Gerade  l  ab,  und  bleibt  somit: 

eine  Curve  C,  der  {«*- 1)*'"  Ordnung,  welche  einer  beliebigen 
Geraden  t  entspricht. 

2.  Methode. 

5.  Jedem  Punkte  r  einer  Geraden  I  entsprechen  (»i*  — 1}  Punkte  li. 
welche  mit  r  '^naainmen  die  Grandpunkte  eines  Flächennetzes  sind  nnd  be- 
«timmt  werden  durch  drei  beliebige  Flächen  a,  ß,  y  des  Netzes.  Als  solche 
drei  Bestimm ungs flächen  können  wir  nun  die  drei  Flächen  a,  ß,  y  benutzen, 
die  das  durch  ir  gehende  FlSchennetz  mit  drei  beliebigen  Fläcfaenhtl schein 
A,  B,  r  gemein  bat,  von  denen  wir  voraussetzen,  daas  sie  eine  Fläche  q) 
gemeinsam  besitzen  (damit  sie  das  Flächen gebUsch  E  gerade  bestimmen). 

Die  Gerade  I  wird  dann  erzeugt  von  den  drei  Flitcben huscheln  A,  B,  V. 
[Deren  weitere  Schnittpunkte  beschreiben  die  der  Geraden  I  entsprechende 
Cnrre  C,. 

Die  Znordnong  der  drei  Fl&chenbUschel  ist  eine  1:  n  :n-deutige,  indem 
jeder  Fläche  «  des  einen  FlächenbUschels  A,  da  sie  l  in  n  Punkten  schneidet, 
fl  Flächen  ßf  des  FlScheabüschels  B,  und  «  Flächen  y;  des  F  lachen  b  tisch  eis 
r  entsprechen,  welche  einander  paarweise  zugeordnet  sind  und  n  Schnitt- 
enrven    \ßiyi\  n*"'  Ordnung  erzengen.     Diese  schneiden  o  in  «*  Punkten. 

Von  diesen  n*  Punkten  auf  a  sind  n  Schnittpunkte  mit  l,  die  übrigen 
♦I*  — »  Punkte  aber  die  Schnittpunkte  der  der  Geraden  I  entsprechenden 
Carve  Ct.  Diese  ist  also,  da  n  von  der  «'•"  Ordnung  ist,  von  der  (fi*  — 1)"" 
Ordnnng. 

■  3.  Methode. 

I  6.    Die   drei  Büschel  A,  B,  T,    als  deren  Erzeugniss  wir  die  Gerade  l 

ond  ihre  ingehCiige  Carve  Ci  ansehen  kOnnen ,  schneiden  eine  beliebige 
Ebene  i  in  drei  Curvenbtlscheln  «'•'  Ordnung  A,  B,  C,  welche  eine  Curve 
/  gemeinsam  haben  und  einander  durch  die  Gerade  l  zugeordnet  sind. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  r  einer  in  t  gelegenen  Geraden  g  geht 
sine  Curve  a  des  Btlschela  A,  der  im  Büschel  B  n  Curven  b  entsprechen, 
liehe  g  in  «*  Funkten  X)  schneiden.  Umgekehrt  gehören  jedem  Punkte  ^ 
«*  Pnnkte  i  in.  Es  fallen  daher  (Chasles)  än^-mal  entsprechende  Punkte 
r  und  9  loaammen ,  Büschel  A  nnd  B  erzeugen  demnach  eine  Curve  2n***' 
Ordnung. 

Da  nun  aber  die  A  nnd  B  gemeinsame  Curve  f  sich  in  beiden  Bü- 
acheln  n-mal  entspricht,  spaltet  sie  sich  n-fach  ab,  und  verbleibt  demnach 
all  Krzeugniss  der  beiden  Büschel  A  und  B  eine  Cnrve  j,  der  n*'"°  Ordnuag. 
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Ebenso  erzeugen  die  BOschel  B  nnd  C  eine  Cnrve  Xg  ^^^  n'ten  Ordnung. 

Diese  beiden  Curven  ji  luid  'x^  schneiden  sieb  in  n^  Punkten. 

Da  aber  jeder  Curve  a  n  Gurren  &,  jeder  Curve  h  aber  nun  nicht 
mehr  n,  sondern  nur  eine  Curve  C  durch  l  zugeordnet  ist,  sind  von  den 
n^  Schnittpunkten  von  Xi  ^^^  Zs  ^^'  ^^^  ^**  Theil  Schnittpunkte  dreier 
durch  l  einander  zugeordneter  Curven  0,5,6,  und  da  einer  dieser  Punkte 
der  Schnittpunkt  {Ib)  ist,  bleiben  (n'  —  l)  Schnittpunkte  von  s  mit  Ci,  D.  h.: 
Ci  ist  von  der  (n*  — !)*•"  Ordnung. 

7.  Es  ergiebt  sich  also  die  Ordnung  unserer  Verwandtschaft: 

„Die  Ordnung  unserer  mehrdeutig-involutorischen  Ver- 
wandtschaft ist  gleich  ihrer  Deutigkeit,  nämlich  gleich 
(n»-l).- 

8.  Jede  Gerade  l  schneidet  die  Eemfläche  H  in  4(n  — 1)  Punkten, 
welche  sich  selbst  zugeordnet  sind,  also  auf  der  Curve  Ci  liegen: 

«Jede  Gerade  l  wird  von  ihrer  zugeordneten  Curve  Q  in  4(n  — 1) 
Punkten  geschnitten/ 

Ausser  in  diesen  4(fi— 1)  Punkten  schneidet  die  Curve  Ci  die  Fläche 
H  noch  in  4(«— l)(fi'  — 2)  Punkten.     Also:  , 

„Auf  jeder  Geraden  l  giebt  es  4(fi  — l)(n*  — 2)  Punkte,  die  unter 
ihren  zugeordneten  Punkten  ein  Paar  zusammenfallender  Punkte  besitzen.^ 
„Der  Ort  aller  Punkte,  welche  unter  ihren  zugeordneten  Punkten 
einen  Doppelpunkt  besitzen,  ist  eine  Fläche  H' der  4(fi  — l)(n'— ■2)**" 
Ordnung,  welche  wir  die  der  Eemfläche  H  zugeordnete 
Fläche  nennen  wollen.^ 

Denn  die  Flächen  H'  und  H  entsprechen  zusammen  der  Fläche  H  in 
der  Verwandtschaft. 

9.  Alle  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  x  und  \)  bilden  eine 
dreifache  Mannichfaltigkeit. 

Jede  solche  Gerade  l  wird  von  ihrer  entsprechenden  Curve  Q  in  4n  — 2 
Punkten  geschnitten,  nämlich  in  4(n — 1)  auf  der  Kernfläcbe  H  gelegenen 
Punkten  und  in  zwei  einander  entsprechenden  Punkten. 


§  3.  Die  Ebene. 

1.  Methode. 

10.  In  der  in  4.  angewandten  Abbildung  entspricht  jeder  Ebene  e  in  1^ 
eine  Fläche  <p  in  E^  welche  jede  Gerade  g  in  ebensoviel  Punkten  schneidet, 
als  die  der  Geraden  g  in  F  entsprechende  Curve  n*'*'  Ordnung  die  b 
schneidet,     q)  ist  daher  von  der  n*'«^  Ordnung. 

Dieser  Fläche  f»***'  Ordnung  tp  in  E  entspricht  nun  in  F  eine  Fläche, 
welche  von  einer  Geraden  g  in  ebensoviel  Punkten  geschnitten  wird,  als  q> 
von  der  der  g  entsprechenden  c^  geschnitten  wird^  also  in  n^  Punkten. 


Da  sich  uuu  von  dieser  der  tf  entsprectmmJeu  Flache  die  tlbeoe  t, 
welcher  die  ip  entsprach,  abspaltet,  bleibt: 

„Jeder  Ebene  t  entspricht  eine  FUche  0.  der  (n'  — 1)"" 
Ordnung." 

2.  Methode. 
IL    Benutzen   wir   wieder   drei    beliebige  FlBcbenbllschel  A,  B,  V  des 
üebDsches,  welche  eine  Flüche  qn  gemeinsam  haben.     (5.) 

Eine  Flüche  a  dea  Büschels  A  schneidet  t  in  einer  Curve  \sa\  der  M*" 
InoDg,  durch  welche  die  Büschel  B  und  V  einander  n^-deutig  Eiigeordnet 
Denn    eine   Flüche    (J    von  B  schneidet    |(a|    in   «'   Punkten    [i«^], 
rch  deren  jeden  eine  FlSche  y  von  T  bestimmt  ist. 

Die  Büaehel  8  und  V  erzeugen  eine  Flache  n""  Ordnung  '^^y.  Denn 
nen  Punkt  i  einer  beliebigen  Geraden  g  gebt  eine  Fläche  ß,  der 
f(l*  Flächen  y  angehören,  welche  g  in  «'  Punkten  5  schneiden.  Umgekehrt 
geboren  jedem  Punkte  Xf  n^  Punkte  i  zu.  t  und  q  coiucidiren  also  für  2»° 
Punkte.  D.  h.:  das  Erzeugniss  von  B  und  V  iat  von  der  2n'""  Ordnung, 
Da  aber  die  gemeinsame  Flüche  <fi  der  drei  Büschel  sich  n'-Tacb  ab- 
spaltet, bleibt  als  Erzengniss  von  B  und  f  eine  Fläche  -^fj  der  «""■ 
Ordnung. 

Diese  Fläche  V^^  schneidet  u  ansser  in  der  ebenen  Curve  «•"  Ordnung 
|i«|  noch  in  einer  Itaumcurve  der  n(n°— ])'"  Ordnung,  welche  der  Ort 
sämmtlicher  auf  a  liegender  und  Punkten  von  e  entsprechender  Punkte  ist, 
alao  die  Scbnittcnrve  von  «  mit  der  £  entsprechenden  0  ist,  Da  nun  a 
von  der  n'™  Ordnung  ist,  ergiebt  sich: 
*,  ist  von  der  («'  — 1)""  Ordnung. 

Zu  demselben  Besullate  fahrt  Methode  3. 

12.  Jede  Ebene  t  wird  von  der  Kernfläehe  H  in  einer  Curve  4(fi-l)'" 
Ordnung  H  geschnitten,  welche  als  Ort  entsprechender  Punkte  zu  Punk- 
ten von  *  —  nämlich  sich  selbst  entsprechender  Punkte  —  auf  ^f  liegt. 
Ausser  in  der  Curve  H  schneidet  ^^  die  t  noch  in  einer  Curve  der 
«'—  1  — 4(m  — 1)  =  (n  —  1)  («*  +  n  —  3)"°  Ordnung  ifi.  «leren  Punkte  ein- 
ander paarweise  zugeordnet  sind  als  entsprechende  Punkte  in  der  Ver- 
wandtschaft. 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Curve  ^,  nrnfaDlleo 
eine  Cnrve  der  2(n-])(n'  +  n-3)""  Ciasse  (vergl.  §  10,  28). 

Ausser  in  der  Curve  IJ  schneidet  <!>(  die  Kemflfiche  H  noch  in  einer 
Curre  4(m  — l)(fi*  — 2)'"  Ordnung  h,  deren  Punkte  zugeordnet  sind  der 
Schnittcurve  der  4(fi  — l)(n'  — 2i'"  Ordnung  der  Ebene  t  mit  der  „der 
Kernfläehe  zugeordneten  Fläche  H'". 

„Auf  jeder  Ebene  gieht  es  eine  Curve  A' der  4(»i  — l)(n'  —  2)'"  Ord- 
nung, deren  Punkte  unter  ihren  zugeordneten  einen  Doppelpunkt  besitzen. 
Diese  Doppelpunkte  erfüllen  eine  Raumcurve  A  der  4(«  —  l)(w'  — 2)"" 
Ordnuatt." 


J 
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§  4«   Gerade  und  Ebenen. 

13.  Einer  Geraden  g  und  einer  Ebene   £  entsprechen  eine  Curve  C 
und  eine  Fläche  0,  der  (n*  — !)*•«"  Ordnung,  welche  sich  in  (n*  — 1)*  Puukten 
schneiden.     Von  diesen  Punkten  entsprechen  (n^  — 1)  Punkte  dem  Schnitt- 
punkte (e^),   und  werden  auf  Cg  durch  eine  beliebige  durch  {ßg)  gehende 
Fläche,  auf  0  durch  eine  beliebige  Curve  des  Gebüsches  herausgeschnitten. 

Da  Cg  die  e  in  (n'  — 1)  Punkten  schneidet,  giebt  es  auf  «  (fi^-— 1) 
Punkte,  welche  einen  entsprechenden  Punkt  auf  g  liegen  haben.  Diese  ent- 
sprechenden Punkte  sind  die  Schnittpunkte  von  g  und  0«.     Also: 

„Auf  einer  beliebigen  Geraden  g  und  einer  beliebigen  Ebene  e  giebt 
es  {fi?  —  1)  Paare  einander  in  der  Verwandtschaft  entsprechender  Punkte. 

Jedem  dieser  Punktepaare  entsprechen  noch  weitere  (r?  —  2)  Punkte, 
allen  (w*  — 1)  Punktepaaren  also  (w' —  1) (n' —  2)  Punkte,  welche  mit  den 
dem  Schnittpunkte  {gi)  entsprechenden  (fi^  — 1)  Punkten  die  Schnittpunkte 
der  g  und  ;  entspreclienden  Cg  und  0«  sind.** 

14.  Zwei  Ebenen  ej  und  f^  schneiden  sich  in  einer  Geraden  ^=|fies|9 
welcher  eine  Curve  Cg  zugehört,  die  auf  den  den  Ebenen  e^  und  t^  zuge- 
hörigen Flächen  0«,  und  0«.  liegt 

Ausser  in  Cg  schneiden  sich  0«^  und  0«,  noch  in  einer  Baumcurve  C^^ 
der  (n»  — l)(n»  — 2)*«'»  Ordnung. 

Die  der  Schnittcurve  |€i0#,|  (n*  — l)**"^  Ordnung  entsprechenden  Punkte 
müssen  sowohl  auf  der  der  c^   zugehörigen  0«^  liegen,   als  auch  entweder 

auf  fgf  od^i*  Au^  ^fs- 

Die  ebenen  Curven  (v?  —  1)**'  Ordnung  | «,  0^  |  und  1 1^  0,,  |  entsprechen 

einander  also  eindeutig  und  punktweise ,  und  jedem  einander  entsprechenden 

Punktepaare   beider  Corven  entsprechen  ausserdem  noch  (n'  —  2)   Punkte, 

welche  auf  C^^  liegen.     Also: 

„Auf  je  zwei  beliebigen  Ebenen  e^  und  e,  giebt  es  zwei  Curven 
(n*  — 1)*®'  Ordnung,  deren  Punkte  einander  paarweise  entsprechen,  und 
denen  ausserdem  noch  die  Paukte  einer  Raumcurve  («' —  1 )  (n' —  2)**' 
Ordnung  Cj,  entsprechen,  welche  mit  der  der  Schnittlinie  g^^l^i^^l  ^^' 
gehörigen  Cg  zusammen  den  Durchschnitt  der  den  beiden  Ebenen  ent- 
sprechenden 0,,  und  0,,  bildet." 

15.  Die  Ebene  fj  wird 

von  0g  in  einer  Curve  («^  —  1)*®'  Ordnung  |fi0«,|, 
von  0,, 

1.  in  einer  Curve  H  der  4(n  — l)*'*'  Ordnung,  der  Schnittcurve  von  t^ 
mit  der  Kernfläche  J7,  ' 

2.  in  einer  Curve  t^,,  der  (n  — l)(n*  — n  — 3)**°  Ordnung 
geschnitten,  deren  Punkte  einander  paarweise  entsprechen. 


Von  Ch.  Steinmetz. 


225 


Die  Curve  |c,  (t>j,[  acbneidet  nnn 
die  Curre  S  in  4{n~i)(n'  —  l)  Punkten, 
„        »*.,>,    (w-l)(n»+n-3)(««-l)  Pankten. 
Von  den  ersteren  4(ti  — 1){»'— 1)  Schnittpunkten  liegen 

a)  4(*i  — 1)  Punkte  auf  g  =  \',(i\  als  sich  selbst  entsprechende,  auf 
H  gelegene  Punkte; 

b)  die  weiteren  4{n-l)(n'— 2)  Punkte  sind  Doppelpunkte  in  i^, 
denen  in  £,  ein  conjugirter  Punkt  und  auf  C„  daher  nur  noch 
(n*  —  3)  Punkte  zugehören, 

tfon  den  letzteren  (»  —  l){n*  + «  — 3){m'  — 1)  Schnittpunkten  sind 

e)  {«  — !)(»»*  +  «  — 3)  Punkte  die  weiteren  Schnittpunkte  der  der  Ge- 
raden g  =  \ti  ff I  zugehörigen  Cg  mit  der  Ebene  t^ ,  und  haben  daher 
auf  g  einen  conjugirten  Punkt; 
d)  die  weiteren  (»-l)(»*  +  n-3)(n'-2)  Punkte  sind  mit  den  Punk- 
ten b)  zusammen  die  Schnittpunkte  von  c,  mit  der  C„,  und  zerfal- 
len in  Paare  einander  entsprechender  Punkte,  deren  jeder  in  t^  noch 
einen  entsprechenden  Punkt  besitzt. 
Ee  ergiebt  sich  daraus: 

1.  »Auf  jeder  Ebene  giebt  es  4(m— l)sich  selbst  entsprechende  Punkte, 
-die  zugleich  noch  in  einer  beliebigen  andern  Ebene  sich  selbst  entepre- 
[  chende  Punkte  sind."     \ii).] 

2.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  4(n  — 1)(m^  — 2)  eich  selbst  entspre- 
^  chende  Punkte,  die  auf  einer  beliebigen  andern  Ebene  einen  entsprecb 

den  Punkt  besitzen."     \b).] 

3.  ,Auf  jeder  Ebene  giebt  es  4(»t —  !){«' -2)  Punkte,  die  auf  eil 
beliebigen  andern  Ebene  einen  sich  seibat  entsprechenden  Punkt  als 
geordneten  Punkt  besitzen."     [6).] 

„Auf  jeder  Ebene   giebt  es   (n  —  l)(n*  +  »— 3)    Punkte,    die  auf 
I  einer  beliebigen  Geraden  derselben  Ebene  einen  zageordneten  Punkt  be- 
sitzen. '     [c].| 

„Anf  jeder  Ebene  giebt  es  (n'  — I)  Punkte,  die  auf  einer  be- 
liebigen, nicht  in  derselben  Ebene  liegenden  Geraden  einen  zugeordneten 
Punkt  besitzen."     (Vergl.  13.) 

,Auf  jeder  Ebene   giebt  es   ('^l'l"-'+^-i?K^-l^   Parkte- 
L.lNwre,   die  auf  einer  beliebigen  andern  Ebene  einen  zugeordneten  Punkt 


iAaf  jeder  Ebene  giebt  es 


(*» -!)(«' 


-3)  («'-2) 


Punkte,  die 


r  beliebigen  andern  Ebene  ein  logeordnetee  Punktepaar  besitzen." 
16.    Die  einander  entsprechenden  Punktepaare  zweier  Ebenen  t^  und  f^ 
bilden  zwei  Curven  |*,*„|  und  |r,*^|  (»»-1)'"  Ordnung. 
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Jedem  Paare  entsprechender  Punkte  derselben  gehören  noch  weitere 
(f|3-2)  Punkte  an,  welche  auf  einer  Curve  C„  der  (w«  —  1 ) (n» -  2)*"  Ord- 
nung liegen. 

Diese  schneidet  eine  dritte  Ebene  e,  in  (n^—  l)(n'  — 2)  Punkten  Also: 
„Auf  drei  beliebigen  Ebenen  €,,  ^j,  fj  giebt  es  (n*— l)(n'— 2) 
Tripel  einander  entsprechender  Punkte.  ** 

Diesen  Punkttripeln  entsprechen  ausserdem  noch  (n'  —  1 )  («'  —  2)  (n'  —  3) 
Punkte,  welche  auf  den  drei,  den  Ebenen  e, ,  fg»  ^s  zugehörigen  0,^,  O^« 
0«,  liegen,  sowie  auf  den  drei  Curven  C,,,  C,3,  C^j,  deren  jede  zwei  ebenen 
Curven  \e,<t>^\  und  |f,0.,l,  |fi0.,|  und  \i^<t>,,\,  jf^O^I  und  \f^<i>»,\  ent- 
spricht und  die  conjugirten  Punkte  der  sich  in  den  betreffenden  beiden 
Ebenen  entsprechenden  Punktepaare  enthält. 


8  6.  Sohaaren  von  Fl&ohen  0  nnd  Onrven  (7. 

17.  Allen  durch  eine  Gerade  g  gehenden  Ebenen  gehören  die  Flächen 
0  einer  einstufigen  Flächenschaar  vom  Index  {n^  —  1 )  an.  Denn  durch  einen 
beliebigen  Punkt  a  des  Raumes  gehen  (n'  —  1 )  Flächen ,  welche  den  (n^  —  1 ) 
Ebenen  entsprechen,  welche  durch  die  dem  Punkte  a  des  Ebenenbüschels  g 
in  der  Verwandtschaft  entsprechenden  (n'  —  l)  Punkte  gehen. 

Allen  durch  einen  Punkt  p  gehenden  Ebenen  des  Raumes  entsprechen 
die  Flächen  einer  zweistufigen  Flächenschaar  vom  Index  (n^  — 1)^  Denn 
durch   zwei  beliebige  Punkte  a  und  b  gehen  (n'  — 1)*  Flächen  der  Scbaar. 

Allen  Ebenen  des  Raumes  entspricht  ein  dreistufiges  Flächensjstem 
(n'  — 1)*"  Ordnung  und  vom  Index  (n^— -1)^ 

18.  Allen  Geraden  eines  ebenen  Strahlenbüschels  entsprechen  die  Raum- 
curven  eines  Curvenbüschels  vom  Index  l,  dessen  Curven  auf  einer  0  liegen 
und  n'  — 1  feste  Grundpunkte  besitzen. 

Allen  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  p  gehen,  entsprechen  die  Curven 
C  einer  Curvenschaar  vom  Index  (n'  — 1).  Denn  durch  jeden  Punkt  a  gehen 
(n^  — 1)  Curven  der  Scbaar,  welche  den  Verbindungslinien  von  p  mit  den 
a  entsprechenden  Punkten  zugehören. 

Allen  Geraden  des  Raumes  entspricht  eine  vierstufige  Curvenschaas  vom 
Index  (n»-l)«. 

19.   Es  gehören  also  zu  einem 
Ebenenbüschel  —  Flächenbüschel   vom  Index  (n^  — 1)  mit  einer  Grund - 

curve  der  (n*  — !)*•"  Ordnung, 
Ebenenbündel  —  Flächennetz  vom  Index   (n^— 1)*  mit   (n^  — 1)    festen 

Grundpunkten, 
Ebenensjstem  —  Flächensystem  vom  Index  (n'  —  1  )^ 
Strahlenbüschel  —  Curvenbüschel  vom  Index  1  auf  einer  0  mit  (n'  — 1) 

festen  Grundpunkten, 
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Strahlenbündel  —  Curvenbündel  vom  Index  (n*— 1)  mit  (»^—1)  festen 

Grundpunkten , 
vierstufigen  Strahls jstem  —  vierstufiges  Curvensjstem  vom  Index  (»'— 1)*. 

8  6.  Die  Curve  und  Fläche  m^^  Ordnung  und  ihre  entsprechende 

Cxirve  und  Fläche. 

20.  Einer  Fläche  m^^^  Ordnung  entspricht  in  der  Verwandtschaft 
eine  Fläche  m(n^  —  iy^  Ordnung. 

Denn :  die  der  Fläche  m^"  Ordnung  entsprechende  Fläche  wird  von  einer 
Geraden  g  in  ebensoviel  Punkten  geschnitten,  als  die  Fläche  m**'  Ordnung 
von  der  der  Geraden  g  entsprechenden  (7y,  also  in  wi(n'  — 1)  Punkten. 

21.  Einer  Curve  m^®'  Ordnung  entspricht  in  der  Verwandtschaft 
eine  Curve  wi(n^-~l)*®'  Ordnung.  Ist  die  Curve  wi**'  Ordnung  der  (par- 
tielle) Schnitt  zweier  Flächen  p**'  und  5*®'  Ordnung,  so  ist  die  zugehö- 
rige Curve  wi(n^  — 1)*"  Ordnung  der  (partielle)  Schnitt  zweier  Flächen 

.jp(n'  — 1)*«'  und  g(n*— 1)*«'  Ordnung.** 


Zweites  Capital. 
Die  Eernfläche  der  Verwandtschaft. 

§  7.  Der  sich  selbst  entsprechende  Punkt. 

22.  Fällt  ein  Punkt  p  mit  einem  seiner  conjugirten  zusammen,  so 
schneiden  sich  die  Flächen  des  durch  ihn  gehenden  Flächennetzes  sämmtlich 
in  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten,  haben  also  in  p  eine  Tangenle  p 
gemeinsam. 

Durch  jeden  nicht  auf  der  Tangente  p  gelegenen  unendlich  benachbar- 
ten Punkt  geht  ein  Flächenbtischel  unseres  Flächengebüsches ,  dessen  Flächen 
sich  in  p  berühren.  Die  Berührungsebene  n  geht  durch  p.  Die  Grund- 
curve  jedes  dieser  unendlich  vielen  Flächenbüschel  hat  in  p  einen  Doppel- 
punkt 

Unter  den  Flächen  eines  dieser  Flächenbüschel  giebt  es  eine  Fläche, 
die  noch  durch  einen  weiteren ,  unendlich  benachbarten ,  nicht  auf  n  gelegenen 
Punkt  geht.  Diese  Fläche  hat  in  p  einen  Doppelpunkt  und  gehört  allen 
Flächenbüscheln  an,  deren  Flächen  sich  in  p  berühren. 

Unter  diesen  Büscheln  giebt  es  eines ,  dessen  Flächen  noch  durch  einen 
weiteren,  auf  p  liegenden  unendlich  benachbarten  Punkt  gehen.  Seine 
Grnndcurve  hat  p  zur  stationären  Tangente. 

Umgekehrt,  wenn  in  einem  Punkte  p  sich  die  Flächen  eines  Büschels 
in  einer  Ebene  n  berühren,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  in  p  eine  Grund- 
corve  eines  Büschels  einen  Doppelpunkt  hat,  dann  ist  p  für  eine  Fläche 
dieses  Büschels   ein  Doppelpunkt,   und   eine  nicht  lum  BOsdiel  gehörige^ 
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aber  durch  p  gehende  FlSche  schneidet  n  in  einer  Geraden  p^  welche  ge- 
meinsame Tangente  aller  FlSchen  des  durch  das  FlSchenbttschel  und  die  nicht 
zu  ihm  gehörige  FlSche  bestimmten,  dem  Punkte  p  zugehörigen  FlSchen- 
netzes  ist.     Der  Punkt  p  ist  also  dann  sich  selbst  conjugirt 

Ist  p  ein  Doppelpunkt  einer  Fläche  des  Gebüsches,  so  bildet  diese 
FlSche  mit  einer  beliebigen  andern  FlSche  zusammen  ein  FlSchenbüschel, 
dessen  FlSchen  sich  sSmmtlich  in  der  Berührungsebene  der  letzteren  FlSche 
berühren.  Oder:  so  schneidet  jede  weitere  durch  p  gehende  FlSche  die 
FlSche  mit  Doppelpunkt  in  einer  Grundcurre  mit  einem  Doppelpunkte  in  p 
u.  s.  w. 

23.  Die  Punkte  p  des  Eemgebildes  haben  also  die  Eigenschaften:  sie  sind 

1.  Grundpunkte  von  FlSchennetzen ,  deren  FlSchen  in  p  eine  gemein- 
same Tangente  p  haben, 

2.  Berührungspunkte    der  FlSchen   unendlich  vieler  FlSchenbüschel, 
deren  Berührungsebenen  ein  Ebenenbüschel  mit  der  Aze  p  bilden, 

3.  Doppelpunkte  je  einer  FlSche  des  Gebüsches, 

4.  Doppelpunkte  unendlich  vieler  Grundcurven  von  Flächenbüscheln. 
6.  In  ihnen  hat  ein  FlSchenbüschel  eine  stationSre  Tangente  p. 

g  8.  Die  Kemfl&ohe. 

24.  In  einem  Punkte  p  des  Kenigebildes  hat  eine  FlSche  des  FlSchen- 
gebüsches  einen  Doppelpunkt.  Die  Polarebene  dieses  Punktes  in  Bezug  auf 
die  PlSche  mit  Doppelpunkt  ist  unbestimmt.  Die  ersten  Polarflächen  aller 
Punkte  des  Raumes  in  Bezug  auf  die  FlSche  mit  Doppelpunkt  gebt  also 
durch  den  Doppelpunkt  p.  Die  Punkte  des  Eemgebildes  sind  also  die  Punkte, 
in  denen  sich  sSmmtliche  ersten  PolarflSchen  einer  FlSche  des  Gebüsches  in 
Bezug  auf  sSmmtliche  Punkte  des  Raumes  schneiden. 

Wir  nehmen  vier  beliebige  Punkte  a,  b,  c,  b  im  Räume  an.  Ihre  ersten 
Polarflächen  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Fläcbengebüsches  n^'  Ordnung 
bilden  vier  projectiviscbe  Flächengebüsche  (n  — 1)**'  Ordnung  A,  B,  f,  A. 

Durch  jeden  Punkt  x  einer  beliebigen  Geraden  g  geht  nun  ein  Flächen- 
netz des  Gebüsches  A,  dem  im  Gebüsche  B  ein  Flächennetz  zugehört,  von 
dem  ein  Büschel  durch  t  geht  Diesem  Büschel  entspricht  wieder  in  V  ein 
Flächenbdschel ,  von  dem  eine  einzige  Fläche  durch  t  gebt.  Dieser  Fläche 
entspricht  in  A  eine  weitere  Fläche,  die  g  in  (n— 1)  Punkten  ^  schneidet, 
umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkt  ^  ein  Flächengebüsch  in  A,  denen  in 
A,  B,  r  drei  projectiviscbe  Fläcbengebüscbe  (n  — !)*•'  Ordnung  zugehören, 
welche*  eine  Fläche  3(n  — !)*•'  Ordnung  erzeugen,  die  p  in  3(w  — 1)  Punk- 
ten r  schneidet. 


•  Zwei  projectiviscbe  Flächenbüschel  (n  — !)*•'  Ordnung  erzeugen  eine  Fläche 
2(n  — 1)^  Ordnung.  Denn:  durch  einen  Punkt  x  einer  Geraden  g  geht  eine  Fläche 
des  einen  Büschels,  der  im  zweiten  Büschel  eine  Fläche  zugehört,  welche  g  in 


jedem  Punkte  i  (» —  1)  Punkte  ^ 
„  1)  3(n-l)  ,  X 
iDgeharen,  coincidiren  r  und  \)  für  4(n  — 1)  Punkte  der  Geraden  g.  D.  h.; 
auf  jeder  Geraden  g  giebt  es  4(n~l)  Punkte,  in  denen  sich  vier  ent- 
sprechende Fläcben  der  vier  Potargebtlsche  A.  B,  T,  A  acbneiden  und  in 
denen  sich  daher  alle  ersten  Polaren  einer  Fläche  des  GrundgebUsches  n*" 
Ordnung  schneiden.     Also : 

„Das  KerngeUilde    ist   eine  Fläche  H  der  4(«  — 1)"»  Ord- 
nung und  der  4{«  -  l)(4n- 5)""»  Classe". 
L  da  die  Kemfläche  im  Allgeroeieen  keine  Doppelpunkte  besitzt. 

Kernfläche   ist   diu  Uessiana  der   vier  das  FlfichengebUscb  n'" 
Ordnung  con^tituirenden  Flächen. 

25.  Die  Poliirebenen  jedes  Punktes  p  der  Kemfläche  H  in  Bezug  auf 
I  alle  Flachen  des  GebUschea  schneiden  sich  in  einem  Punkte  q,  der  auf  einer 
I  Fläche  der  4(n  —  l)^''"  Ordnung  liegt.  Umgekehrt  schneiden  sich  die  ersten 
,    Poluiflächen  von  q  in  p. 

2ü.  Die  den  Punkten  der  Kemfläche  H  in  der  YernandtHchaft  xugeord- 
Lneten,  je  n*  — 2  Punkte  liegen  auf  einer  Fläche  der  4(«  — 1)(»'  — U)'" 
['OrduoDg,  der  der  Eerafläche  zngeordneten  FUche  H'  (vergl.  §2,  s). 


Drittes  GapiteL 
Eia  durch  die  VerTrandtscbaft  bestimmter  Strahlencomplex. 

g  9.  Der  Strahlenoomplex. 
27.  Nehmen  wir  in  einer  Ebene  n  einen  Punkt  p  an,  so  entspricht 
einer  durch  p  in  n  gezogenen  Geraden  a  eine  Curve  C^.  welche  n  ausser  in 
4(«-l)  auf  a  gelegenen  Punkten  noch  in  (n- l){M"  +  n-3)  Punklen  b 
schneidet.  Diese  ergeben,  mit  p  verbunden,  (n  —  l)(n*  +  n-j-3)  Strahlen  6. 
Umgekehrt  gehören  jedem  Strahle  l  (ti— 1)  («*  +  m  —  3j  Strahlen  a  an, 
a  und  b  coincidiren  daher  für  2(n  — I)(n*-|-n  — 3)  Strahlen.  Diese  Coinci* 
dentstrahlen  sind  die  in  n  durch  p  gehenden  Compleistrahlen.   Daraus  folgt: 

k  (ti—I)  Punkten  d  achneideti  ond  umgekehrt  gebSren  jedem  Punkte  i]  (n  — l)PuDkte 
I  J  «Q.  r  und  0  coincidiren  also  für  2(n-I)  Punkte.  Drei  projectivische  Flächen- 
*  netM  (n-i)""  Ordnung  erzeugen  eine  Flache  3(n— 1)'"  Ordnung. 

*  Denn:  durch  einen  Punkt  i  einer  beliebigen  Geraden  g  gebt  ein  Paar  ent- 
sprechender Flachen  der  beiden  ersteu  Netze,  denen  im  dritten  Net^e  eine  Flilcbe 
zDgebOrt,  Teiche  g  in  (n~l)  Punkten  q  »cbueideC.  Umgekehrt  geht  durch  jeden 
Punkt  t)  ein  Fläcbenbüachel  dea  dritten  Netzes,  dem  im  ersten  und  im  zweiten 
Netze  zwei  projectiviiche  Büschel  angeboren,  welche  noch  Vorigem  eine  Fläche 
3(M— l)*"  Ordnung  erzeugen,  die  g  in  3(n  — 1)  Punkten  i  acbneidet.  y  und  n  co- 
taMdiMD  daiisi  für  3(n-1)  Funkte,  q.  e.  d, 
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„Die  Verbindungslinien  entsprechender  Pankte  der  Ver- 
wandtschaft bilden  einen  S  trahlencom  plex  yoin  Grade 
2(n-l)(n«  +  n-3).« 

„Die  durch  einen  Punkt  p  gebenden  Complexstrahlen  bilden  einen 
Kegel  der  Ordnung  2(n  — 1)(n^  +  n  — 3);  die  in  einer  Ebene  liegenden 
Complexstrahlen  umhttllen  eine  Curve  der  Classe  2(n  — l)(w*  +  w  — 3).** 

i  10.  Complexcurven  und  Complexfläohen. 

28.  Auf  jedem  Complexstrahl  liegen  zwei  einander  in  der  Verwandt- 
schaft entsprechende  Punkte,  die  wir  die  singulSren  Punkte  des  Complex- 
strahles  nennen  wollen. 

„Die  singulSren  Punkte  der  in  einer  Ebene  liegenden  Complexstrahlen 
bilden  eine  Curve  (n  —  l)(n*+n  — 3)**' Ordnung  (§3,  12),  während  die 
Complexstrahlen  selber  eine  Curve  2(n  — l)(n*  +  n  — 3)**'  Classe  um- 
hüllen.*» 

29.  Die  singulären  Punkte  aller  durch  einen  Punkt  p  gehenden  Com- 
plexstrahlen bilden  eine  Raumcurve,  welche  von  jedem  Kegelstrahl  ausser 
in  p  noch  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  von  denen  für  (n'  — 1)  Kegel- 
strahlen ein  Punkt  nach  p  ffSMi. 

Die  Baumcurve  geht  also  (n'  — l)-mal  durch  )>,  und  da  eine  beliebige 
durch  p  gelegte  Ebene  die  Baumcurve  ausser  in  dem  (n^  —  1 )  -  fachen  Punkte  p 
noch  in  je  zwei  Punkten  auf  jedem  der  2  (n  —  1)  (n*  +  n  —  3)  Kegelstrahlen 
schneidet,  in  denen  die  Ebene  den  Complexkegel  schneidet,  so  schneidet 
die  Ebene  die  Curve  in  (n8-l)  +  4(w-'lJ(»«  +  w-'3)  =  (n-l)(5n2-[-5n-ll) 
Punkten.     Also : 

„Alle  durch  einen  Punkt  p  gehenden  Complexstrahlen  bilden  einen 
Kegel  2(n  — l)(n'  +  n  — 3)**'  Ordnung.  Die  singulären  Punkte  dieser 
Complexstrahlen  liegen  auf  einer  Baumcurve  der  (w  —  1)(5n*  -[-  5n  —  11)*®** 
Ordnung,  welche  den  Punkt  p  zum  (n^— 1)- fachen  Punkte  uud  in  ihm 
seine  Verbindungsstrahlen  mit  seinen  conjugirten  Punkten  zu  Tangenten 
hat.     Diese  Baumcurve  hat  den  Complexkegel  zum  Perspectivkegel.^ 

30.  Die  singulären  Punkte  sämmtlicher  eine  Gerade  g  schneidenden 
Complexstrahlen  liegen  auf  einer  Fläche,  welche  durch  g  (n^  — l)-mal  hin- 
durchgebt —  denn  jeder  Punkt  von  g  ist  (n'— l)-facher  Punkt  seiner  Com- 
plexkegelcurve  —  und  von  der  Ordnung  2{n  —  l)(n^  +  n  —  l)  ist  Denn 
jede  durch  g  gelegte  Ebene  s  schneidet  sie  ausser  in  der  (n^  —  1)- fachen 
Geraden  g  noch  in  einer  Curve  ip^  (§3,  12)  der  (n  — l)(n*  +  w  — 3)*"* 
Ordnung. 

31.  „Drei  beliebige  Gerade  g^  g^,  g^  werden  von  4 (w  —  1 )  (w^  +  n  -  3) 
Complexstrahlen  geschnitten.^ 

Denn:  Legen  wir  durch  ^3  eine  Ebene  f^,  welche  Pj  in  einem  Punkte  r 
schneidet.     Sämmtliche  durch  x  gehenden  Complexstrahlen  bilden  nun  einen 


I 


Kegel  von  der  Ordnung  2fM  — !){«*+ n  — 3),  von  dem  y,  in  ebenso  vielen 
Punkten  ij  geschnitten  wird,  die,  mit  jj,  verbunden,  2(m  —  13(n'  +  »  — 3) 
Ebenen  f,  ergeben,  umgekehrt  gehören  jeder  Ebene  (,  2(n  — lXn*  +  »— 3j 
Ebenen  (j  zu.  ij  und  fi,  eoincidireo  daher  für  4(t»  — I3(»'  +  »i  — 3)  Ebenen. 
In  jeder   derselben  liegt  ein  Complex^trabl ,    der  g^fftg^  schneidet,    q.  e.  d. 

32.  „Alle  Complesstrahlen,  welche  zwei  beliebige  Gerade  g^  und  g^ 
gehneiden,  bilden  eine  RegelfiSche  4(n  — l)(n*  +  n  -  3)'"  Ordnung." 

Da  eine  Ebene  durch  g  die  Regelfläche  nur  in  2(«— !)(«"  +  «  ~3) 
Strahlen  Echneidet,  sind  g,  nnd  g^  2(n — ]^(n^-\-n  —  3)-fache  Directricen 
der  Regel  fläche. 

Da  auf  jeder  Generatris  Ewei  singulare  Punkte  liegen,  jede  Ebene  durch 
p  in  2(n  — lj(n'  +  n— 3)  Generatricen  schneidet,  bilden  die  singul&reu 
Punkte  der  Oeneralricen  der  BegelBäche  eine  Haomcurve  4(n-I}(n'  +  n-3)**' 
Ordnung. 


Viertes  Capitel. 
Eine  durch  die  YerwamUschaft  bestimmte  Strahlencongrnenz. 


I      _„ 

^^^F         33,    Diejenigen  Strahlen  des  im  III.  Cnpitel  betrachteten  Strahleucom- 

^^^pleies,    deren    siDguIltre  Punkte   zusammenfullen,    bilden   eine    Strablencou- 

gmenx.      Es   sind    dies  gleichzeitig  die  sUmmtÜchen  Flüchen  eines  Placben- 

netzea  gemeinsamer  Tangenten  p  (§7),  welche  zn  den  Punkten  p  der  Kern- 

fittcbe  H  in  Beziehung  stehen. 

IÜm  Ordnung,  Classe  und  Rang  dieser  Congruenz  zu  bestimmen,  mOssen 
wir  znnäcbfit  einige  Hilfssätze  ableiten. 
ehe 
pni 
che 


I.  Hllfssatz. 
34.  ,Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Ebenenbdschels  g  und 
der  Flächen    eines  Fläche nbüsch eis    n'"  Ordnung    liegen  auf  einer  Curve 
(«— l)(3n  — I)'"  Ordnung,    welche   die   Axe  g   des  Eben  enbu  seh  eis   in 
2{w  — 1)  Punkten  schneidet." 

Denn:  Jede  Ebene  t  äi:s  EbenenbUscbels  wird  von  den  Flächen  des  FIK- 

(«henbüachels  in  einem  CurvenbUacUel  n""  Ordnung  geschnitten.  Jeder  Doppel- 

ipnnkt  einer   solchen  Curve   ist   ein  Berührungspunkt  einer  FlBche  des  FIS. 

Fchenbüschelä    mit  der  Ebene  t  und  hat  die  Eigenschaft,    daae  seine  gerade 

Polare   in  Bezug    auf  die  betreffende  Curve  des  CurvenbQschels  unbeetimoit 

ist,   dass  also  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Ebene  in  Bezug  auf  die 

Curve  mit  Doppelpunkt  sich  im  Doppelpunkte  ücboeiden. 

k        Um    die  Anzahl    der  Doppelpunkte   zu    finden,    brauchen    wir  also  nur 

■Bie  Zahl  der  Punkte  zu  bestimmen ,  in  denen  sich  die  ersten  Polaren  dreier 
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beliebiger  Punkte  a,  b,  c  der  Ebene  e  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Curve 
des  Büschels  schneiden. 

Die  ersten  Polaren  von  a,  b,  c  in  Bezog  auf  die  Cunren  des  Büschels 
bilden  drei  projectiTische  Curvenbüschel  (n  —  l)^'  Ordnung  A^  B^  0. 

Die  projectivischen  Büschel  A  und  B  erzeugen  eine  Gurre  2(fi-'iy 
Ordnung. 

Die  projectivischen  Büschel  A  und  C  erzeugen  eine  Curve  2{n  —  \)^^ 
Ordnung. 

Diese  beiden  Gurren  haben  die  (n  — ip  Grundpunkte  des  Büschels  A 
gemeinsam. 

Sie  schneiden  sich  daher  ausserdem  noch  in  3  (n  —  1)'  Punkten ,  welche 
Berührungspunkte  von  e  mit  Flächen  des  FlSchenbüschels  sind. 

Die  Gerade  g  wird  nun  von  2(n  — 1)  Flächen  des  Flächenbüschels  be- 
rührt, welchen  2(fi  — 1)  Ebenen  des  Ebenenbtlschels  entsprechen,  die  eine 
Fläche  in  einem  Punkte  von  g  berühren. 

Die  Gesammtzahl  der  auf  £  liegenden  Berührungspunkte  von  Ebenen 

des  Ebenenbüschels  mit  Flächen  des  Flächenbüschels  beträgt  also: 

3(fi-l)«  +  2(fi-l)  =  (»-l)(3w-l), 
q.  e.  d. 

2.  Hilfssatz. 

35.  „Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  g  und 
der  Flächen  eines  Flächennetzes  n^^  Ordnung  bilden  eine  Fläche  der  Ord- 
nung (3n  — 2),  welche  durch  die  Axe  g  des  Ebenenbüschels  und  durch 
sämmtliche  Grundpunkte  des  Flächennetzes  hindurchgeht^ 

Denn :  Jede  Ebene  s  des  Ebenenbtlschels  g  wird  von  dem  Flächennetze 
in  einem  Gurvennetze  n^'  Ordnung  geschnitten.  Die  Doppelpunkte  der 
Gurven  dieses  Netzes  sind  Berührungspunkte  von  Flächen.  In  ihnen  schnei- 
den sich  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Ebene  c  in  Bezug  auf  die 
Gurve  mit  Doppelpunkt 

Die  ersten  Polaren  aller  dreier  Punkte  a,  b,  c  der  Ebene  c  bilden  drei 
projectivische  Gurvennetze  A,  B,  C  (n  — l)***  Ordnung. 

Dieselben  erzeugen  (vergl.  §  8,  24»  Anm.)  eine  Gurve  3(n  — l)***  Ord- 
nung, die  Doppelpunktscurve  des  Netzes. 

Die  Gerade  g  wird  in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer  Fläche  des  Flä- 
chennetzes berührt,  gehört  also  vollständig  dem  Orte  der  Berührungs- 
punkte an. 

Derselbe  schneidet  also  die  Ebene  e 

1.  in  einer  Gurve  3(fi  — !)*•'  Ordnung, 

2.  in  der  Geraden  g^ 

ist  also  von  der  (3»  — 2)*^  Ordnung,  q.  e.  d. 

8.  Hilfssatz. 

36.  „Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Ebenenbündels  p  und 
der    Flächen    eines    Flächenbtlschels    n^'    Ordnung    bilden    eine    Fläche 


(2n  — 1)*°'  Ordnung,    welche    durch  die  Grundciirvo  des  PläcbenbUschels 
und  durch  den  Punkt  -p  hindurchgeht. " 

Denn:     Die    Ebenen    des   EbenenbüDdeU    ^    berühren    eine   PlKcbe   des 
1  Fl&ehenbUiichels    längs   ihrer  Schnittcurve   mit  der  er^tep  Polaren  von  p  in 
Luf   die  betreffende   FlUche.      Die   Flüchen    des  Fläcbenbüschels   n*" 
Ordnung    und    seines   ersten    Polarenbüschels    (n  — Ij""  Ordnung   in  Bezug 
auf  p  erzeugen  nun  eine  Flftche  (2«  — l)"'  Ordnung,  welche  durch  p  u.  i,  w. 
gebt,  q.  e.  d. 
L  8  la.   Die  Ordnung  der  Congraena. 

I  37.  Jeder  Con^i'uenistrahl ,  der  durch  einen  Punkt  p  gebt,  berührt  in 

Beinem  Binguläreu  Punkte  i:  sämmtlicbe  Flächen  eines  FISchennetzes.  Dieses 
Fl&cheonetz  hat  mit  jedem  beliebigen  FläcbenbUscbel  des  F lachen gebUsch es 
je  eine  Fläche  gemein,  bann  ako  ersetzt  werden  durch  die  drei  Flüchen, 
die  es  mit  drei  festen  Fl ächenb (lachein  A,  B,  P  des  Gebüsches  gemein  bat, 
Dieae  drei  Flfiehenbüscbel  nehmen  wir  nun,  da  durch  A  und  B  dos  Fläcben- 
gebUsch  bereits  vollstSudig  bestimmt  ist,  so  an,  dass  das  Büschel  f  sowohl 
mit  A  eine  Fläche  qo, ,  als  auch  mit  B  eiue  FISuhe  ipi  gemein  hat. 

Die  singuläreu  Punkte  i  der  durch  )>  gehenden  Congruenzstrahli-n  sind 
demnoob  die  Punkte,  in  denen  je  eine  Fläche  der  drei  Büsohel  A,  B,  T  von 

Idnrch  p  gehenden  Ebenen  berührt  wird,  und  liegen  daher: 
^  1.  auf  der  Berühruugsflficbe  des  BUschela  A, 


mit   den  Ebenen  des  Ebenenbllndele  p ,    sind  also  Schnittpunkte  dieser  drei 
BerUhrnngsflüchen  (2«-lj'"  Ordnung  (Hilfssati  3). 

A  und  r  haben  nun  eine  Fläche  ^i  der  n'*"  Ordnung  gemein,  welche 
Ton  den  Ebenen  des  Bündels  p  längs  einer  Curve  n{n  — 1)'"'  Ordnung  be- 
rührt wird.  Diese  Curve  schneidet  nun  die  BerUbrungsSäche  von  B  in 
n(fi  — l)(^n  — 1)  Punkten,  welche  zwar  Schnittpunkte  aller  drei  Berllhrunge- 
flächen,  Dicht  aber  Congruenzpunkte  t  sind,  da  in  ihnen  nur  zwei  Flächen 
des  Gebüsches  von  Ebenen  des  Bündels  p  berührt  werdeu.  Diese  Punkte 
spalten  sich  daher  von  den  (2n  — 1}'  Schnittpunkten  der  drei  BerQhrungs- 
flächen  ab. 

Ebenso  spalten  sich  die  n(n  — l)(2n  — 1)  Schnittpunkt«  der  der  B 
and  r  gemeinsamen  Fläche  91,  zugehörigen  BerUhrungscnrve  mit  der  dem  A 
EugebSrigen  Berührungsfläche  ab. 

Femer  geht  der  Punkt  p  als  gemeinsamer  Schnittpunkt  der  drei  Be- 
rühr nngsflächen  ab. 

Es  bleiben  demnach: 

(2n-l)''-2-«(n-l)(2n-l)-l  =  2(«-l)(2«*-«-|-]) 
ikt«  r  übrig.     Also: 
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„Die   Ordnung  der  Congruenz,   d.  h.   die  Zahl  der  Gon- 
gruenzstrahlen,    welche    durch    einen    beliebigen    Punkt    )> 

gehen,  ist  =  2(n-l)t2n«-n  +  l).« 

§  18.  Die  Classe  der  Congruens. 

1.  Methode« 

38.  Jede  Ebene  s  wird  von  den  Flächen  des  Flächengebttsches  in  einem 
Curvengebüscbe  geschnitten. 

Ist  T  siognlSrer  Punkt  eines  in  s  gelegenen  Congruenzstrahles  p,  so 
berühren  sich  in  r  in  jeder  durch  p  gelegten  Ebene,  also  auch  in  e,  un- 
endlich viele  FlSchen  eines  Büschels,  das  die  Ebene  s  in  einem  Curven- 
büschel  schneidet,  dessen  Curven  sämmtlich  in  x  einen  Doppelpunkt  besitzen. 

Dieses  Curvenbüschel  hat  mit  jedem  Curvennetze  eine  Curve  gemein 
und  ist  bestimmt  durch  zwei  seiner  Cnrven. 

SSmmtliche  Doppelpunkte  der  Curven  eines  Netzes  im  Gebüsch  liegen 
auf  einer  Curve  3(n  — 1)*"  Ordnung  (vergl.  §  11),  die  Doppelpunkte  eines 
zweiten  Netzes  liegen  auf  einer  zweiten  Curve  3(n  — 1)^'  Ordnung.  Diese 
beiden  Curven  schneiden  sich  zunächst  in  den  3(n  —  l)' Doppelpunkten  des 
den  beiden  Netzen  gemeinsamen  Curvenbüschels,  haben  ausserdem  also  noch 
6  (n  —  I )'  Schnittpunkte ,  deren  jeder  für  zwei ,  also  für  unendlich  viele 
Curven  des  Gebüsches  Doppelpunkt  ist,  mithin  singulärer  Punkt  t  eines 
auf  B  gelegenen  Congruenzstrahles  p  ist.     Also: 

„Die  Classe  der  Congruenz^   d.  h.  die  Zahl  der  in  einer 
Ebene  e  liegenden  Congruenzstrahlen  ist 

=  6(n-l)^" 

2«  Methode« 

39.  Wir  betrachten  ein  Ebenenbüschel  g  und  zwei  Flächennetze  A  ^^^ 
B  des  Flächengebüscbes. 

Die  Ebenen   des  Ebenenbüschels  g   (Hilfssatz  2)  berühren  die  Flächen 
des  Netzes  A  in  einer  Fläche  Xi  der  (3n  — 2j*®"  Ordnung, 

Diese  beiden  Berührungsflächen  schneiden  sich  also  ausser  in  g  noch 
in  einer  Curve  [(3w  — 2)^— 1]**'  Ordnung. 

Von  dieser  Curve  spaltet  sich  die  Curve  (Hilfssatz  1)  (w  — l)(3n  — 1)*** 
Ordnung  ab,  welche  die  Berührungscurve  des  beiden  Netzen  gemeinsamen 
Flächenbüschels  mit  dem  Ebenenbüschel  g  ist. 

Die  Punkte  der  übrig  bleibenden  Curve  2(w  — l)(3n  — 1)**'  Ordnung 
haben  die  Eigenschaft ,  dass  in  ihnen  eine  Ebene  des  Ebeoenbüschels  g  zwei 
verschiedene  Flächen  des  Flächengebüsches,  also  ein  ganzes  Flächenbüschel 
berührt,  dass  dieser  Punkt  daher  singulärer  Punkt  r  eines  g  schneidenden 
Congruenzstrahles  p  ist    Also: 
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„S&mmtliche  eine  Gerade  g  schneidenden  Congraenz- 
strahlen  haben  ihre  singulären  Punkte  auf  einer  Raumcurve 
2(w  — l)(3n  — !)*•'  Ordnung,  welche  g  in  4(n  — ])  Punkten 
schneidet;  sie  berühren  also  die  Eernfläche  längs  dieser 
Curve." 

Da  nun  eine  beliebige  durch  g  gelegte  Ebene  €  die  Congruenzcurve  in 
2(n--l)(3»  — 1)  Punkten  schneidet,  von  denen  aber  4(»  — 1)  Punkte  auf 
g  liegen,  ihre  Congruenzstrahlen  p  also  nicht  auf  b  liegen  haben  (da  die- 
selben nur  an  die  Bedingung  geknüpft  waren,  g  zu  schneiden),  so  bleibt 
als  Zahl  der  in  s  liegenden  Congruenzstrahlen  übrig: 

2(n-l)(3n-l)-4(»-l)  =  6(n-l)«, 
q.  e.  d. 

8.  Methode. 

40.  Die  Curve  der  singul&ren  Punkte  x  aller  durch  eine  Gerade  g  ge- 
legten Congruenzstrahlen  p  muss: 

1.  auf  der  EemflSche  H  liegen, 

2.  auf  der  Berührungsfläche  des  Ebenenbüschels  g  mit  einem  beliebigen 
Flächennetze. 

Diese  beiden  Flächen  schneiden  sich  in  einer  Curve  4(n-l)(3n  — 2)*^ 
Ordnung,  von  der  sich  indess  die  Curve  der  Doppelpunkte  des  Flächen- 
netzes, also  eine  Curve  6(n  — 1)^^^  Ordnung  abspaltet,  so  dass  übrig  bleibt 

eine  Curve: 

4(n  - 1)(3»  -  2)  -  6(» - 1)«  =  2(w  - 1)(3»  -  1)*«  Ordnung 

u.  s.  w.,  wie  oben. 

g  14.  Der  Bang  der  Congmens. 

41.  unter  dem  Range  der  Congruenz  verstehen  wir  die  Anzahl  der 
Congruenzstrahlen,  welche  zwei  beliebige  Gerade  g^  und  g^  schneiden. 

Die  singulären  Punkte  x  aller  g^  und  g^  schneidenden  Congruenzstrahlen 

p  liegen: 

1.  auf  der  Eernfläche  H  der  4(n  — 1)*^  Ordnung, 

2.  I,      y,    Berührungsfläche  des  Ebenenbüschels  ^|, 

"•    »      I»  fi  I»  »  9% 

mit  den  Flächen  je  eines  beliebigen  Flächennetzes  im  Flächengebüsche,  also 
auf  zwei  Flächen  (3n  — 2)**'  Ordnung  x^  und  %^, 

Diese  drei  Flächen  schneiden  sich  in  4(n  — l)(3n  — 2)^  Punkten. 

Nun  liegen  aber  die  Doppelpunkte  des  ersten  Flächennetzes  auf  einer  Curve 
6(n-'  1)'^  Ordnung,  welche  auf  H  liegt  und  von  der  Berührungsfläche  Xs 
des  zweiten  Netzes  in  6(n  — l)'(3n  — 2)  Punkten  geschnitten  wird,  während 
die  Doppelpunktscurve  des  zweiten  Netzes  von  der  Berührungsfläche  Xy^  des 
ersten  Netzes  ebenfalls  in  6(fi— l)*(3n  — 2)  Punkten  geschnitten  wird. 
Diese  beiden  Punktgruppen  sind  daher  von  den  obigen  4(n  — l)(3n  — 2)' 
Punkten  abzurechnen. 
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derart,  dass  durch  jeden  Punkt  von  G  oder  ^  zwei,  aber  auch  nur  zwei 
solche  Gerade  PQ  gehen.  Schneidet  jedoch  ein  Kegelschnitt  des  Büschels 
durch  den  Schnitt  A  von  G  und  Q  diese  Geraden  noch  in  B  und  (7,  so 
sind  auch  AB  und  AC  als  besondere  Lagen  der  Geraden  PQ  anzusehen, 
G  und  jjp  also  ebenfalls  im  Ort  der  Geraden  PQ  und  zwar  je  als  einfache 
Tangente  anzusehen.  Durch  jeden  Punkt  von  G  (oder  ^)  gehen  also  drei 
Gerade  PQ^  von  denen  eine  mit  G  (oder  ^)  Tcreinigt  ist;  d.  h.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Geraden  PQ  ist  eine  CurTe  dritter  Classe,  die 
G  und  Q  zu  Tangenten  hat. 

Durch  irgend  einen  Punkt  R,  der  nicht  auf  G  oder  Q  gelegen  ist, 
gehen  also  auch  drei  Gerade  PQ.  Drehen  wir  nun  i^,  bis  i^  mit  G  za- 
sammenßlllt,  so  kann  die  Anzahl  von  drei  durch  B  gehenden  Geraden  PQ 
sich  nicht  ändern,  PQ  wird  jedoch  jetzt  nicht  mehr  Sehne  im  Kegelschnitt 
J?',  sondern  Tangente  in  P  auf  &,  und  da  durch  irgend  einen  Punkt  P 
auf  G  nur  eine  solche  Tangente  PQ  hindurchgeht,  die  mit  G  nicht  zusam- 
menföllt,  so  ist  G  jetzt  zweifache  Tangente  des  Ortes  geworden,  d.  h.  wir 
erhalten : 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  Teines  Kegel- 
schnittes C  eines  Büschels  B{C*)  auf  einer  festen  Geraden  G^ 
so  ist  der  Ort  der  Tangente  T  eine  Curve  dritter  Classe  T^^ 
mit  G  als  zweifacher  Tangente* 

Daraus  ergiebt  sich  uns  folgender  bekannter  Satz: 

Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  sind  so  beschaffen«,  dass 
je  zwei  derselben  eine  Gerade  berühren  und  je  drei  derselben 
eine  Gerade  senkrecht  durchschneiden. 

2.  Ist  ebenso  ein  System  Kegelschnitte  S{C^)  gegeben,  welches  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  Kegelschnitte  desselben  durch  drei  Punkte 
gehen  und  eine  Gerade  L  berühren ,  so  zeigt  uns  der  oben  angeführte  Satz 
direct,  dass  durch  jeden  Punkt  P  einer  Geraden  G  zwei  Kegelschnitte  des 
Systems  S{C^)  gehen.  Diese  beiden  Kegelschnitte  bestimmen  jedoch  auf 
einer  zweiten  Geraden  §  vier  Punkte  Q.  Lasten  wir  die  Punkte  P  und  Q 
wieder  in  den  Schnitt  von  G  und  ^  fallen,  so  folgt  daraus  wieder: 

Der  Ort  der  Geraden  PQ  ist  eine  Curve  sechster  Classe  mit 
G  und  ^  als  Doppeltangenten. 

Fällt  weiter  G  mit  jp  zusammen,  so  giebt  dies  uns  den  Satz: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  eines  Kegel- 
schnittes C*  des  obigen  Systems  auf  einer  Geraden  6r,  soistder 
Ort  der  Tangente  T  eine  Curve  sechster  Classe  T/  mit  G  als 
vierfacher  Tangente.     Und: 


•  Wir  haben  dicdes  Resultat,  das  ja  allgemein  bekannt  ist,  absichtlich  auf 
diese  uniständliche  Art  entwickelt,  um  das  Wesen  der  hier  behandelten  Fragen 
besser  hervortreten  su  lassen. 


Heber  die  An  zahl  der  Lösungen  gewisser  Aufgaben 
und  allgemeine  Eigenschaften  algebraischer  Curven. 


Von 

Benedikt  Sporeb. 


IEine  grosse  Anzahl  von  Aufgaben,  deren  LSsungen  selbst  auf  nnUber- 
windlicbe  Schwierigkeiten  führen,  iKsst  dennoch  wenigstens  die  Bestimmung 
der  Zahl  dieser  LSsungen  la.  Eng  damit  in  Verbindung  stehen  gewisse 
Eigenschaften  algebraischer  Curven.  Aufgabe  dieser  Arbeit  ist  es  non,  zur 
Behandlung  solcher  Aufgaben  einen  rein  geometrischeu  Weg  zu  eröffnen. 
Es  wird  sich  fOr  Denjenigen ,  der  mit  Aufmerksamkeit  unsere  Arbeit  ver- 
folgt, zeigen,  dass  die  hier  entwickelte  Art  der  Behandlung  in  vielen  FKIIen 
sicherer  zum  Ziele  fuhrt,  als  die  von  Chasles  gegebene  Bedingung  des 
Zusammen  fall  ens  von  Punkten,  wfihrend  bei  anderen  Fällen  es  umgekehrt 
der  Fall  sein  mag.  Namentlich  lassen  sich  oft  die  von  Chasles  als  ^solu- 
tions  etranfferes"  bezeichneten  Lösungen  bei  einiger  Vorsicht  leicht  aus- 
scheiden. Ueberdies  eröffnet  diese  Art  der  Behandlung  solcher  Fragen  den 
Weg  zur  Untersuchung  einer  FUlle  von  Fragen  Über  die  Eigenschaften 
ftlgebraisoher  Curven,  and  namentlich  sind  es  die  Resultate,  welche  Steiner 
in  seinen  Arbeiten : 

Allgemeine  Eigenachaften  der  algebraischen  Curven.    Geeam- 

Imelte  Werke,  Bd.  2  S.  193  — GOO; 
I  Ueber    solche   algebraische   Curven,    die   einen    Mittelpunkt 

1  haben,   und    aber  darauf  bezügliche  Eigentcbaften  all- 

gemeiniT  Cuivcn,  sowie  Aber  geradlinige  Transversaleo 
r  der  letzteren.    Ebenda  Bd.  2  S.  &0I  -  eoi,  und 

f  Eigenschaften  der  Curven  vierten  Grades  rflcksichtlich  ihrer 

Doppel  tan  genten.    Ebenda  Bd.  2  S.  S03~6I2 
fflh,    die    sich   mittels   der  hier   entwickelten  Art  beinahe   durchweg  leicht 
Inweiun    lassen,    wie    wir    theils   hier,    tfaeils   in   anderen   Arbeiten    zeigen 
wert 


I. 

Ueber  die  Anzahl  Eegelichnitta,   welche  durch  Punkte,  Tangentes 
und  Normalen  bestimmt  sind. 


1.  Irgend  ein  Büschel  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte,  SIC*),  sei 
gegeben.  Ein  Kegelschnitt  C\  der  diesem  Bttschel  angehört,  bestimmt  aaf 
iwei  Geraden  G  und  $  zwei  Punkte  P  und  £>  und  also   eine  Gerade  PQ 
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unter  den  Kegelschnitten  des  Systems  berühren  je  zwe 
eine  Oerade  G  und  durchschneiden  je  sechs  eine  Gerade  senk 
recht. 

5.  Ganz  ebenso  erhalten  wir  für  das  System  5(^7*),  das  durch  vie 
Tangenten  bestimmt  ist,  wenn  wir  an  obiger  Bezeichnung  festhalten: 

Berfihren  die  Kegelschnitte  eines  Systems  alle  vier  ge 
gebenen  Geraden,  so  ist  der  Ort  der  Tangente  T  eine  Curve  T| 
der  dritten  Classe,  die  auch  G  berührt,     und: 

Die  Curven  des  Systems  sind  so  beschaffen,  dass  je  eini 
derselben  eine  fünfte  Gerade  berührt  und  drei  derselben  ein« 
Gerade  senkrecht  durchschneiden. 

6.  Ist  weiter  ein  System  Kegelschnitte  so  beschaffen,  dass  jeder  Kegd 
schnitt  derselben  durch  drei  Punkte  geht  und  eine  Gerade  zur  Normale] 
hat,  so  folgt  aus  1  und  2,  dass  je  drei  Kegelschnitte  des  Syatems  nod 
durch  einen  weiteren  Punkt  gehen ,  und  je  sechs  derselben  noch  eine  sweit 
Gerade  berühren.  Durchschneidet  ein  solcher  Kegelschnitt  nun  eine  Geradi 
Q  in  einem  Punkte  P  und  ziehen  wir  in  P  an  diesen  Kegelschnitt  ein< 
Tangente ,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  P  auf  G  drei  Tangenten  T,  wShrem 
T  auch  sechsmal  mit  G  zusammenföUt,  nämlich  für  jeden  der  sechs  Kegel 
schnitte  des  Systems ,  welche  G  berühren ,  je  einmal.    Daraus  schliessen  wir 

Der  Ort  der  Geraden  T  ist  eine  Curve  neunter  Classe  T^ 
mit  G  als  sechsfacher  Tangente,     und: 

Es  giebt  neun  Kegelschnitte,  die  durch  drei  Punkte  gehei 
und  zwei  gegebene  Geraden  zu  Normalen  haben. 

7.  Ebenso  finden  wir  auf  gleiche  Art  durch  Combination  Ton  2 — 5 
Ist  jeder  Kegelschnitt  eines  Systems  S{C*)  so  beschaffen 

dass  er  durch  zwei  Punkte  geht,  eine  Gerade  berührt  und  ein« 
zweite  Gerade  zur  Normale  hat,  und  soll  der  Berührungspunk 
einer  Tangente  T  eines  solchen  Kegelschnittes  auf  einer  Ge 
raden  G  gelegen  sein,  so  ist  der  Ort  der  Tangente  TeineCurT 
14.  Classe  T^'^  mit  G  als  achtfacher  Tangente,     und: 

Es  giebt  14  Kegelschnitte,  welche  durch  zwei  Punkt« 
gehen,  eine  Gerade  berühren  und  zwei  andere  Gerade  zu  Nor 
malen  haben,     und  ebenso: 

Es  giebt  auch  14  Kegelschnitte,  die  durch  einen  Punk 
gehen,  zwei  Gerade  berühren  und  zwei  Gerade  zu  Normale; 
haben,  und  es  giebt  weiter  neun  Kegelschnitte,  welche  dre 
Gerade  berühren   und   zwei  andere  senkrecht  durchschneide! 

8.  Aus  den  in  6  und  7  entwickelten  Sätzen  können  wir  wieder  fol 
genden  ableiten: 

Ist  ein  System  Kegelschnitte  po  beschaffen,  dass  all 
Kegelschnitte  des  Systems  durch  zwei  Punkte  gehen  und  zwc 
Gerade    senkrecht  durchschneiden^    so   ist   das   System    Kegel 
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schnitte  so  beacbaffen,  dassje  nenn  durch  einen  dritten  Punkt 
gehen  nnd  je  14  eine-  Gerade  berflhren. 

Hieraos  ergiebt  sich  nns  wieder  eine  Ortscurre  T,^**,  nnd  diese  liefert 
wieder: 

Es  gehen  33  Kegelschnitte  durch  zwei  Punkte  nnd  haben 
drei  Gerade  zn  Normalen, 

Auf  ganz  gleiche  Art  folgt  weiter: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  einen  Punkt  gehen,  eine  Ge- 
rade berflhren  nnd  nebetdem  noch  drei  weitere  Gerade  zn  Nor* 
malen  haben,  so  ist  die  Anzahl  der  Losungen  gleich  28.   D.  s.  w* 

9,  Fahren  wir  auf  diese  Art  fort,  so  ergiebt  sich  uns  in  Bezug  auf  die 
Losungen  der  Kegelschnitte,  welche  durch  Punkte,  Tangenten  und  Normalen 
bestimmt  sind,  wenn  wir  die  Anzahlen  Punkte  mit  />,  Tangenten  mit  T, 
Normalen  mit  N  und  LSsungen  mit  X  bezeichnen,  in  Uebereinstimmung 
mit  Steiner  (Ges.  Werke  Bd.  2  3.  6S3)  folgendes  Schema: 
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10.  Betrachten  wir  die  LBsungen  fflr  sich,  so  kOnnen  wir,  wenn  wir 
von  den  Zahlen  1,  2,  4;  4,  2,  1  ausgehen,  welche  unsere  Tabelle  voltstSn- 
dig  ergänzen  wDrden,  wenn  wir  auch  die  F&lle  ^^0  aufgenommen  hatten, 
folgendes  Bitdungsgesetz  aufstellen: 

12  4  4  2  1 

(1.1+1.2)       (1.2  +  1.4)       (1.4+1.4)      (1.4  + I.S)       (1.2  +  1.8) 

9  14  14  9 

(1.3  +  1.6)       U.6+1.8)      (1.8  +  1.8)       (1.6  +  1.8) 

23  28  23 

(1.9  +  1. U)   (l.U  +  l.U)    (1.9  +  1.14) 

51  51 

(1.28  +  1. 28)    (1.28  +  1.23) 
102 
(l.Gl  +  1.61). 
X^t—kria  t  Mmtb^mallk  n.  njtlk  XXZT,  4.  ^% 
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Hiermit  haben  wir  eines  der  einfachsten  Beispiele  dieser  Art  behandelt. 
Es  genfigte  dabei,  dass  wir  aaf  einfachste  Weise  die  Kegelschnitte  eines 
Systems  8{C*)  in  Verbindung  mit  einer  Geraden  G  derart  brachten,  dass 
wir  auf  ihr  den  Berfihrungspunkt  einer  Tangente  T  jedes  Kegelschnittes  des 
Systems  fortgleiten  Hessen.  Der  Ort  dieser  Tangente  T  lieferte  uns  alsdann 
sofort  das  gewünschte  Resultat.  Dass  dies  nicht  immer  so  einfach  sich 
▼erhält,  werden  die  folgenden  Beispiele  zur  Genfige  zeigen. 

Mit  diesen  Zahlen  L ,  die  wir  erhalten ,  stehen ,  wie  wir  kaum  noch  zu 
bemerken  brauchen,  auch  andere  Aufgaben  in  engem  Zusammenhange. 

IL 

lieber  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  dnrch  Punkte,  Tangenten 
und  berfihrende  Kegelschnitte  bestimmt  sind. 

1.  Schon  hier  genfigt  es  nicht  mehr,  ein  System  von  Curven  mit  der 
Geraden  G  allein  in  Beziehung  zu  setzen,  sondern  wir  sind  fiberdies  noch 
gezwungen ,  ein  zweites  System  mit  derselben  Geraden  G  in  Verbindung  zu 
bringen,  und  zwar  ist  dies  für  alle  hierher  gehörigen  Fälle  ein  Büschel 
Kegelschnitte  B{P^)  dnrch  vier  Punkte  P^.  Zu  diesem  Bflschel  gehört  in 
ganz  gleicher  Weise  wie  in  I,  1  eine  Curve  dritter  Classe,  die  der  dortigen 
Curve  T^^  entspricht  und  die  wir  ein-  für  allemal  mit  P^^  bezeichnen 
wollen.  Ebenso  wollen  wir  kurz  vom  Ort  der  Geraden  T  reden  und  da- 
runter eben  die  Einhüllende  der  Tangente  T  verstehen,  welche  je  einen 
Kegelschnitt  C^  des  auftretenden  Systems  S{C^)  in  einem  Punkte  auf  G 
berührt.  Weiter  wollen  wir  in  Bezug  auf  das  System  von  dem  Orte  des 
Punktes  t  reden,  d.  h.  dem  Berührungspunkte  der  Tangenten  solcher  Kegel- 
schnitte C,  welch*  erstere  alle  durch  einen  Punkt  Q  gehen.  Weiter  werden 
wir  diese  Ortscurven  mit  Ty'  und  t^^  bezeichnen,  wobei  x  die  Classe,  p 
wie  oft  G  vielfach  als  Tangente  zu  rechnen  ist,  u  ebenso  den  Grad  mit  0 
als  t;- fächern  Punkte  bezeichnet.  Dies  vorausgesetzt,  erhalten  wir  folgende 
stufenweise  Entwickelung. 

2.  Das  System  S{C^)  sei  ein  Büschel  Kegelschnitte  durch  vier  Grund- 
punkte. Irgend  eine  Gerade  durch  Q  wird  von  zwei  Kegelschnitten  des 
Büschels  S{C^)  in  zwei  Punkten  t  berührt.  Der  Punkt  t  fällt  jedoch  auch 
eiumal  in  Q  selbst,  nämlich  für  die  Tangente  in  jß  an  den  durch  0  gehenden 
Kegelschnitt  C^.  Auf  jeder  durch  Q  gebenden  Geraden  liegen  also  drei 
Punkte  t.     Dies   und   das  bereits  in  I,  1  Entwickelte  giebt  uns  den  Satz: 

Zu  dem  System  S{C^)  von  Kegelschnitten  durch  vier  Punkte 
gehören  in  Bezug  auf  eine  Gerade  G  und  einen  Punkt  Q  zwei 
Curven  T^^  und  ti\ 

Nun  haben  die  beiden  Curven  T,'  und  P^^  im  Ganzen  neun  Tangenten 
gemein.  Davon  fallen  jedoch  2.2  =  4  auf  G  selbst  und  fünf  sind  von  G 
verschieden.    Jeder  dieser  gemeinsamen  fünf  Tangenten  entspricht  eine  solche 


hirvB  C,  die  gerade  eine  andere  Curve  P*  des  Büscbels  S(P')  la  einem 
!  aof  G  berührt.  Daraas  erbalten  vir: 
Soll  ein  Kegelschnitt  C  eines  Büschels  S(C')  einen  Kegel- 
litt  eines  zweiten  Büschels  J5(/'*)  berühren,  so  ist  der  Ort 
(|b8  Bertthrnngspunkles  fl  eine  Curve  fünften  Grades  fl,*,  die 
;b  durch  die  Griindpunkte  der  Büschel  geht* 
Der  letztere  Umstand  ergiebt  sieh  sofort,  wenn  Q  in  einen  der  Grund- 
ninltte  der  Büschel  fällt.  Auch  hier  haben  wir  die  Curve  /','  mit  zwei 
Indices  verseben ,  wobei  der  obere  -5  (=^  x)  hier  nod  auch  spttter  den  Grad 
der  Oriäcurve,  der  rechts  unlen  I  (^9)  anzeigen  soll,  wie  oft  jeder  der 
Punkte  f(,  als  Punkt  des  Ortes  /?,=•  (=  fl/)  anzusehen  ist.  —  Die  Curve  Ji,^ 
bat  nun  mit  irgend  einem  Kegelschnitte  P^  des  Büschels  B(P')  zehn  Punkte 
gemein.  Hiervon  fallen  jedoch  vier  in  die  vier  Grundpunkte  /'„,  so  dass 
nur  sechs  andere  gemeinsame  Punkte  auftreten.     Dies  giebt  uns  jedoch: 

(Soll    ein  Kegelschnitt  durch  vier  Pnnkte  gehen  und  einen 
;egelschnitt  /''  berühren,  so  giebt  es  sechs  LBsungen. 
3,    Ist  ebenso  ein  System  S(C*)  von  Kegelschnitten  durch  drei  Punkt« 
tä  eine  Tangente  gegeben ,  so  gehören  tu  diesem  System  swei  Ortscurven 
'^  und  (,*  (vergl.  I  2). 
Die  Carve  T^"  hat  mit  der  Curve  /','  jedoch  aosaer  G  noch 
6.3-4.2=10 
Bugenten  gemein.     Daraus  schlieasen  wir: 
Soll    ein    Kegelschnitt   (J'  durch   drei    Punkte   gehen,    eine 
Gerade  und  nebstdem  noch  irgend  einen  Kegelschnitt  P*  eines 
Büschels  B{P*)  in  irgend  einem  Punkte  A  berühren,  so  ist  der 
^^3it  dieses   Berührungspunktes  eine  Ccrve  fl,'".    Ausser  den  vier 
^^Mlnndpunkten ,  jeder  zweifach    zahlend,   bat  diese  Curve  mit  irgend  einem 
Hbgelschnitto  /"  dos  Büschels  ß(/'*)  noch  19.2  —  4.2  =  12  Punkte  R  ge- 
^^nem.     Dies  giebt: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Paukte  gehen,   eine  Ge- 
irgend  einen  Kegelschnitt  P*  berühren,   eo  giebt  es 
wfilf  LCsnngen. 

Weiter  erhalten  wir  für  das  System  Kegelschnitte,  das  dnrch  zwei 
ikte   und  zwei  Tangenten  gegeben  ist,  in  Betng  auf  die  Gerade  G,  den 
'unkt  Q  und  das  Hüscbel  B{P*)  die  Ciirven  T,*,  l*  und  Ä/«,  woraus  folgt: 
Es    giebt     16    Kegelschnitte,     welche     durch    zwei    Punkte 
geben,  zwei  Gerade  und  irgend  einen  Kegelschnitt /'' berühren. 
5.    Gleicherweise    erbalten   wir  aus   den  Curven   jfj',    l^  und  R^'*  für 
das  System  Kegelschnitte,  das  dnrch  einen  Punkt  und  drei  Tangenten  be- 
stimmt ist: 


^Tonl 


*  Ton  dieser  Curve  laieen  sieb  ausser  den  Tangenten  in  den  acht  Gtund- 
pankten  noch  22  andere  Funkte  leicht  ÜDaai:  conatnuceo. 
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Es  giebt  zwölf  Kegelschnitte,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
drei  Gerade  und  irgend  einen  Kegelschnitt  berühren. 

und  femer  ftbr  das  System  Kegelschnitte,  das  durch  vier  Tangenten 
bestimmt  ist,  die  Curven  t^*^  Tj*,  i?,^,  also: 

Es  giebt  sechs.  Kegelschnitte,  die  vier  Gerade  und  einen 
Kegelschnitt  P^  berühren. 

6.  Wir  haben  in  dem  Obigen  nun  sämmtliche  Fragen  entwickelt,  welche 
wir  in  Bezug  auf  die  Zahl  der  Lösungen  für  Kegelschnitte,  welche  durch 
Punkte,  Tangenten  und  einen  berührenden  Kegelschnitt  bestimmt  sind ,  auf- 
stellen können.  Diese  Lösungen  gestatten  uns  jedoch  wieder  weitere  Combina- 
tionen ;  wir  können  nftmlich  die  Resultate  in  2  und  3  zusammenfassen  und 
folgenden  Satz  aussprechen: 

Das  System  von  Kegelschnitten,  welche  durch  drei  Punkte 
gehen  und  einen  festen  Kegelschnitt  K^  {=  P*)  berühren,  ist 
so  beschaffen,  dass  je  sechs  dieser  Kegelschnitte  durch  einen 
Punkt  gehen  und  zwölf  eine  Gerade  berühren. 

Durch  jeden  Punkt  auf  G  gehen  nun  wieder  sechs  von  Q  verschiedene 
Geraden  T,  w&hrend  T  zwölfmal  mit  Q  zusammenfiLllt,  und  auf  jeder  Ge- 
raden durch  Q  liegen  zwölf  von  Q  verschiedene  Punkte,  w&hrend  in  0  sechs 
Punkte  t  vereinigt  sind,  nämlich  jedesmal  einer  für  einen  Kegelschnitt  des 
Systems,  der  durch  Q  geht.  Wir  erhalten  also  zwei  Curven  T^^^^  und  t^^. 
Die  gemeinsamen  Tangenten  von  T,«*^  mit  der  oftgenannten  Curve  P^\  die 
zu  einem  Büschel  B(P^)  gehört  (das  jedoch  K*  nicht  enthält),  zerfallen  in 
die  24  fach  zählende  Gerade  G  und  30  andere  Tangenten.  Auf  G  sind  also 
30  Punkte  gelegen ,  in  denen  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  einen  solchen  des 
Systems  berührt.  Hieraus  erhalten  wir  wieder  eine  Curve  R^^,  welche  mit 
irgend  einer  P^  wieder  ausser  den  vier  Grundpunkten  2.30  —  6.4  =  36 
Punkte  gemein  hat     Also: 

Es  giebt  36  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  Punkte  gehen 
und  irgend  zwei  Kegelschnitte  nebstdem  noch  berühren. 

7.  Ebenso  haben  wir  weiter: 

Gehen  alle  Kegelschnitte  eines  Systems  durch  zwei  Punkte 
und  berühren  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  A'^,  so  be- 
decken sie  die  ganze  Ebene  derart,  dass  durch  jeden  Punkt 
zwölf  derselben  gehen  und  je  16  eine  Gerade  berühren  (aus  3 
und  4).     Dies  giebt  uns  wieder  Curven  T^g*®,  t^^^^  /?,g^*  und: 

Es  giebt  56  Kegelschnitte,  die  durch  zwei  Punkte  gehen, 
zwei  Kegelschnitte  A"^  und  eine  Gerade  berühren. 

8.  Auf  ganz  gleiche  Weise  lassen  sich  die  anderen  Fragen  vollends 
behandeln,  und  wir  erhalten  dabei  folgende  Tabelle: 


Von  B.  Sporer. 
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Hierbei  sind  die  im  Bildangagesetz  zuerst  aoftretendea  Zoblen  1,  2,  4, 
4,  2,  1  die  Anzahl  LOsungeu  für  den  Fall,  dasa  der  Kegelschnitt  nur  durch 
Punkte  und  Taagenten  beEtimmt  ist. 


ITeber  Ee^elaohnitte,  welche  irg^end  fünf  ge^beno  CnrTen  berfibreiL 
1.    Tritt  in  Obigem  an  Stelle  des  BfiBcheh  B{P*)  irgend  ein  Btlschel 
Carven  a^  Grades,  so  erhalten  wir  in  Bezug  auf  die  Carven  dieses  BUschels 
und  irgend  znei  Geraden  G  und  $  folgende  Betrachtung: 

Durch  jeden  Punkt  Jlf  von  G  geht  eine  Curre  C  des  Btlachela  B(C') 
und  diese  Curve  bestimmt  auf  der  zweiten  Geraden  $  x  Punkte  N,  wodurch 
auch  X  Gerade  MN  gegeben  sind.  Lassen  wir  weiter  den  Punkt  M  und 
auch  den  Punkt  N  in  den  Schnittpunkt  Ä  von  G  und  $  fallen,  so  finden 
wir,  dasB  MN  auch  je  (x  — l)-mal  mit  G  und  mit  J^  zusammenfallt.  Da- 
raus  können  wir  jedoch  schliessen,  dass  der  Ort  der  Geraden  MN  Ton  der 
(äx  —  l)*™  Classe  ist  und  dass  G  und  j^  je  («  — l)-fache  Tangenten  dieses 
Ortes  sind.  Durch  irgend  einen  Fnnkt  Q  ausserhalb  der  bei^Iea  Geraden  G 
nnd  1^  gehen  also  (2x— 1)  Gerade  MN.  Diese  Zahl  (2z  — 1)  kann  sieh 
nun  nicht  Bildern,  wenn  Q  vm  A  sich  dreht,  and  bleibt  auch  dann  noch, 
wenn  ^  mit  G  zusammenfUlt.  Durch  jeden  Punkt  M  der  Geraden  G  geht 
jetzt  jedoch   nur   noch  eine  einzige  solche  Gerade  MN,   die  mit  G  nicht 
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ziuammenRlUt,  nSmlicfa  die  Tangente  in  M,  an  die  durch  Jf  gehende  Gurre 
des  Bdechels;  G  ist  also  nothnendig  znr  (2z  — 2)-facheD  Tangente  geworden, 
oder  wir  haben : 

Liegt  der  BerOfarangspunkt  einer  Tangente  P  einer  GarT« 
C  eines  BQscbela  auf  einer  Geraden  C,  so  ist  der  Ort  dieser 
Tangente  eine  Gurre  (2x  — ])*"  Classe  PI'iZ}^,  mitG  aU2(«-l)- 
facher  Tangente. 

Ton  diesem  Satze  aoegehend,  kSnneu  wir  in  analoger  Weise  wie  in  II 
stufenweise  die  Aufgabe  behandeln :  Eis  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  be- 
stimmt werden,  die  irgend  fllnf  gegebene  Carren  C,  C*,  C,  C  and  C* 
berOhreo.  Es  dUrite  genUgen,  wenn  wir  hier  das  Schema  der  LOsuugen 
geben. 
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pqrs[^pqTS  +  '2(,pqr+pqe+pTt  +  qri)~Hpq 
+pr+ps  +  qT  +  qs  +  rt)  +  a)  =0 

K^,  +  Lß, 
La,  +  Mp, 

1£ 

pqrstlpqrst  +  ipqfs+pqrl+prat  +  qret 

+  ipqr  +  pqs+pqt+pTS-tpTt  +  pdt  +  qTS 
-rqTt  +  qSt-tTH)-Sipq  +  pr  +  ps  +  pt 

+  gr  +  3»  +  g  ( +  rs  +  rt  +  8() 

JVb.  +  OA 

Hierbei  sind  die  Wertbe  < 
gende  Gleichungen: 
«i  =  P(i»-l).   «i  =  fl(«-l). 
ßi=P,  Pi  =  9.  I 


=  rCr-l), 


bestimmt  darch  fol- 


8(«-l),    ..-Kf-Di 
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Xn.  Die  momentane  Bew^nng  dreier  starrer  Geraden  mit  einem 
gemeinschaftlichen  Punkte  in  einer  Ebene. 

Drei  starre  in  einer  Ebene  sich  bewegende  Gerade  seien  im  Punkte  Ä 
(s.  d.  Fig.)  drehbar  verbanden,  wätirend  je  ein  Punkt  auf  jeder  der  drei 

A 

y 

\ 
\ 


^    ^^  J  '  \ 


'1*~ -'.       »i/''^^. 


X  I  ^^^J' 


Tz 

Geraden  sich  mit  einer  nach  GrOsse  und  Biehtnng  yorgeschriebenen  Geschwin- 
digkeit bewegen  soll ;  die  drei  Punkte  seien  A^^A^^A^^  ihre  Geschwindigkeiten 
^19  ^2  9  ^8«  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  im  Allgemeinen  die  Bewegung 
des  Punktes  A  und  folglich  auch  der  drei  Geraden  nicht  mOglich,  denn  die 
Geschwindigkeit  v  des  Punktes  A  ist  nach  GrOsse  und  Richtung  schon  be- 
stimmt durch  die  Geschwindigkeiten  zweier  der  drei  Punkte  A^^  A^^  A^. 
Denn  zerlegt  man  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  einer  starren  Geraden 
je  in  zwei  Componenten  nach  der  Richtung  der  Geraden  und  senkrecht  zu 
ihr,  so  sind  die  ersteren  Componenten  zufolge  der  Starrheit  der  Geraden 
noth wendig  einander  gleich;  hiemach  sind  z.  B.  die  Componenten  Ton  v  in 
der  Richtung  von  A^A^  bez.  A^A  gleich  denjenigen  Ton  Tj,  bez.  9^,  wes~ 
halb  sich  v  sofort  findet,  indem  man  die  letzteren  Componenten  im  Punkte 
A  anträgt  und  in  den  Endpunkten  derselben  Lothe  zu  A^A^  bez.  A^A  er- 
richtet    Diese  Lothe  schneiden  sich  im  Endpunkte  der  Strecke,  welche  v 
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nach  Grösse  und  Richtung  darstellt ;  es  ist  sonach  die  momentane  Bewegang 
Ton  Ä  TÖUig  durch  v^  und  t;^  bestimmt.  Hieraus  erkennt  man,  daes  die 
Bewegung  des  Punktes  Ä  unter  den  eingangs  erwähnten  Yoranssetzungen 
im  Allgemeinen  ttberbestimmt,  also  unmöglich  ist.  Man  übersieht  jedoch 
sofort,  dass  die  momentane  Bewegung  von  Ä  möglich  wird,  wenn  die  ortho- 
gonalen Componeoten  von  v  in  Richtung  der  drei  Geraden  ÄA^^  AA^^ 
AA^  ttbereinstimmen  mit  den  orthogonalen  Componenten  von  t;^,  bezw.  i^ 
und  P3.  Es  entsteht  daher  die  Frage,  welchen  Bedingungen  die  LSngen 
der  drei  Geraden  AA^  AA^^  AA^  zu  genttgen  haben,  damit  die  momen- 
tane Bewegung  des  gemeinschaftlichen  Punktes  A  und  damit  der  drei  Ge- 
raden selbst  möglich  sei,  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  damit  die  Ge- 
schwindigkeit V  eindeutig  durch  die  drei  gegebenen  Geschwindigkeiten  v^ ,  v^ 
und  «3  bestimmt  wird. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  erheblich  vereinfacht,  wenn  wir 
die  Bestimmung  von  v  in  etwas  anderer  Weise  ausführen  und  zwar  unter 
Benutzung  der  sogenannten  lothrechten  oder  orthogonalen  Geschwindigkeiten,^ 
d.  L  der  im  gleichen  Sinne  um  90^  gedrehten  Geschwindigkeiten.^  Es 
liegen  bekanntlich  die  Endpunkte  der  Strecken,  welche  die  orthogonalen 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  einer  starren  Geraden  nach  Grösse  und  Rich- 
tung darstellen,  auf  einer  Parallelen  zu  der  Geraden;  sind  also  Ai  V^  und 
A^  F,  die  lothrechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A^  und  ^,  so  liegt  der 
Endpunkt  v  der  lothrechten  Geschwindigkeit ^F  des  Punktest  sowohl  auf 
der  durch  Fj  gelegten  Parallelen  zu  A^A^  als  auch  auf  der  durch  F,  gehen- 
den Parallelen  zu  A^A,  folglich  im  Schnittpunkte  beider  Parallelen.  Ans 
dieser  Construction  des  Punktes  geht  unmittelbar  hervor,  dass  sich  im 
Allgemeinen  für  F  hier  drei  Punkte  ergeben,  weil  F  im  Schnittpunkte  je 
zweier  der  drei  bezw.  durch  Fj,  Fj,  F3  gelegten  Parallelen  zu  den  drei 
Geraden  A^A,  A^A^  A^A  liegen  muss.  Wenn  dagegen  die  erwähnten  drei 
Parallelen  sich  in  einem  Punkte  schneiden  (wie  dies  in  der  Figur  angenom- 
men wurde),  so  ist  die  orthogonale  Geschwindigkeit  AV  des  Punktes  A 
eindeutig  bestimmt,  also  auch  die  Geschwindigkeit  t;  dieses  Punktes.  Es 
reducirt  sich  hiernach  die  Beantwortung  der  gestellten  Frage  auf  die  Lösung 
des  folgenden  geometrischen  Problems:  Es  ist  der  Ort  aller  Punkte  A 
zu  finden,  welche,  mit  den  Eckpunkten  eines  beliebigen  Drei- 
ecks AiA^A^  verbunden.  Gerade  ergeben,  deren  durch  die  ent- 
sprechenden Ecken  eines  beliebigen  zweiten  Dreiecks  Fj  Fj  F3 
gelegten  Parallelen  sich  in  einem  Punkte   F  schneiden. 

Wir  finden  diesen  geometrischen  Ort  durch  folgende  Ueberlegung.    Ea 
sei  A  (s.  die  Fig.)  ein  Punkt  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  und  g  eine 

•  Vergl.  Schad  will,  Das  Gliedvierseit  als  Grundlage  der  Kinematik.  Ver- 
handl.  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  1876,  55.  Jahrg.  S.  378; 
femer  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I  S.  55. 

**  In  der  Figur  sind  diese  Drehungen  nur  für  v  und  Vi  angedeutet 
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iebige  üui-cb  A  geheode  Gerade.  Wir  ermitteln  zunächst  alle  die  Punkte  F, 
reiche  ^ich  Puukten  auf  der  Geraden  g  zuordnen.  Zu  dem  Ende  lassen 
ir  ^  alle  Funkte  von  g  durcbliLufeu ;  es  bilden  dann  die  dtiruh  Y^  parallel 
Ä,Ä  gelegten  Strahlen  ein  StrablbUecbel ,  dessen  Trüger  in  Y,  liegt  und 
projectiviscb  ist  zu  dem  Büschel,  welches  die  durch  F,  parallel  zu  Ä^Ä 
gelegten  Strahlen  zusammensetzen.  Denn  die  Strahlen  Ä,Ä  und  Ä^A  stehen 
Qber  derselben  Punktreihe  g,  gehören  also  perspectiv! sehen  Sti-ahlbflschela 
an,  und  biemus  resultlrt  die  behauptete  ProjectiTitfit.  Da^  Erzeugnisa  der 
beiden  projecti vischen  StrahlbUeche!  ist  ein  Kegelschnitt  Ä*,,,  welcher  durch 
F,  und  F,  geht.  Die  durch  F^  parallel  zu  A^A  gelegten  Strahlen  consti- 
tuiren  ebenfalls  ein  Bllschel,  welchem  aus  den  gleichen  Gründen  zu  den  beideu 
Torgenaunten  DüscLeln  projectivisch  ist.  Das  Erzeuguiss  derjenigen  beiden 
Bfiscbel,  deren  Tr&ger  F^,  bez.  F,  sind,  ist  folglich  auch  ein  Kegelschnitt 
i'„,  welcher  durch  Fj  und  F,  geht.  Die  beiden  Kegelschnitte  Ä',j  und  i'u 
haben  ausser  F,  noch  drei  Punkte  gemeinsam;  letztere  sind  diejenigen 
Punkte,  in  denen  sich  je  drei  einander  zugeordnete  Strahlen  der  erwähnten 
drei  BUscbel  schneiden.  Diesen  drei  Punkten  entsprechen  drei  Punkte  auf 
der  Geraden  g  und  zwar  sind  letztere  die  Schnittpunkte  von  g  mit  dem 
gesuchten  geometrischen  Ort  der  Punkte  A,  welcher  folglich  eine  Curve 
dritter  Ordnung  sein  muss.  Es  lässt  sich  jedoch  leicht  zeigen,  dasa  diese 
lorve  in  einen  Kegelschnitt  jS*  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zerföllt. 
inn  der  unendlich  ferne  Punkt  auf  der  Geraden  g  ist  ein  Punkt  des  geo- 
letriscben  Ortes ,  weil  die  ihm  entsprechenden  Strahlen  der  drei  BUscbel 
parallel  sind,  also  in  einem  Punkte  V,  und  zwar  einem  unendlich  fernen, 
sich  schneiden ;  alle  unendlich  fernen  Funkte  der  Ebene  gehören  sonach 
dem  gesuchten  geometrischen  Orte  an.  Hiermit  ist  der  rein  geometrische 
Thell  des  Problems  gelöst  und  in  Rücksicht  auf  den  Ausgangspunkt  unserer 
Betrachtungen  zugleich  das  folgende  Resultat  erbalten   worden: 

Bewegen  aicb  drei  beliebige  Funkte  A„  A^,  A^  in  einer 
ine  mit  gegebenen  Geschwindigkeiten,  so  ist  der  geome- 
cheOrtallerPunkte.i,  deren  Verbindung  mit  Ai,  A,ixniA^ 
ch  starre  Gerade  die  gegenseitige  Beweglichkeit  der  letz- 
teren nicht  aufhebt,  eine  aus  der  unendlich  fernen  Geraden 
nod  einem  Kegelschnitt  A'  bestehende  Curve  dritter  Ordnung. 
Wir  können  dieaea  Ergebniss  noch  in  einer  etwas  allgemeineren  Form 
Aussprechen.  Fassen  wir  nämlich  jede  der  drei  starren  Geraden  jä,^,  A^A, 
A^A  als  Repräsentanten  einer  beweglichen  starren  Ebene  auf,  und  t>,,  v^,  v^ 
als  Geschwindigkeiten  je  eines  beliebigen  Punktes  der  drei  Ebenen,  so  ist 
der  Ort  aller  Punkte,  in  denen  die  drei  complanen  Ebenen  verbunden  werden 
können,  ohne  dass  hierdurch  die  momentane  Bewegung  der  Ebenen  gegen 
i^ander  und  die  ruhende  Ebene  aufgehoben  wird,  eine  Curve  dritter  Ord- 
Mong,  welche  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  h' 
^flÜit. 
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Von  diesem  Kegelschnitte  lassen  sich  leicht  sechs  Punkte  und  drei  Tan- 
genten angeben ,  so  dass  derselbe  unmittelbar  constmirt  m  werden  vermag. 
Denken  wir  uns  die  willkürliche  Gerade  g  in  die  Verbindongsliiiie  Ä^A 
gelegt,  so  zerfallen  die  Kegelschnitte  K^^  und  K^  je  in  zwei  Gerade,  von 
denen  die  eine  die  durch  V^  gehende  Parallele  zu  ^  ist,  während  die  andere 
der  durch  V^  gehende  Parallelstrahl  zur  Verbindungslinie  A^A^^  bezw.  der 
durch  7*3  gehende  Parallelstrahl  zu  A^A^  sein  muss.  Dem  Schnittpunkte  8^ 
der  letzteren  Parallelstrahlen  entspricht  als  Punkt  des  Kegelschnittes  K  der 
Punkt  A^\  es  geht  also  K  durch  A^.  Lässt  man  nun  A  auf  K  fortrilckend 
mit  A^  zusammenfallen,  so  erkennt  man,  dass  die  Richtung  des  Stabes  A^Ä 
dann  identisch  wird  mit  derjenigen  der  Tangente  A^T^  des  Kegelschnittes 
JT  in  A^\  andererseits  ist  aber  A^A  parallel  dem  zugeordneten  Strahle  des 
Büschels  (^s),  in  diesem  Falle  also  der  Geraden  V^S^^  so  dass  wir  ^t^sl^t^ 
finden.  Durch  die  analogen  Schlüsse  gelangt  man  zu  dem  Resultat,  dass 
auch  die  Punkte  A^  und  A^  auf  dem  Kegelschnitt  K  liegen,  femer,  dass 
die  Tangenten  in  A^  und  A^  in  der  gleich  einfachen  Weise  bestimmbar  sind. 
Weitere  drei  Punkte  Ton  K  finden  sich  durch  folgende  Ueberlegung.  Der 
Punkt  V^  war  den  beiden  Kegelschnitten  K^^  und  K^  gemeinsam;  ihm  ent- 
spricht folglich  ein  Punkt  von  iC,  Dieser  Punkt  ergiebt  sich  als  Schnitt- 
punkt B^  der  Strahlen,  welche  wir  durch  A^^  bezw.  A^  parallel  zu  F^  F^, 
bezw.   F3  V^  legen.     Analog  finden  sich  B^  und  B^, 

Die  hier  behandelte  kinematische  Aufgabe  steht  in  engstem  Zusammen- 
hange mit  einem  scheinbar  gänzlich  verschiedenen  Probleme,  welches  all- 
gemeinere Bedeutung  besitzt.  In  einer  Ebene  möge  die  Lage  von  Ic  Punkten 
durch  rechtwinklige  Coordinaten  Xay  Va  gegeben  sein.  Bezeichnen  xuyh  und 
Xiyt  die  Coordinaten  zweier  dieser  Punkte,  deren  Entfernung  aui  beträgt, 
so  sind  bekanntlich  2ä;— 3  Gleichungen  der  Form 

A)  {xH-x,)^  +  {yH-yi?-aH^^=^0 

nothwendig,  um  die  gegenseitig  unveränderliche  Lage  der  h  Punkte  ana- 
lytisch auszudrücken.  Hinreichend  sind  die  Gleichungen  A)  aber  nur  dann, 
wenn  sie  von  einander  nicht  abhängen,  also  die  Functionaldeterminante  2> 
des  Gleichungssystems  A)  von  Null  verschieden  ist  Diese  Functionaldeter- 
minante steht  nun  in  directer  Beziehung  zu  der  vorher  gefundenen  Curve 
dritter  Ordnung,  bez.  dem  Kegelschnitte  K ^  wie  jetzt  erwiesen  werden  soU. 
In  dieser  Absicht  führen  wir  hier  einige  Begriffe  und  Bezeichnungen  aus 
der  Fachwerkstheorie  ein ,  einerseits  weil  sich  der  beabsichtigte  Beweis  dann 
wesentlich  übersichtlicher  und  einfacher  erbringen  lässt,  andererseits  weil 
hierdurch  zugleich  ein  Einblick  gewonnen  wird  in  dasjenige  Specialgebiet, 
für  welches  diese  Untersuchungen  von  besonderer  Wichtigkeit  sind. 

Denken  wir  uns  die  h  Punkte  durch  s  starre  Strecken  oder  Stäbe  von 
den  Längen  ühi  derart  verbunden,  dass  in  jedem  der  h  Punkte  mindestens 
zwei  Strecken  oder  Stäbe  zusammenstossen ,  so  bildet  diese  Stabverbindung 
ein  sogenanntes  ebenes  Stabwerk  oder  Fachwerk.     Die  Punkte  selbst 


bnsaen  dann  Knotenpunkte  des  Fochwerkca;  speciell  beiast  ein  solcher 
i-facber  Knotenpunkt,  wenD  in  demselben  i  St&be  verbunden 
sind.  Das  Fachwerk  wird  starr  oder  steif  genannt,  wenn  die  Knoten- 
punkte desselben  durch  die  sie  verbindenden  SlSbe  in  gegenseitig  unver 
itnderlicher  Lage  erhalten  werden,  Hieriu  sind  mindesteus  a  =  2ft  — 3  starre 
Stäbe  nolhwendig  und  im  Allgemeinen  auch  hinreichend.  Das  Facbwerk 
bei^t  ein  einfaches,  falls  die  Anzahl  der  Stube  die  nothwendige,  also 
*^2i  — 3  ist;  wenn  dagegen  s>2A  — 3,  so  nennt  man  das  Fach  werk  ein 

Es  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dass  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  der  Starrheit  oder  Steifheit  eines  ebenen  einfachen  Fachwerkes 
identisch  ist  mit  der  gegenseitigen  DnahhBngigkeit  der  SlablBngen  Ohi,  also 
der  Gleichungen  A);  ist  demnach  die  erwähnte  Functionaldeterminante  D 
von  Null  verschieden,  so  muss  das  Fachweric  starr  sein,  im  andern  Falle 
beweglich.  Dieses  allgemeine  Kriterium  der  Starrheit  eines  ebenen  einfachen 
Fachwerkes  ist  von  Henneberg*  in  eine  fUr  die  Beurtbeiluug  bequemere 
Form  gebracht  worden  nud  zwar  unter  Benutzung  des  Umstandes,  dass  sich 
die  Frage  nach  der  Starrheit  bei  allen  derartigen  Fachwerken,  welche  zwei- 
fache Knotenpunkte  enthalten,  viel  einfacher  und  dirccter  beantworten  llisst. 
Tritt  in  einem  einfachen  Fachwerk  ein  zweifacher  Knotenpunkt  e  auf,  so 
steht  derselbe,  wie  man  unmittelbar  übersieht,  mit  den  übrigen*  — 1  Kno- 
tenpunkten in  starrer  Verbindung,  wenn  die  beiden  nach  ihm  führenden 
Stäbe  nicht  In  gerader  Linie  liegen,  vorausgesetzt,  dass  die  übrigen  k  —  l 
Knotenpunkte  unter  sich  starr  verbunden  sind.  Ist  die  letztere  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt,  so  kann  auch  das  gante  Facbwerk  nicht  starr  sein. 
Es  Iftsst  sich  deshalb  die  Frage  nach  der  Starrheit  eines  Fachwerkes  mit 
KMDem  zweifachen  Knotenpunkte  zurückfuhren  auf  die  des  Fachwerkes  von 
WSt—l  Knotenpunkten,  indem  man  den  zweifachen  Knotenpunkt  durch  Ent- 
fernung der  beiden  von  ihm  ausgehenden  StJibe  beseitigt  Enthält  das  so 
reducirte  Fachwerk  wieder  zweifache  Knotenpunkte,  so  kann  man  in  der 
angegebenen  Weise  die  Zahl  der  Knotenpunkte  noch  weiter  reduciren;  durch 
diese  Reduction  wird  man  schliesslich  entweder  auf  ein  Dreieck  geführt,  in 
welchem  Falle  das  ursprüngliche  Facbwerk  unbedingt  starr  ist,  oder  auf 
ein  einfaches  Fachwerk**  ohne  zweifachen  Knotenpunkt.  Es  ist  daher  nur 
noch  für  die  letzteren  Fachwerke  ein  einfaches  Kriterium  ihrer  Starrheit 
aufzustellen.  Hierbei  stützen  wir  uns  anf  den  leicht  beweisbaren  Satz,  dass 
einfache  Facbwerke  ohne  zweifachen  Knotenpunkt  mindestens  sechs  dreifache 
v^noteupunkte  enthalten  müssen. 


E^  '  Statik  der  starren  Systeme.    Darmatadt  1S8G.    S.  214agg. 

**  |)a»s  das  reducirte  Fachwerk  stet«  wieder  ein  einfachcB  sein  muaa,  erkeunt 
man  darauB,  dasa  die  Kelation  »  =  ik~S  auch  fiir  die  reducirten  Fachwerke  be 
■tahen  bleibt,  weil  uich  bei  der  Beduotifta  immer  jt  ura  1  nnd  «  lun  X  l§i 
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Es  sei  A  ein  dreifiEUiher  Enotenponkt,  dessen  Coordina^  mit  x,  y  be. 
zeichnet  werden  mOgen;  ^|,  A^y  A^  seien  diejenigen  Enoienponkte  des  F^udi- 
werkes,  mit  denen  A  durch  starre  Stäbe  von  den  Längen  On  a^y  o,  direet 
verbunden  ist  Bezeichnen  x^y^^  ^y%^  ^^s  die  Coordinaten  dieser  letzteren 
Punkte,  so  bestehen  die  drei  Gleichungen 

(»-»,)»  +  (y-yi)»-a,«=0, 

(«-ai,)»  +  (y-y,)«-V  =  0, 

(«-«,)*  + (»-ys)»-V  =  o. 

Zu  diesen  treten  noch  2Ä;  —  6  Gleichungen  der  Form  A),  in  denen  aber  s 
und  y  nicht  vorkommen.  Die  Functioualdeterminante  dieser  2k  —  3  Gleicb- 
ungen  nimmt  hier,  wenn  wir  noch  zur  Abkfizung 


setzen,  die  Form  an 


x  —  Xi^Xi,    y^-yi^Ti 
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in  derselben  enthalten  die  Glieder  X^^,  Y^^,  Z^i,  Fj^,  ...  (von  der  vierten 
Horizontalreihe  an)  x  und  y  nicht,  während  die  Glieder  der  beiden  ersten 
Vertikal  reihen  von  der  vierten  Horizontalreihe  an  gleich  Null  sind.  Diese 
Determinante  kann  durch  Addition  entsprechender  Vertikalreihen  leicht  auf 
die  folgende  Form  gebracht  werden: 


D  = 
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von  dieser  Determinante  gilt  bezüglich  der  Glieder  von  der  vierten  Hori- 
zontalreihe ab  das  Gleiche,  wie  von  der  vorhergehenden.  Entwickelt  man 
D  nach  Subdeterminanten  der  ersten  drei  Horizontalreihen  ,*  so  erhält  man 

D  =  -X,{X,Y,  ~X,Y,)D'^-  r,(X,  Y,-X,Y,)D"„  +  X,(X,Y,-X,T,)D\, 

+  Y,{X,Y^-X,Y,)D\^; 

in  demselben  bedeuten  D'23,  -D'23»  J^'13»  J^'13  <Jie  adjungirten  Determinanten 
der  vier  Subdeterminanten,   welche  x  und  y  nicht  enthalten.     Dieser  Aus- 


*  Vergl.  u.  A.:  Baltzer,  Theorie  der  Determinanteu,  4.  Aufl.,  S.  29flgg. 


rnclc   für  D  ist  vom   dritten  Grade    in  x  uncl  ^,  stellt  abo,   gleich  Null 
,  eine  Cnrve  dritter  Ordnung  dar.     Beachtet  mEin  jedoch,  dass  z.  B. 

Xj  r,  =  x(y,  -y.,)  +  y{«,  — a:,)  +  x^y^  -  x^y^, 

)  die  Glieder  dritter  Ordnung  in  x  und  y  ans  D  sich  fortheben,  bo  er- 
kennt man,  dass  die  Curve  Ds=0  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  einen 
Kegelschnitt  zerfallt.*  Wir  erhalten  somit  den  Satz ,  dass  ein  Fachwerk 
der  in  Frage  kommenden  Art  beweglich  iat  oder  starr,  je  nachdem  aich  der 
Punkt  A  auf  der  Cnrve  D  =  0  befiudet  oder  nicht. 

Das  erhaltene  ßesultat  ist  Kunächst  nur  eine  geometrische  Interpreta- 
tion des  allgemeinen  Kriteriums  der  Starrheit  und  gewährt  keine  Verein- 
Cachung  fUr  die  Anwendungen,  falls  man  nicht  im  Stande  ist,  die  Curve 
/)  =  0,  heiw.  den  letzterwähnten  Kegelschnitt  einfach  zn  bestimmen.  Letz- 
teres ist  nun  thatsSchlich  mGglich  und  zwar  deshalb,  weil  sich  dieser  Kegel- 
schnitt völlig  deckt  mit  dem  Kegelschnitt  A'  des  vorher  behandelten  kine- 
matischen Problems,  wie  weiterhin  dargetban  werden  soll. 

Beseitigt  man   die  drei  nach  ^  führenden  Stabe  ^fi^,  ^j^,  -1^.1  des 

rhwerlces,    so   ist  die  Anzahl  der  Stfibe  des  Dbrig  bleibenden  Stabwerkes 
fi  =  s-3, 
die  Zahl  der  Knotenpunkte  desselben 

da  zwischen  s  nnd  k  die  Relation  s^2k  —  3  besteht,  so  erhSit  man 

"  +  3  =  2(1, -fl)-3 
oder 

»  =  2j-4. 

Relation  sagt  aber  aus,  doss  das  so  redncirte  Fachwerk  eine  sogenannte 
■  wanglänfig  bewegliche  ebene  kinematische  Kette  darstellt,** 
d.  i.  eine  solche  bewegliche  Verbindung  vou  starren  Stäben,  in  welcher  die 
Stfibe  bei  ihren  gegenseitigen  Bewegungen  nnr  einen  Grad  der  Freiheit 
lieaitzen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  welcher  bei  den  Relativ- 
beweguQgen  der  Stabe  die  Knot«n-  oder  Gelenbpunkte  nach  Gestalt  nnd 
Länge  ganz  bestimmte  Cnrven  beschreiben.  In  dieser  kinemalischea  Kette 
durchlaufen  sonach ,  falls  einem  Stabe  gegen  einen  andern  ruhend  gedachten 
Stftb   eine  mSgliche  Bewegung  ertbeilt  wird,   die  Punkte  Ä,,  Ä^,  A^  nach 


m 


fe'  Die  hier  gegebene  Eotwickelung  de»  AasdruckeB  fär  T>  weicht  etwas  ab 
derjenigen,  wie  sie  sich  bei  Uenneberg  (a.  a.  0.  S,  älTflgg.)  findet;  jedoch 
mt  der  hier  gefundene  KegeUchoitt  mit  demjeuigen  der  Henneberg'echea 
.egnng  der  Hauptsache  nach  aberein. 
**  Vergl,  hierüber;  Grübler,  Allgemeine  Bigenschaftea  der  ebenen  twang- 
l&ofigen  kioematiacheD  Ketten.  OiviUngeuieur  ISSS,  S.  176)  ferner  liurmeBter, 
Lahibneh  der  Kinematik,  I 
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Grösse  ond  Richtung  ganz  bestimmte  Wege;  es  sind  folglich  auch  die  Ge- 
schwindigkeiten dieser  drei  Punkte  in  jedem  Moment  der  Bewegnng  gaax 
bestimmte  von  einander  abhängige.  Nimmt  man  die  GrOsse  der  G^eschwin- 
digkeit  eines  beliebigen  Knoten-  oder  Gelenkpnnktes  in  seiner  Bewegung 
gegen  den  ruhenden  Stab  willkürlich  an,  dann  sind  die  Geschwindigkeitoi 
aller  übrigen  Kjiotenpunkte  hierdurch  nach  Grösse  und  Bichtnng  TÖllig  be- 
stimmt, also  auch  die  der  drei  Punkte  j4^^  A^^  A^,  Die  Gonstmetion  dieser 
drei  Geschwindigkeiten  erfolgt  am  einfachsten  unter  Benutzung  der  schon 
erwähnten  orthogonalen  Geschwindigkeiten  und  zwar  nach  geometrischen 
Methoden,  wie  sie  hauptsächlich  von  Burmester*  ausgebildet  worden  sind. 
Da  sich  sonach  im  ursprünglichen  Fachwerk  die  Endpunkte  A^^  A^^  A^  der 
drei  nach  A  führenden  Stäbe  mit  nach  Grösse  und  Richtung  vorgeschrie- 
benen Geschwindigkeiten  bewegen  müssten,  falls  das  Fachwerk  beweglich 
wäre,  andererseits  aber  die  Möglichkeit  der  gegenseitigen  Bewegung  der 
drei  Stäbe  an  die  Bedingung  geknttpQ;  ist,  dass  der  Punkt  A  sich  auf  dem 
Kegelschnitt  K  oder  im  unendlichen  befindet,  so  erkennen  wir,  dass  die 
Beweglichkeit  des  ursprünglichen  Fachwerkes  der  gleichen  Bedingung  unter- 
liegt, d.  h.  dass  das  Fachwerk  nur  dann  beweglich  ist,  wenn  der  Punkt  ii 
Auf  dem  Kegelschnitt  K  oder  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegt  Es 
ist  femer  dieser  Kegelschnitt  identisch  mit  demjenigen,  welchen  die  Gleich- 
ung 2>  =  0  repräsentirt,  und  dies  war  noch  zu  beweisen.  Es  kann  daher 
auf  rein  geometrischem  Wege  entschieden  werden,  ob  ein  Fachwerk  mit 
einem  dreifachen  Knotenpunkte  starr  ist  oder  nicht,  bezw.  ob  die  Functio- 
naldeterminante  D  der  Gleichungen  A)  von  Null  verschieden  ist  oder  nicht 
Für  die  Beurtheilung  der  Starrheit  von  ebenen  einfachen  Fachwerken 
ist  die  Bemerkung  noch  von  Wichtigkeit,  dass  derartige  Fachwerke  ohne 
zweifache  oder  dreifache  Knotenpunkte  nicht  möglich  sind. 

Riga.  Prof.  M.  Grübler. 

XTTT.   Das  Problem  der  Winkelhalbirenden. 

Die  Aufgabe:  Ein  Dreieck  zu  zeichnen  oder  zu  berechnen,  wenn  drei 
Winkelhalbireude  ihrer  Grösse  nach  gegeben  sind,  ist  bekanntlich  zur  Zeit 
eine  ungelöste. 

Bezeichnet  man  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  durch  Xi  (i=l,2,3), 
die  gegenüberliegenden  Winkel  durch  Ai ,  die  drei  diese  Winkel  halbirenden 
Transversalen,  gemessen  vom  Winkelscheitel  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der 
Gegenseite,  durch  tTi,  so  lauten  die  drei  in  Frage  kommenden  Gleich- 
ungen : 


1) 


a?i  a-,  (Xi  +  iCg  +  x^)  (x,  +  rcj  -  0:3)     =  w^^  (x^  +  x^f. 


•  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I  S.  430  flgg. 
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Man  kann  nun  hieraus  leicht  zwei  Gleichungen  ableiten,  die  nur  noch 
die  Verhältnisse  der  Seiten  als  unbekannte  enthalten ;  allein  die  Berechnung 
eines  dieser  Verhältnisse  führt  schliesslich  auf  eine  Gleichung  zehnten 
Grades  von  erdrückendem  Coefficientenbau ,  so  dass  man  auf  diesem  Wege 
überhaupt  nicht  weiter  vordringen  kann. 

Um  60  bemerkenswerther  dürfte  es  daher  erscheinen,  dass  die  folgende 
etwas  modificirte  Aufgabe  eine  befriedigende  Auflösung  gestattet  —  Man 
denke  sich  um  das  oben  erwähnte  Dreieck  den  umschriebenen  Kreis  ge- 
zeichnet und  die  Winkelhalbirenden  tOi  einseitig  yerlängert,  bis  sie  diesen 
Kreis  zum  zweiten  Male  schneiden.  Die  so  erhaltenen  winkelhal- 
birenden Sehnen  Si  (ie=  1,  2,  3)  seien  ihrer  Länge  nach  gegeben, 
und  die  Seiten  Xi  sollen  berechnet  werden. 

Eine  einfache  geometrische   Betrachtung*  führt  auf  folgendes  Gleich- 

nngssjstem : 

f  Si^{x^+x^+Xj;){-Xi+x^  +  x^)  =  x^x^{x^+x^)\ 

2)  S^^{Xi  +  X^+X^)(Xi  —  X^+X^)      =x^Xi{x^+x^)\ 

Ss^{oc^  +  x^  +  x^)(Xi  +  x^—Xs)     =a?|Ä8(a?4+a?,)*. 

Wollte  man  hier  auf  eine  directe  Ermittelung  der  Seitenverhältnisse 
ausgehen,  so  würde  man  sich  ganz  wie  bei  der  ursprünglichen  Aufgabe  in 
unübersehbare  Rechnungen  verlieren.  Dessen  ungeachtet  kommt  man  leicht 
auf  trigonometrischem  Wege  zum  Ziele,  wenn  man  drei  Hilfswinkel  in  fol- 
gender Weise  einführt. 

Man  denke  sich  den  Durchmesser  d  des  umschriebenen  Kreises  dreimal 
gezogen  und  zwar  nach  den  Ecken  Ai ;  die  Winkel ,  welche  bei  Ai  zwischen 
d  und  Si  entstehen,  heissen  ai  (i=  1,2,3).     Dann  ist  bekanntlich 

3)  2a^  =  ^~J3,     2a^  =  A^-'Ai,     2or3  =  -4j  — u4,, 
ausserdem 

4)  s^-=d  cos  oT] ,     ^2  =  d  cosa^ ,     %  =  d  cosa^ . 
Wegen 

hat  man 


«i  +  «2  +  «s  =  0 


COS^a^  +  cos^a^  +  cos^a^  —  2 cosor,  coscc^cosa^  =  1 
oder  mit  Rücksicht  auf  4) 

5)  d»~(V  +  V  +  «s*)^  +  25.M,  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  den  Durchmesser  d,  vermöge  4)  ergeben 
sich  die  Hilfswinkel  a^ ,  und  mit  Rücksicht  auf  3)  erhält  man  für  die  Drei- 
eckswinkel 


*  Man  kann  die  Gleichungen  2)  auch  sofort  aus  1)  gewinnen,  wenn  berück- 
sichtigt wird,  dasB  StWi^x^Xt  u.  s.  w. 
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womit  DDii  das  Gleichungssystem  2)  gelOst  ist;  denn  man  hat  Air  die  Seiten 

des  Dreiecks 
7)  Xi=^dsinAi  (f=l,2,3). 

Wie  ersichtlich,  erfordert  die  gestellte  Aufgabe  ausser  der  Anflösong 
einer  cnbischen  Gleichung  auch  noch  eine  wiederholte  Winkeldreitheilong, 
und  diesem  letzten  umstände  ist  es  zuzuschreiben,  dass  eine  rein  alge- 
braische Auflösxmg  ohne  Hilfswinkel  zu  sehr  yerwickelten  Rechnungen 
fahren  muss. 

Ob  in  ähnlicher  Weise  auch  die  Auflösung  des  Oleichungssystems  1) 
geleistet  werden  kann ,  lassen  wir  jetzt  dahingestellt  sein.  Es  sei  aber  be- 
merkt, dass  die  Formeln  für  sonstige  DreieckstransTersalen  reichlich  Stoff 
zu  verwandten  Aufgaben  bieten,  unter  denen  nicht  wenige  sind,  die  zunfichst 
grosse  algebraische  Schwierigkeiten  haben  ^  schliesslich  aber  doch  durch  eine 
geeignete  Parameterdarstellung  gelöst  werden  können. 

Plauen  i.  V.  W.  Hbtmanm. 


XIV: 

Beitrag  zum  Stndimn  der  algebraisohen  Differen- 
tialgleiohungen  erster  Ordnung,  deren  Integrale 
feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  insbesondere 
deijenigen,  welche  die  Ableitung  bis  zum  dritten 

Grade  enthalten. 

Von 

Dr.  Georg  Wallenberg. 

(FoTtsttetmg.) 


in. 


Eine  vollstKndige  Differentialgleichmig  erster  Ordnimg  dritten  Grades 
in  Bezug  auf  die  Ableitung  hat  die  Gestalt: 

wo  ^Q,  ^j,  ^27  ^s  f&tionale  Functionen  von  y  sind,  deren  Coefficienten 
von  z  abhängen.  Soll  die  Differentialgleichung  eine  Fuchs'sche  sein,  so 
muss  sie  zunächst  die  Form  haben: 

B)      p(„,y,-(g)'+pG^)V«.(ä)+B_„, 

worin  P  höchstens  vom  zweiten,  Q  höchstens  vom  vierten  und  R  höch- 
stens vom  sechsten  Grade  in  y  ist: 

Q^B^  +  B.y  +  B.y^  +  B^y'  +  B,!/^, 

Ii-C^  +  C,y+C,y'+C,y'  +  C,i^  +  C,y'+C,y\ 

Die  Äi,  Biy  Ci  sollen  für's  Erste  als  rationale  Functionen  von  g 
vorausgesetzt  werden.  —  Die  Discriminante  der  Differentialgleichung  B), 

d.  h.  die  Eliminationsresultante  von  yf  ans  JP  —  0  nnd  ^7  "^  0,  lautet: 

D(g^y)  »m  4: P^ R -P^Q*- IS PQB  +  4LQ^ +  27 R\ 

Dieselbe  ist  also  höchstens  vom  zwölften  Grade  in  y.  —  Aus  den  von 
Herrn  Fuchs  aufgestellten  Bedingungen  folgt  nun  zunächst: 

SS«ltMliHft  f.  H*tbem*tik  o.  Phyiik  XXZV,  6.  VI 
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Denn  bat  R  mit  Q  einen  gemeinsamen  Factor,  der  einfacher  Factor 
von  R  isty  80  ist  derselbe  auch  einfacher  Factor  der  Discriminante 

Die  entsprechende  Wurzel  y  '^  ri  der  Discriminantengleichnng  mnss  daher 
nach  l)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  B)  sein,  d.  h.  es  muss, 
wenn  y»  f  die  gemeinsame  Wurzel  der  beiden  Gleichungen  F{g^  r.,  y')  *"  0 

und  — ^^*  ,^^  ^  =  0   ist,    t  —  ^    sein.     Aber  t  ist  hier  gleich  0,   da 

y  =  'J  gemeinsame  Wurzel  von  §  =  0  und  JR  =»  0  ist;  also  ;r-  ""  0  oder: 
r\  ist  von  0  unabhängig. 

4.  Hat  R  mit  Q  und  P  einen  gemeinsamen  Theiler,  so  muss  der- 
selbe stets  Doppelfactor  von  R  und,  falls  er  nicht  von  z  unabhängig  ist, 
doppelter  Factor  von  Q  und  dreifacher  Factor  von  R  sein. 

Das  Erstere  folgt  aus  Bedingung  111),  das  Letztere  wieder  aus  Be- 
dingung II):  Ist  nämlich  y^iq  die  gemeinsame  Wurzel  von  P=«0,  Ö« 0 
und  i2 « 0,  so  ist  das  zugehörige  t/  gleich  Null.  Wird  demgemäss 
y  '='  ri+u^  i/ ^=^XJ  gesetzt,  so  lauten  in  Gleichung  B)  die  Glieder  niedrig- 
ster Dimension:  U^  +  aU^u  + ßUu  +  yu\ 

Das  Glied,  welches  u  allein  enthält,  muss  fehlen,  weil  sonst  die  Ent- 
wickelung  von  TT  nach  gebrochenen  Potenzen  von  u  mit  u^*  beginnen 
würde,*  was  der  Bedingung  III)  widerstreitet.  Ist  femer  y  oder  j3  von  0 
verschieden,  d.  h.  y  =^  r]  nur  zweifache  Wurzel  von  i^  «=  0  oder  nur  ein- 
fache Wurzel   von  Q  =  0y   so  verzweigt  sich  CT  in  CT«  0,  u  «=  0,*   d.  h. 

dti 
i/  in  y  ^^  ri,  y'=  0;   es  muss  dann  nach  Bedingung  IL)  3-  =  0,   d.  h.  1^ 

dz 

von  z  unabhängig  sein.  —  Ist  dagegen  j3  =  0  und  y  •=■  0,  also  y  '^  fi 
dreifache  Wurzel  von  -R  «=  0  und  zweifache  Wurzel  von  Q  ^='  0^  so  lauten 
die  Glieder  niedrigster  Dimension: 

in  diesem  Falle  verzweigt  sich  die  algebraische  Function  TJ  von  u  nicht 
in  U"  =  0,  u  «=  0.  Die  algebraische  Function  y^  von  y  ist  übrigens  in 
diesem  Falle  höchstens  vom  Geschlecht  1;  denn  aus  der  Discriminante 
tritt  ein  sechsfacher  Factor  y —  t]  heraus,  der  keinen  Verzweigungspunkt 
liefert;  daher  ist  w  <  6  und  folglich  p  <  1. 

Um  nun  die  Fuchs 'sehen  Differentialgleichungen  dritten  Grades  in  %/ 
einem  tieferen  Studium  zugänglich  zu  machen,  um  insbesondere  die  Beding- 
ung n)  in  geeigneter  Weise  in  Bedingungsgleichungen  ftlr  die  Coefficienten 


•  cfr.  Paiseux'  algebr.  Unters. 
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gnngspunkte  übereinander  liegen  können;  er  besagt  nur,  dass,  wenn  f  von 
■j-  verschieden  ist,  in  ^  » ?},  V^>»  i  keine  Yerzweigong  stattfinden  darf. 

Weiter  folgt: 

2.  Jede  einfache  Wurzel  der  Discriminantengleichnng  darf  nur  einen 
einfachen  Verzweigungspnnkt  liefern. 

Wenn  nämlich  die  algebraische  Function  ^  von  y  sich  an  der  Stelle 

y  ^Vj  t/^i'^'T'  üi  drei  Bl&ttem  verzweigt ,   so  ist  nach  Bedingung 

dz 

ni)  y  »  f7  mindestens  doppelte  Wurzel  der  Gleichung  Fif^  y?  £)  ""  ^  ^^ 
der  Unbekannten  y,  also  — ^  "^"0.    Daraus  folgt  wieder: 

d.  h.  y  —  97  muss  in  diesem  Falle  mindestens  Doppelwurzel  der  Discrimi- 
nantengleicbung  sein.  —  Diese  Bedingung,  dass  jede  ein&che  Wurzel  der 
Discriminantengleichang  nur  einen  einfachen  Verzweigungspunkt  liefern 
darf,  hat  einen  beschränkenden  Einfluss  auf  das  Oeschlecht  der  Fuchs- 
schen  Differentialgleichungen,  allerdings  nicht  derart  beschränkend,  dass, 
wie  bei  den  Briot  und  Bouquet'schen  Diffeientialgleichungen,  das  Ge- 
schlecht p  ^1  sein  muss.*  —  So  darf  die  Differentialgleichung  B)  höch- 
stens vom  Geschlecht  4  sein,  während  das  Maximalgeschlecht  einer  Curve 
sechsten  Grades  10  ist:  die  Discriminante  von  B)  ist  nämlich  vom  zwölften 
Grade  in  y;  jeder  einfache  Factor  derselben  liefert  nur  einen  einfachen 
Yerzweigangspunkt;  also  ist  hier  die  Gesammtzahl  der  einfachen  Ver- 
zweigungen der  die  algebraische  Function  ^  von  y  darstellenden  Bie- 
mann'schen  Fläche: 

und  da  m  —  3  ist,  so  folgt  aus  der  bekannten  Biemann'schen  Belation 

IT  — 2m+2(|)  — 1): 

Diese  Maximalzahl  des  Geschlechts  wird  später  noch  um  eine  Einheit 
herabgedrückt  werden. 

Weiter  ergeben  sich  einige  Folgerungen,  welche  die  äussere  Gestalt 
der  von  uns  zu  behandelnden  Differentialgleichungen  betreffen: 

3.  Hat  R  mit  Q  einen  gemeinsamen  Factor,  so  muss  derselbe ,  falls 
er  nicht  von  z  unabhängig  ist,  doppelter  Factor  von  B  sein. 


^  cfir.  u.  A.  Fuchs,  L  0.  pag.  710. 

VI 
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fortschaffen;  in  dem  Falle,  wo  y  ^tj  nur  einSiMshe  Wurzel  yon  0*0 
und  Doppelfrarzel  von  81  —  0,  also  nach  Obigem  ein  Int^rral  der  Bic- 
oati'schen  Differentialgleichung  t/— $(v)  ist,  wird  durch  diese  Substi- 
tution: 

y-^fr)-V-g-^,+i)--^+"-W-W'+^«+^- 

also,  da  V~$(t2)  — 0  ist,  gleichzeitig  $(^)  auf  den  ersten  Orad  reda- 
cirt* 

Oleichung  £)  lehrt  endlich  noch,  dass  eine  Verzweigung  in  drei 
BlStter  nur  statthaben  kann,  wenn  81  und  A,  d.  h.  wenn  81  und  O  einen 
gemeinsamen  Factor  besitzen. 

Wir  gehen  nun  daran,  die  wichtige  Bedingung  11)  in  Bedingungsgleich- 
ungen für  die  Coefficienten  umzusetzen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Discriminante  A  nur  einfache  Factoren  enthält,  dass  also  auch  O  und  8t 
keinen  gemeinsamen  Factor  besitzen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  nach 
den  obigen  Auseinandersetzungen  nunmehr  die  Bedingung  II)  allein  noih- 
wendig  und  hinreichend  dafür,  dass  die  Differentialgleichung  G)  eine 
Fuchs'sche  seL 

Aus 
C)  iP«(j/_$)8«30(3/_^)_28l 

und 

F)  ^=3(y'-$)*-3D 

erh&lt  man: 

^)  -Y[^-|-|f(s/-?)]-0(!/-*)  +  «. 

Es  muss  also  nach  Bedingung  II)  gleichzeitig 

O0/-5ß)  +  8l-0 


und 


aA  ,  aA    .     ^ 


dz       dy 

sein  fttr  jeden  Werth  y  —  1?  (und  j/—  r'),  für  welchen  A  —  0  ist;  d.  h. 
es  muss: 

(8l-$D)^-a^  =  0nkKfA 

dy  dz 

sein,  oder,   da  man  auf  der  linken  Seite  dieser  Congruenz  ein  beliebiges 
Vielfaches  Ton  A  hinzufügen  kann: 


*  cfr.  Abschn.  L 
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•(a-*0)'|-0^3^+3'^A  +  S*f  A.O  ».A 
oder: 


^y         L     ^y         dy 
Es  ist  aber: 


J) 


D 3  —  A  =  8i20 3  —  91. 

dz         dz  \  L       dz         de    J' 


Wir  können  daher   die   Congruenz  H)   durch  91  dividiren,   da  A  mit  91 
keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  nnd  erhalten: 

Es  sei  nun  zunächst  $  wirklich  vom  zweiten,  O  vom  vierten,  91  vom 
sechsten  Grade  in  y.  Da  in  diesem  Falle  91'  vom  selben  (zwölften)  Grade 
wie  C  ist,  so  kann  A  »  91'—  O^  durch  Fortheben  der  höchsten  Potenzen 
eine   Graderniedrigung   erleiden;    es   sei  n   der   Grad   von   A    (n  ^  12). 

Dann  ist  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  E)  —  vom  n—  1**^  Grade; 

femer,  wie  aas  den  Gleichungen  J)  hervorgeht. 


2  +  n  +  3  — 6-=n  — 1 


höchstens  vom  Grade 
und 

höchstens  vom  Grade 

»  +  4  —  6  —  »—2. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  E)  ist  also  höchstens  vom  n  —  V^ 
Grade  in  ^;  derselbe  muss  daher,  da  er  durch  A  theilbar,  identisch  ver- 
schwinden, d.  h.  es  muss  identisch: 

sein.  Daraus  folgt  zunächst,  dass  A  nicht  zwölf  einfache  Factoren  ent- 
halten darf;  denn  die  Ausdrücke  8  und  T  sind  dann  höchstens  vom  zehnten 

Orade  in  y,  während  -—  vom  elften  Grade  in  y  wäre.    A  darf  auch  nicht 

dy 

elf  einfache  Factoren  enthalten;  denn  es  sei: 

A— i  ^-(y-ihi), 
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wo  Ä  und  die  ij,*  Functionen  von  0  bedeuten,  so  kann  man  dmeh  die 
Substitution  y  =  ijH die  Oleichung  E)  in: 

transformiren,  indem  man  auf  beiden  Seiten  mit  —  u'  heraufinultiplicirt 
Hierin  ist 

Wäblt  man  nun  ij  von  den  tu  verscbieden,  so  enth&lt  A  zwölf  ein- 
fache Factoren,  was,  da  E)  ebenfalls  eine  Fuchs'sche  Differentialgleieh- 
ung  ist,  nach  den  aus  6)  gezogenen  Schlüssen  nicht  der  Fall  sein  dar£ 

Wenn  eine  der  beiden  Grössen  81  und  O  ihren  vollen  Grad  in  |f 
besSsse,  die  andere  nicht,  so  würde  A  vom  zwölften  Grade  in  y  sein; 
der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Congruenz  E)  wSre  höchstens  vom 
elften  Grade  in  y,  es  würde  also  wieder  Gleichung  6)  bestehen.  Aus 
dieser  lässt  sich  aber  wie  vorher  folgern,  dass  A,  wenn  es  nur  einziehe 
Factoren  enthfilt,  höchstens  vom  zehnten  Grade  in  y  sein  darf.  Gleichung 
E)  lehrt  nun,  dass  quadratische  Factoren  von  A,  die  ia  B  nicht  ent- 
halten sind,  keinen  Verzweigungspankt  für  die  algebraische  Function  ^ 
von  y  liefern,  dass  femer  für  eine  Verzweigung  in  drei  BlSttem  noth- 
wendig  R  mit  A,  also  auch  mit  Q  einen  gemeinsamen  Factor  besitzen 
muss,  der  daher  nach  5)  Doppelfactor  von  R  und  folglich  dreifacher 
Factor  von  A  ist,  und  dass  derselbe  endlich,  wenn  wirklich  eine  Ver- 
zweigung in  drei  Blättern  stattfinden  soll,  sogar  mindestens  vierfiekcher 
Factor  von  A  sein  muss.  Wenn  man  dies  berücksichtigt,  so  kann  man 
den  Satz  aussprechen,  dass  die  Anzahl  der  einfachen  Verzweigungen  der 
durch  C)  JP  «■  0  definirten  algebi-aischen  Function  t/  von  y 

«;<:  10 

ist,  dass  also,  wie  die  Riemann'sche  Belation  tr  =»  2 m -f  2  (jp  —  l) 
ergiebt,  das  Geschlecht  dieser  algebraischen  Function 

ist.  —  Zugleich  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Entwickelungen,  dass,  wenn 
A  nur  einfache  Factoren  enthält,  entweder  gleichzeitig  der  Grad  von  G 
gleich  4  und  derjenige  von  9i  gleich  6,  oder  gleichzeitig  der  Grad  von  D 
<4  und  derjenige  von  91  <  6  sein  muss;  und  zwar  muss  in  dem  letzteren 
Falle  der  Grad  von  D  <  2  und  der  von  9i  <  3,  also  p  -^1  sein:  d.  h. 
wenn  p  >  1  ist,  müssen  D  und  SR  beide  ihren  höchstmöglichen  Grad  in  y 
wirklich   besitzen.     Es   sei  nämlich  £l  vom   dritten  Grade  in  y,   so  darf 
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S^  "^      -^    ■•^-   ^■^^^^N.N       %.>.>.-S.V<^ 


zonSchst  81^  höchstens   vom  vierten  Orade  in  jf  seiUi  wimI  iOUi»i  in  \\w 

durch  die  Substitation  y  »  —  transformirten  Qleichung  £)  dio  Kuiwiokt»^ 

long  von  1/  nach  Potenzen  von  v  mit  v*"^*  beginnen  würde,  wa«  dor  Ho^ 
dingnng  III)  widerstreitet  Ist  aber  D  vom  dritten  und  8i  vom  vi^rit^n 
Grade  in  y  oder  zwar  O  von  kleinerem  als  dem  dritten»  abor  {R  vom 
vierten  oder  zwar  81  von  kleinerem  als  dem  vierten,  aber  C  vom  driitou 
Grade,  so  ist  in  der  transformirten  Gleichung  £)  v  ^  0  ein  wirklldior 
Yerzweigongspunkt  der  algebraischen  Function  v'  von  v;  v  «^  0  int  n\ir 
dann  kein  Verzweigungspunkt,  wenn  D  gerade  vom  zweiten  uud  Di  vom 
dritten  Grade  in  y  ist;  v  -»  0  muss  daher  nach  Uedingung  II)  (tin  Itilit- 

gral  der  durch  y^^ —  transformirten  Differentialgleichung  K)  «oln,  folg- 

lieh  enthalt  $(v)  den  Factor  v,  d,  h.  in  der  ursprünglichen  üliiioliung  K) 
ist  $(^)  vom  ersten  Grade  in  y,  Ist  aber  ^(y)  höchstens  vom  tirnimi 
Grade  in  y,  so  moss,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  stets  der  Qrad  von  O 
^  2,  derjenige  von  81  ^  3  sein. 

Wenn  ^  höchstens  vom  ersten  Grade  in  y  ist,  so  besteht  timMtni 
die  Gleichung  6)  in  jedem  Falle.  Denn  es  sei  k  der  Gra^l  von  O  (k  ^^.  i) 
und  {  der  Grad  von  81  (2  <  6).  Ist  dann  erstens  Zk^  21,  so  kann  in 
A  ein  Fortheben  der  höchsten  Potenzen  von  y,  also  eine  (irad«mi«drigung 
eintreten;  dies  ist  der  Fall,  wenn  entweder  k^  4  und  )  i»  6,  oätff  w«nn 
ib  —  2  und  2  ->  3  ist     Wenn  n  den  wirklichen  Grad  von  A  \mhmUtif  m$ 

ist  auf  der  linken  Seite  der  Congruenz  E)   ^      vom  n-*!^**  Onul4»,  6rrfMrf 

unter  BerfidLricfatignng  der  Gleichungen  J) 

mbo  iifiribrtww  t^jk  GiBdc  11  —  1,  und  T—  2C  .    —  ^ '     JR  bMusM«»  y«>m 

Falle  bcttittibt  iiJii<v  G!)«ueiL£B84r  <^>  —  te  xwnxüitm  Zk  ^  U^  i^y  m*  %k  4w 
Grnd  T-un  A:  h  und  7*  i-A^  iiTisigdUa»  t«»  Ir-f  '^^  <m<fe  m»  y^  iwwl  *&  ibünr 

3(ik 

z 

3101,  »0  ^liMstttUT  wjfssbw  9ku*JkiiHD«r  4»>.  —  lüt  «wiUKttl  «fciiUUwi^  ^ii/fr  ^  ^/.  ^r- 

Gzftde  in  %,  unt  in»  tutur 


*  «toaitti  (MZkiC  ioittt.  iittUii  '<;jti«9imi  jytifiMiWli»  ^4^ 
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k  +  l<j  +  l<2l 

ist,  so  besteht  wiederum  Gleicbimg  6). 

Angenommen  mm,  es  sei 

Ä;  >  2    oder   l  >  3. 

Ist  dann  wieder  erstens  3Ä;  =  2Z,  also  A;  «=  4  nnd  2=6,  und  giebt  n 
den  Grad  von  A  an,  so  würde  unter  Berücksichtigung  der  Oleichungen  J) 
In  Gleichung  6)  S  höchstens  vom  Grade  l  +  «+3  —  6  =  n— 2,  T  höch- 

aA  ^ 

stens  vom  Grade  n  +  4 — 6  =  n  — 2  in  y  sein,  während  --—  vom  n  —  l"" 

dy 

Grade  wSre.  Gleichung  6)  könnte  also  nicht  bestehen;  folglich  darf  nicht 
Ä  =  4,  i  =  6  sein. 

Ist  zweitens    3Ä;>2i[,   und   wSre  X:  >  2  oder  Z>3,   was  ebenfieJls 

Ä;  >  2  zur  Folge  haben  würde,  so  wSre  in  Gleichung  6)  -r—  vom  Grade 

dy 

Sk  —  1,  während  S  und  T  höchstens  vom  h  +  l*^  Grade  in  y  sein  würden, 

und  da  hier 

3^  Je 

k  +  l<k  +  —  oder  <3Ä  — —  i 

also  wegen  »>  2:  k  +  i<3i-i 

wäre,  so  könnte  Gleichung  6)  nicht  bestehen;  es  darf  also  in  diesem 
Falle  nicht  ä  >  2  oder  Z  >  3  sein. 

Ist  endlich  drittens  3X;<2{,  und  wäre  {>3  oder  A;>2,  was  eben- 
falls   J>  3   zur  Folge  haben  würde,   so  wäre  in  Gleichung  6)  —  vom 

Grade  22  — 1,  während  S  und  T  höchstens  vom  k  +  l^^  Grade  in  y  sein 

würden,  und  da  hier: 

21  l 

k  +  KJ+j  oder  <2Z--» 

also  wecken  Z  >  3: 

k  +  l<2l'-l 

wäre,  so  könnte  Gleichung  6)  nicht  bestehen;  es  darf  also  auch  in  diesem 
Falle  nicht  Ä  >  2  oder  i  >  3  sein. 

Wir  haben  daher  das  Eesultat: 

Wenn  5ß  nur  vom  ersten  Grade  in  y  ist,  darf  D  höchstens  vom 
zweiten  und  91  höchstens  vom  dritten  Grade  in  y  sein;  und  da  A  in 
diesem  Falle  höchstens  vom  sechsten  Grade  ist,  so  ist  das  Geschlecht 
der  durch  Gleichung  C)  definirten  algebraischen  Function  t/  von  y  höch- 
stens gleich  1. 

Ist  D  wirklich  vom  zweiten,  31  vom  dritten  Grade,  so  kann  Gleich- 
ung 6)  sehr  wohl  bestehen;  dagegen  folgt  aus  den  letzten  Entwickelungen 
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noch,  dass,  wenn  O  vom  zweiten  Grade  in  y  ist,  der  Grad  von  81  nicht 
kleiner  als  3,  und  wenn  8t  Yom  dritten  Grade ,  der  Grad  von  O  nicht 
kleiner  als  2  sein  darf.  Ist  z.  B.  81  vom  zweiten  Grade,  so  muss  O 
vom  ersten  Grade  sein  und  umgekehrt. 

Aus  Gleichung  6)  ergeben  sich  nun  weiter  dadurch,  dass  man  die 
Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  y  einzeln  gleich  Null  setzt, 
zwischen  den  im  Allgemeinen  in  der  Zahl  15  auftretenden  Coefficienten 
a, ,  5i ,  c<  der  Differentialgleichung  C)  und  deren  ersten  Ableitungen  nach  z 
Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  gleich  dem  Grade  der  Discriminante 
A  in  ^  ist. 

Wir  wollen  jetzt  aus  Gleichung  6)  noch  eine  wichtige  Folgerung 
ziehen  und  geben  ihr  zu  diesem  Zwecke  folgende  Gestalt: 

Da  nach  Voraussetzung  D  und  81  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  be- 
sitzen, so  müssen  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 


7) 


wo  A  and  B  von  s  allein  abfaBngen;  —  diese  Gleichnngen  sind  Übrigens 
sehr  geeignet  znr  Ao&tellung  der  Bedingungsgleichnngen  zwischen  den  Coeffi- 
cienten der  Differentialgleichung  C)  nnd  ihren  ersten  Ableitungen  nach  ;;. 
Femer  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

0^-  ?)» -  3  öCj/-  ^)  -  2«  -  Fiz,  y,t/)~F 
gesetzt  wird:  ^^     ^^ 

—  4-  —  •v' 

dg^dy  * 

._30/-?ß).!?-3'-^0/-*)  +  3O?*-2?^ 
°^      ^^  dz         de^      '•'''^^'"a«         de 

und 

fdgUchist:  -3  3^(y-*)*-2g^?; 
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-^(^9  y^t/)'^  ^  algebraisch  ist,  so  iSsst  sich  dasselbe  in  der  Form  dar- 
stellen: -  .  . 

r-JB(£,y,A), 

wo  r  die  willkürliche  Constante,  R  eine  rationale  Function  ihrer  Argu- 
mente bedeutet  und  A  durch  die  Oleichung  JP(£,  y,  A)  »  0  definiri  wird. 
Bekanntlich  iSsst  sich  nun  jede  rationale  Function  der  Wurzel  einer  eabi- 
sehen  Oleichung  als  linear  gebrochene  Function  derselben  darstellen,  mit 
Coeffidenten,  welche  in  den  Coefficienten  der  rationalen  Function  und  der 
cubischen  Gleichung  rational  sind.  Das  Integral  der  Differentialgleichimg 
C)  kann  daher  in  die  Form  gesetzt  werden: 

wo  9>o,  9>^,  ^0,  ^i  ganze  rationale  Functionen  Ton  y  sind,  deren  Coeffi- 
cienten von  g  abh&ngen  und  von  denen  tp^f  ^q  einerseits  und  9|,  ^^  an- 
dererseits von  gleichem  Grade  in  y  Torausgesetzt  werden  dürfen,  wihrend 
y — $  durch  die  Gleichung  C)  als  algebraische  Function  yon  y  ond  m 
definirt  wird. 

Differenzirt  man  Gleichung  10)  nach   0,  beachtet  den  durch  9)  ge- 

gebenen  Ausdruck  für und  reducirt  die  Gleichung,  die  dadurch 

erhalten  wird,  mittels  C)  auf  den  zweiten  Grad  in  Bezug  auf  ^ — iß,  so 
muss  dieselbe  wegen  der  Irreductibilitat  von  C)  eine  identische  sein. 
Indem  man  daher  in  ihr  die  Coefficienten  von  (y— $)®,  W^^y  nnd 
{tZ—^y  einzeln  gleich  0  setzt,  erhält  man  die  identischen  Gleichungen: 


11) 


wenn: 


oy 

dg  \oy  /  6 

|^-2Jlf'+if+2^'.$-0, 
dy 

Vo<Pi  —  9>'o*i  =  -^';       *i  9>i  —  <Pi  ^1  =  ^\ 

t-^-j;-^'^  '^-*'. '^-»■..  ('-0,0 

gesetzt  wird.     Werden  in  den  Gleichungen  11)  die  Coefficienten  der  ver- 
schiedenen Potenzen   von  y   einzeln  gleich  Null  gesetzt,   so  ergeben  sich 
daraus    Gleichungen   zwischen   den   Coefficienten   von  ^y  O,  91,   9^,  tp 
V'o,  i^i   und  deren  ersten  Ableitungen  nach  z\   diese  Gleichungen  müssen 
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vierten  Bedingung  angiebt;  darnach  moss  nSmlich  jede  Fachs 'sehe  Diffe- 
rentialgleichung F{Zf  ^y  ^)  ""  0  der  Belation  genügen: 

wo  P  und  Q  ganze  rationale  Functionen  von  y  sind,-  deren  Coefficienten 
von  z  abhJingen. 

Durch  Differentiation  von      ^ 

erhält  man:  dF     dF    .  ^  dF  dt/      ^ 


also: 


dz      dy  dt/    dz 

dF     BF    , 
dt/  dz'^dy'^ 


dz  dF 

Ist   nun   y   ein  Integral   der  Differentialgleichung   JP— 0,    welches 
nicht  zugleich  ^  ™  0  befriedigt,  so  wird  unter  Berücksichtigung  von  8): 

dz       ^y-^^-^y)  yy      ^^^dz^dy    ^^dy 
oder: 

Dieser  Ausdruck  für  den  zweiten  Differentialquotienten  giebt  uns  ein 
Mittel  zur  Integration  der  Differentialgleichung  C)  an  die  Hand:  Wenn 
zunächst  das  Geschlecht  der  durch  C)  definirten  algebraischen  Function  *J 
von  y  grösser  als  1,  also  nach  den  obigen  Ausführungen  $  vom  zweiten, 
O  vom  vierten,  St  vom  sechsten  Grade  in  y  ist,  so  musB,  wie  Herr 
Poincar^  gezeigt  hat,  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  C) 
algebraisch  sein.*  Die  von  demselben  angedeutete  birationale  Transfor- 
mation, durch  welche  die  Riemann'schen  Flächen  {S^  und  (/S'i)  in  ein- 
ander übergeführt  werden,  ist  aber  im  Allgemeinen  sehr  schwierig  auf- 
zufinden und  daher  die  wirkliche  Herstellung  des  algebraischen  Integrals 
praktisch  schwer  ausführbar.  Daher  scheint  mir  zu  diesem  Zwecke  eine 
von  Herrn  Fuchs  flir  die  algebraische  Integration  der  algebraischen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  angegebene  Methode  geeigneter  zu  sein, 
welche  auf  dem  folgenden  von  ihm  gefundenen  Theorem  Über  die  Form 
des  algebraischen  Integrals  beruht:**  Wenn  das  allgemeine  Integral 
einer    algebraischen    irreductibelen   Differentialgleichung    erster   Ordnung 

♦  cfr.  Einleitung. 

*^  Sitzungsberichte  der  Akademie.    Berlin,   11.  December  1884,  p.  1171; 
cfr.  pag.  858  Anm. 


XV. 

Ueber  die   durch  ein  lineares  Flaohensjrstem  n^^ 
Ordnung  deflnirten  mehrdeutigen  involutorischen 

Baumverwandtsohaften. 

Von 

Cha8.  Steinüetz 

in  New -York  City. 
(Fortietsnng.) 


Fünftes  CapiteL 

Degeneration  der  Terwandtschaft  bei  Annahme  fester 

Grnndpnnkte. 

i  15.   Annahl  und  Moltiplioität  der  Grondpimkte. 

43.    Nehmen  wir  an,  das  die  mehrdeutige,  involutorische  Verwandt- 
schaft  definirende  Flächengebüsch  n^^'  Ordnung  habe  eine  Anzahl   fester, 
allen  Flächen  des  Gebüsches  gemeinsamer  Grundpunkte,  und  zwar  sei: 
V,  die  Anzahl  der  einfachen  Grundpunkte  a^,  Og*  03,   ..., 
V2    w  »  n     doppelten  „  ^n  ^21  ^3»   •••» 


Vt 


dreifachen  „  ^n  C^,  C3, 


•  •  • 


Vk  die  Anzahl  der  A;- fachen  Grundpunkte  fj,  !,,   f,,   ... 

44.   Es  gilt  nun: 

ein  Ä;-facher  Grundpunkt  als  J(?  feste  Schnittpunkte  dreier  Flächen  des  Ge- 

knc  +  l)(1c  +  2) 
büsches,   aber   nur  als a Bestimmungsstücke  des  Fläcben- 

gebüsches  (Cremona,  Salmon). 

^     ^.    ,         ,       1    .  .     ,      1     X.       .    -.      1    (w  +  l)(fi  +  2)(fi  +  3)      . 
Das  Flächengebüsch  ist  aber  bestimmt  durch  ^^ 7^ — — 4 

Bestimmungsstucke,  und  wenn  es  überhaupt  eine  Verwandtschaft  definiren 
soll ,  dürfen  höchstens  (n^  —  2)  Schnittpunkte  je  dreier  seiner  Flächen  durch 
die  Grundpunkte  festgelegt  sein.     Daraus  ergiebt  sich: 

V*     fc(fc  +  l)(fc  +  2)^(n  +  l)(n+2)(n  +  3)      . 


2.  V*vtF<«'-2. 
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45.  Ferner  aber  dürfen  von  höheren  Maltiplicitäten  als 


wo 


n 


n 
2 

die  höchste  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl,  also  entweder  — »  oder  — ^  ist, 

höchstens  eine  vorhanden  sein.  Denn  wenn  die  Summe  der  Multiplicitäten 
zweier  Grundpunkte  höher  als  n  ist,  so  hat  ihre  Yerbindungsgerade  mehr 
als  n  Schnittpunkte  mit  allen  Flächen  des  Flächengebtlsches,  liegt  also  auf 
allen  Flächen  des  Gebüsches  und  ist  somit  Grundlinie  des  Gebüsches,  ein 
Fall,  den  wir  erst  im  VIII.  Capitel  behandeln. 

Ebenso  liegt  eine  Curve  m^'  Ordnung  auf  allen  Flächen  des  Gebüsches, 
wenn  die  Summe  der  Multiplicitäten  der  auf  ihr  liegenden  Punkte  grösser 
als  fiin  ist.* 

Daraus  ergiebt  sich: 

3.  Die  Summe  der  Multiplicitäten  je  zweier  beliebiger  Grundpunkte 
muss  ^  n  sein. 

4.  Liegen  eine  Anzahl  Grundpunkte  auf  einer  Gurre  m*^  Ordnung, 
80  muss  die  Summe  ihrer  Multiplicitäten  ^mn  sein. 

4.  h)  Die  Summe  der  Multiplicitäten  aller  auf  einer  (Geraden  liegenden 
Grundpunkte  muss  <n  sein. 

4.  c)  Die  Summe  der  Multiplicitäten  von  fünf  in  einer  Ebene  liegenden 
Grundpunkten  muss  ^  2n  sein.  (Sonst  geht  durch  sie  ein  Grundkegel- 
schnitt.)    ü.  8.  w. 

Wir  führen  die  Bezeichnung  ein: 


if=2*v*Ä», 


wo  N  die  Summe  der  festen  Schnittpunkte  sänmitlioher  Flächen  des  Ge. 
bOsches  ist. 

i  16.  Der  Punkt. 

46.   „Jedem  Punkte  entsprechen  in  der  Verwandtschaft  (n* — ^— 1) 
Punkte." 

„Die  Verwandtschaft  ist  (n'  —  JY—l) -deutig.* 
„Jeder  Ä;- fache  Grundpankt  eiiiiedrigt  die  Verwandtschaftsdeutigkeit 
um  H** 

„Den  Grundpunkten  entsprechen  sämmtliche  Punkte  des  Raumes  in  der 
Verwandtschaft,  und  jedem  beliebigen  Punkte  gehört  jeder  Ä;- fache  Grund- 
pnnkt  als  Är^-facher  Punkt  zu." 

„Jeder  Grundpunkt  liegt  auf  der  Kemfläche  4{n  —  l)^  Ordnung  H, 
und  ist  daselbst  mehrfacher  Punkt." 


*  Auch  wenn  die  Summe  der  Multiplicitäten  ^mn^  etwa  =:r,  ist,  kann  die 
Gurre  auf  allen  Flächen  des  Gebüsches  liegen,  nämlich  wenn  (r  — 1)  der  Punkte 
bereit«  eine  auf  einer  Fläche  n*««'  Ordnung  gelegene  Schnittpunktgmppe  [mn]  be- 
stimmen.   Vergl.  Beye,  Annalen  n. 

Z«itMlirill  tlUtbeiiiatik  o.  PbjsJk  XZXY,  A. 
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i  17.  Die  Hanptlinien. 

47.  Ist  die  Snmme  der  Multiplicitäten  zweier  Gmndpunkte  =ii,  so 
entspricht  jedem  Punkte  ihrer  Verbindungslinie  die  ganze  Verbindungslinie. 
Dieselbe  liegt  daher  auf  der  Kemfläcbe  H. 

Eine  solche  Linie  möge  eine  Hauptgerade  heissen. 

Da  drei  Flächen  n^'  Ordnung,  welche  eine  Gerade  gemein  haben,  sich 
noch  in  n^  — 3fi  + 2  Punkten*  schneiden  (Cremen a),  drei  beliebige  FlSchen 
des  Flächengebüsches,  welche  durch  eine  Hauptgerade  l  gehen,  aber  bereits 
N  feste  Schnittpunkte  besitzen,  von  denen  zwei  indess  bereits  durch  die 
Gerade  l  absorbirt  werden,  so  folgt,  dass  sich  die  drei  Flächen  ausser  in 
der  Geraden  l  und  den  Grundpunkten  des  Gebüsches  noch  in 

n»-iV-3n  +  4 

weiteren  Punkten  schneiden ,  die  allen  Punkten  der  Hauptgeraden  zugehören, 
und  deren  jedem  die  anderen  derartigen  Punkte  und  ausserdem  sSmmtliche 
Punkte  der  Hauptgeraden  entsprechen. 

Diese  Punkte  mögen  der  Hauptgeraden  zugeordnete  Haupt- 
punkte heissen. 

Ist  die  Anzahl  der  auf  einer  Hauptgeraden  liegenden  Grundpunkte  ^i, 
HO  schneiden  sich  alle  durch  die  Hauptgerade  gehenden  Flächen  noch  in 

zugeordneten  Hauptpunkten.     Also: 

„Ist  die  Summe  der  Multiplicitäten  zweier  oder  mehrerer 
(t)  auf  einer  Geraden  l  gelegener  Grundpunkte  =ny  so  gehören 
jedem  Punkte  dieser  Hauptgeraden  sämmtliche  Punkte  der 
Hauptgeraden  und  ausserdem  noch 

w»-JV-3n  +  4  resp.  n3-2V-3n  +  2  +  i 

der  Hauptgeraden  l  zugeordnete  Hauptpunkte  zu,  jedem  dieser 
Hauptpunkte  aber  die  ganze  Hauptgerade  und  ausserdem  noch 
die  übrigen  Hauptpunkte." 

;,Die  Hauptgeraden  liegen  auf  der  Kernfläcbe,  nicht  aber  im  All- 
gemeinen die  Hauptpunkte.** 

48.  Da  sich  drei  Flächen  w**'  Ordnung,  die  eine  Curve  w*®'  Ordnung 
und  r*®°  Ranges  gemein  haben,  noch  in  (n'  — ♦»(3w  — 2)  +  r)  Punkten 
schneiden  (Creme na),  so  folgt  analog: 

„Liegen  i  Grundpunkte,  deren  Multiplicitäten  in  Summe  =mn  sind, 
auf  einer  Curve  t»*®'  Ordnung  und  r*®°  Ranges ,  so  gehören  jedem  Punkte 
dieser  Curve  alle  Punkte  der  Curve  und  ausserdem  noch 
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der  Coire  zugeordnete  Hanptpankte,  jedem  dieser  Hauptpunkte  aber  die 
ganze  Haupteurre  und  ausserdem  noch  die  anderen  Hauptpunkte  zu.* 

,Die  Hauptpunkte  liegen   auf  der  KemflSche,    nicht  aber  im  All- 
gemeinen ihre  zugeordneten  Haup^>unkte.' 


S  18.   Bie  Qerade. 

49.  Die  einer  Creraden  l  entsprechende  Curve  C/  ergiebt  sich  genau 
nach  denselben  Methoden,  wie  in  §2,  4,6,6,  als  eine  Curye  (n'— l)*** 
Ordnung,  welche  durch  die  festen  Grundpunkte  hindurchgeht. 

Um  die  Multiplicitftt  der  Grundpunkte  ftlr  die  einer  beliebigen  (keinen 
Grundpunkt  enthaltenden  und  keine  Hauptgerade  oder  -curve  schneidenden) 
Geraden  l  zu  bestimmen,  legen  wir  in  §  2,  6  die  Ebene  c  und  die  Gerade 
g  durch  einen  Jb- fachen  Grundpunkt. 

Die  Curven  Xi  ^^^  Zs  8^°^  ^*<5h  wie  vor  von  der  !••*•■  Ordnung. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  x  von  g  geht  eine  Curve  a  des  Büschels  A^ 
der  im  Büschel  B  n  Curven  h  entsprechen,  deren  jede  in  f  einen  ib- fachen 
Punkt  hat,  die  also  zusammen  g  ausser  in  I  noch  in  ii(ii  — ib)  Punkten  \^ 
schneiden.  Umgekehrt  gehören  jedem  Punkte  \)  n{n^k)  Punkte  r  zn,  es 
finden  also  2n(n  —  k)  Coincidenzen  t  =  9  statt;  (  ist  demnach,  da  das  Er> 
zeugniss  der  beiden  Büschel  von  der  Ordnung  2n*  ist,  ein  2nib-fiEicher 
Punkt  desselben.  Es  spaltet  sich  aber  die  A  und  B  gemeinsame  Curve  /*, 
welche  in  I  einen  Jb- fachen  Punkt  besitzt,  n-fach  ab,  und  ist  daher  f  für 
Xi  ein  nib-facher  Punkt. 

Ebenso  ist  (  für  ^(g  ein  iiÄ;-facher  Punkt,  ist  also  n'X^'-facher  Schnitt- 
punkt von  Xi  und  Xsi  folglich: 

„Die  einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  (7/  der  (n'  — !)*•" 
Ordnung  besitzt  in  jedem  Ä;-fachen  Grundpunkte  einen  tiÄ;*- 
fachen  Punkf 

Dasselbe  ergiebt  sich  nach  der  Methode  in  §  2,  6. 


t  19.  Die  Ebene. 

50.  Die  Ordnung  der  einer  Ebene  e  entsprechenden  Fläche  0«  ergiebt 
sich  nach  den  Metboden  in  §3,  10,  11  ebenfalls  s=(n'— 1). 

Da  jedem  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  einer  Hauptlinie  die  ganze 
Hauptlinie  und  ausserdem  ihre  zugeordneten  Punkte  entsprechen,  geht  die 
ihr  entsprechende  Fläche  Of  durch  alle  Hauptgeraden  und  ihre  zugeordneten 
Punkte  einfach  hindurch,  durch  alle  Hauptcurven  m^*'  Ordnung  und  ihre 
zugeordneten  Hauptpunkte  «n-fach. 

Um  die  Multiplicität  eines  Ä;- fachen  Grundpunktes  für  die  Fläche  0£ 

zu  bestimmen,  verfahren  wir  nach  der  Methode  §3,  11. 

Die  Fläche  tlfßy  ^^  gleichfalls  von  der  n^^^^  Ordnung. 

18* 


276    üeb.  die  durch  ein  linear.  Flächensyst  definirt.  BaomTerwandtsch« 

Legen  wir  die  Gerade  g  durch  den  A;- fachen  Grundpunkt  (,  so  geht 
durch  jeden  Punkt  r  von  g  eine  Fläche  ^,  der  ff  Fl&chen  y  entspreehen, 
welche  ausser  in  dem  A;- fachen  Punkte  f  noch  in  fi'(ii  — ib)  Punkten  ^ 
schneiden,  und  umgekehrt,  r  und  9  coincidiren  also  für  2ii^(fi-^ib)  Punkte, 
und  l  ist  daher  für  das  Erzeugniss  der  Büschel  B  und  V  ein  2ii'ib-facher 
Punkt.  Er  ist  aber  ein  Ä;-facher  Punkt  der  sich  ti'-fach  abspaltenden 
Fläche  9>,  ist  also  für  ^ßy  noch  ein  n*Ä;-facher  Punkt,  demnach  auch  ftlr 
0«  ein  n'A;-fiEicher  Punkt     Also: 

jyJeder  Ebene  t  entspricht  in  der  Verwandtschaft  eine  FlSche 
0f  der  («'  —  !)*•"  Ordnung,  welche  in  jedem  Ä;-fachen  Grand- 
punkte einen  n^Ä;-fachen  Punkt,  in  jedem  einer  Hauptlinie  zu- 
geordneten Punkte  einen  einfachen,  in  jedem  einer  Haupt- 
curve  m^*' Ordnung  zugeordneten  Hauptpunkte  einen  m-faohen 
Punkt  besitzt,  durch  jede  Hauptlinie  hindurchgeht  und  sich  in 
jeder  Hauptcurve  fii**'  Ordnung  m-fach  durchschlingt^ 

S  20.  Gterade  und  Ebenen. 

51.  Auf  einer  Geraden  und  einer  beliebigen  Ebene  giebt  es  (n^  —  1) 
Paare  einander  entsprechender  Punkte.  Jedem  dieser  Punktepaare  entspre- 
chen noch  weitere  n*— ^— 2  Punkte. 

Die  einer  Geraden  g  entsprechende  Cg  und  die  einer  Ebene  c  ent- 
sprechende 0^  haben  (n'  — 1)^  Punkte  gemeinsam.  Von  diesen  Punkten 
entsprechen 

dem  Schnittpunkte  {tg)  n^  — iV— 1  Punkte, 

den  (n^— 1)  entsprechenden  Punktepaaren  auf  ^  und  c  (»'— l)(ii'  — JN"— 2) 

Punkte , 
jedem  A;- fachen  Grundpunkte,   da  er  auf  Cg  nA;^-fach,  auf  O^  n'jfc-fach 

ist,  fi?lfi  Punkte, 
allen  Grundpunkten  also   ^^ k  vi^  n^k^  =  n^N  Punkte, 

iu  Summe:  (n»-i^-l)  +  (n3-l)(n2- JV-2) +  n3JV=(n»-l)«. 
q.  e.  d. 

§  21.   Specielle  Gerade. 

52.  Trifft  eine  Gerade  g  eine  Hauptgerade  l  oder  eine  Hauptcurve  c 
der  t»**°  Ordnung,  so  spaltet  sich  diese  von  der  der  Geraden  entspre- 
chenden Curve  Cg  ab.  Die  Ordnung  von  Cg  erniedrigt  sich  daher  um 
die  Ordnung  der  Hauptlinie  oder  Hauptcurve,  resp.,  wenn  die  Gerade  g 
die  Hauptcurve  i-mal  schneidet,  um  im. 

Die  Multiplicität  jedes  auf  der  Hauptcurve  gelegenen  und  für  die- 
selbe A- fachen  Punktes  um  X  resp.  il, 

53.  Geht  eine  Gerade  l  durch  einen  Grundpunkt  f ,  so  gehört  ihr  eine 
Curve  0/  an,  welche  eine  beliebige  Ebene  s  in  ebensoviel  Punkten  schneidet, 


als  die  der  Ebene  e  entsprechende  4),  von  i  in  ausserhalb  des  fc- fachen 
Pankt«B  gelegenen  Punkten  geschnüten  wird,  also  in  «*  — 1  — n*i  Pankten; 
d.  h.:  die  einer  durch  einen  Grundpnnkt  k**'  Ordnung  f  prellenden  Geraden  I 
entsprechende  Ci  ist  von  der  Ordnung 

«>-*)- 1- 

In  §  2,  5,  C  werden  die  drei  FläuhfinbüHohel  A,  B,  T  durch  eine  durch 
einen  fc- fachen  Gruadpunkt  t  gehende  Gerade  l  nur  1 :  (n  — i)  :  fn  —  k)- 
deutig  einander  zugeordnet,  und  es  ergiebt  sich  dann  die  Ordnung  von  j;,, 
j,  zu  n(n  —  h),  die  Ordnung  von  Q  -ta  n'{k—l)  —  l. 

Legt  man  in  §  3,  G  die  Ebene  f  und  die  Gerade  g  dnrch  einen 
t-facben  Punkt  i,  resp.  durch  den  ft-fachen  Grundpunkt  t,  so  ergeben  sich 
als  weitere  Schniltpunkte  von  t  mit  Ci  noch  b*{ä  — 1)  — 1  — (m  — fc)i*  resp, 
n'(k~l)  —  l—(n  —  k)k^  Schnittpunkte,  i  resp.  t  iat  also  für  0/  ein 
(n  — ftji'-facher,  resp,  [da  sich  in  t  noch  der  Schnittpunkt  (il)  abspaltet] 
(»  —  *)*»  — l-facher  Punkt.  (Für  j,  und  Xt  "ar  er  (n -*)i-fach.]  Also: 
„Geht   eine  Gerade   l   durch    einen   Ä-fachen  Grundpunkt  f,    so  ent- 

(spricht  ihr  eine  Cnrve  Oi  der  («'(«  — fc)  —  IJ""  Ordnung,  welche  in  jedem 
«-fachen    Ornndpnnkte    einen    (n  —  ft)  t' -  fachen ,    in    I    aber    nur    einen 
(JM—ft)Ä  —  l)- fachen  Punkt  besitzt." 
„Dadurch,  dass  eine  Gerade  I  durch  einen  ^-fachen  Grundpnnkt  t 
geht,  wird  die  Ordnung  der  ihr  in  der  Verwandtschaft  zugehörigen  Cnrve 
Ci  um  n*k,  die  MnltipHcitfit  jedes  ihrer  in  einem  i-fachen  Grundpunkte 
gelegeneu  Punktee    nm  ki*,    die  MnUiplicitSt   von  (   aber   nm   k'-\-'l   er- 
niedrigt." 
54.    „Der  Verbindungslinie   l   eines   fe-fachen  Gmndpunktes   [   und 
eines  t-fachen   Grundpunktes  i  entspricht,   vorausgesetzt  ft-|-i*Cw  — 1, 
eine    Curvo    der     («*[«— i— i)  —  !)""    Ordnung    Q,    welche    in    jedem 
1- fachen    Grnndpankte   einen   (« —  fc —  i)Jl'- fachen,   in    f    und  i  dagegen 
((«  — Ä-»)fc»-l).  resp.  ((n-Ä-»)t»-13-fache  Paukte  besitzt." 
Also: 
«Der  Verbindungslinie  I  eines  ^-fachen  Punktes  f  und  eines  (n  — 1  — Är)- 
fachen  Punktes  i  entspricht  eine  Curve  Ci  der  (n*  — 1)"°  Ordnung,  welche 
jeden  1-fachen  Grundpunkt  zum  i'-fachen  Punkte,  die  Punkte  t  und  i  aber 
SB  (Ä'  — 1)*-  resp.  (n  — 2  — fc)*. fachen  Punkten  besitzt  und  mit  i  zusammen 
HKe  Gnindcurve  der  Flitchen  eines  Büschels  im  Gebüsche  ist." 
^^B  «Der  Verbindungslinie  eines  ft- fachen  und  eines  (n  -  A:)  -  fachen  Puukteg 

^^F  «ntsprechen  als  einer  Hauptgeraden  (vergl.  §  17,  47)  die  ihr  zugeordneten 
Hauptpunkt«  und  ausserdem  die  Uauptgerade  selber. 

&5,  „Einer  Geraden  l,  die  durch  einen,  einer  Hauptgeraden  oder 
Hanplcnrve  zugeordneten  oder  auf  ihr  liegenden  Hauptpunkt  geht,  ent- 
spricht eine  Cui-ve  m*°'  Ordnung  Ci ,  von  der  sich  die  dem  Hauptpunkte 
zugehörige  Hauptgerade  re^p,  Hauptcurve  abspaltet,  deren  Ordnung  sich 
nlso  xtm  1    reap.  m  erniedrigt.     Die  Multiplicitat  der  auf  d«  H^»,yA\p.vt. 
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resp.  drei  Punkte  nach  a,  nnd  a  ist  also  drei-  resp.  vierfacher  Schnitlpiuikt 

der  g  mit  der  Kemfläche  H.     Also: 

„Die  KemflSche  4(n  — 1)^^  Ordnung  H  der  Verwandtschaft  hat  in 
jedem  einfachen  Grundpunkte  des  Fläcbengebüsches  n^^  Ordnung  einen 
Doppelpunkt,  und  hat  in  diesem  Doppelpunkte  denselben  Berührangskegd 
mit  denselben  Osculirenden ,  wie  die  einzige  Fläche  des  FlSchengebflsches, 
welche  in  diesem  Grundpunkte  einen  Doppelpunkt  hat.^ 


§  26.  Einflnss  der  melirfaolien  Grondpiinkte« 

1.  Hilfssatz. 

60.  „Haben  sämmtliche  Flächen  zweier  projectivischen  Flächenbüschel 
(n  — !)*•'  Ordnung  in  einem  Punkte  I  einen  (Ä  —  1)- fachen  Punkt ,  so  er- 
zeugen sie  eine  Fläche  2(»  —  1)*"  Ordnung,  welche  in  f  einen  2(]b  — 1)- 
fachen  Punkt  besitzt.'^ 

Denn: 

Sei  g  eine  beliebige,  durch  I  gehende  Gerade,  B  und  V  die  beiden 
FlächenbOscheL 

Durch  jeden  Punkt  r  von  g  geht  nun  eine  Fläche  ß  des  Büschels  B, 
der  in  f  eine  Fläche  y  zugehört,  welche  g  ausser  in  dem  (Ä;  —  l)- fachen 
Punkte  l  noch  in  {n  —  k)  Punkten  ^  schneidet.  Umgekehrt  entsprechen 
jedem  Punkte  ^  (n  — A;)  Punkte  x.  x  und  ^  coincidiren  also  fttr  2(n  — Jt) 
Punkte.  Die  von  den  beiden  projectivischen  Büscheln  erzeugte  Fläche 
2(n  — !)*•'  Ordnung  schneidet  g  also  in  2(n  — Ä;)  von  l  verschiedenen  Punk- 
ten, hat  demnach  in  f  einen  2 (Ä;  —  !)- fachen  Punkt. 

2.  Hilfssatz. 

61.  „Haben  sämmtliche  Flächen  dreier  projectivischen  Netze  (ti  —  1)*^ 
Ordnung  einen  (A;  —  1)- fachen  Punkt  f  gemeinsam,  so  erzeugen  sie  eine 
Fläche  3(fi  — 1)*^  Ordnung,  welche  in  l  einen  3 (Ä  —  l)- fachen  Punkt 
besitzt. " 

Denn: 

Durch  jeden  Punkt  x  einer  durch  f  gelegten  Geraden  g  geht,  wenn 
die  drei  projectivischen  Netze  A ,  B  i  f  seien ,  ein  Paar  entsprechender  Flä- 
chen A  und  B,  denen  in  f  eine  Fläche  y  zugehört,  welche  g  ausser  in  { 
noch  in  (n  —  jfc)  Punkten  l)  schneidet.  Umgekehrt  geht  durch  jeden  Paukt  ^ 
ein  Flächenbüschel  im  Netze  f,  welchem  in  A  und  B  zwei  projectivische 
Flächenbüschel  zugehören,  die  nach  60.  eine  Fläche  2(fi  — 1)**'  Ordnung 
erzeugen,  welche  g  ausser  in  ihrem  2 (A:  —  l)- fachen  Punkte  f  noch  in 
2(n  — Ä)  Punkten  x  schneidet 

X  und  ^  coincidiren  daher  für  3(n  — Ä)  Punkte,  und  da  die  von  den 
projectivischen  Netzen  erzeugte  Fläche  von  der  3(n  — 1)*®°  Ordnung  ist, 
bat  sie  f  zum  3 (Ä—1) -fachen  Punkte. 
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Sechstes  Capitel. 
Degeneration  der  Kernfläche  bei  Annahme  fester  Grnndpnnkte. 

§  24.   Hanptlinien  tmd  Hanptourven. 

58.  Die  Kernfläche  4(w  — 1)*"  Ordnung  H  geht  durch  sSmmtliche 
Uauptlinien  und  Hauptcurven  der  Verwandtschaft  einfach  hindurch,  nicht 
aber  im  Allgemeinen  durch  die  diesen  zugeordneten  Hauptpunkte. 

Denn  jeder  Punkt  einer  Hauptlinie  ist  ein  sich  selbst  entsprechender. 

Existiren   also  Hauptlinien    oder  Hauptcurven,   so   lässt  sich   (Beje, 

Annalen  II)  die  Kernfläche  durch  Büschel  niederer  Flächen  oder  Ebenen 

projectivisch  erzeup^en  und  erscheint  als  totales  oder  partielles  Erzeugniss 

zweier  projectivischen  Büschel. 

8  25.  Einflnss  der  einfachen  Grondpnnkte. 

59.  Die  Kernfläche  H  der  4(w  —  1)**°  Ordnung  wird  erzeugt  durch  die 
vier  projectivischen  Polarengebüsche  (n — 1)**'  Ordnung,  welche  vier  belie- 
bigen Punkten  in  Bezug  auf  das  Flächengebüsch  n^^  Ordnung  zugehören 
(vergl.  §8,  24). 

Nehmen  wir  als  diese  vier  Punkte  einen  einfachen  Grundpunkt  a  und 
drei  beliebige  Punkte  b,  c,  b.  Ihre  zugehörigen  Polarengebüsche  seien  A, 
B,  r,  A.  Alle  Flächen  von  A  gehen  durch  a,  von  B}  T,  A  aber  geht 
nur  ein  Tripel  entsprechender  Flächen  durch  a,  nämlich  die  Polarflächen 
der  Fläche  n^^  Ordnung,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Wir  legen  durch  a  eine  Gerade  g  und  suchen  die  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte, die  sie  ausser  in  a  noch  mit  H  besitzt,  um  dadurch  die  Multiplicität 
von  a  für  H  zu  bestimmen* 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  x  von  g  gehen  drei  einander  entspre- 
chende Flächen  der  Gebüsche  B,  f,  A,  denen  in  A  eine  Fläche  zugehört, 
welche  g  ausser  in  a  noch  in  (n  — 2)  Punkten  ^  schneidet. 

Umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkt  ^  ein  Flächennetz  in  A,  denen  in 
B,  r,  A  drei  projectivische  Flächennetze  zugehören,  welche  (vergl.  §  8,  24, 
Anm.)  eine  Fläche  3(n— 1)**'  Ordnung  erzeugen,  die  durch  a  geht,  weil 
sich  in  a  ein  Tripel  entsprechender  Flächen  schneiden,  und  g  daher  noch 
in  (3n  — 4)  Punkten  %  schneidet. 

Jedem  Punkte  x  gehören  (n  — 2)  Punkte  ^, 

n  n         9  n  (3n-4)      „         T 

zu,    T   nnd   ^   coincidiren   also  für  (4n  — 6)  Punkte,    und  da  H  von  der 
(4n  — 4)^°  Ordnung  ist,  fallen  nach  a  also  zwei  Schnittpunkte  von  H. 

Ist  g  dagegen  Tangente  oder  Osculirende  der  einzigen  Fläche  des  Ge- 
büsches n^^  Ordnung,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt  hat,  so  fallen  von 
der  dem  durch  r  gehenden  Flächentripel  in  A  entsprechenden  Fläche  zwei 
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65.  „Alle  in  einer  Ebene  s  liegenden  Complexstrahlen  umhttllen  eine 
Cnrve  2(n-])(n«  +  n-3)*"  Classe,  welche  alle  ?^(?Lzl)  Verbindnnga- 

linien  der  Schnittpunkte  jeder  Hauptcurve  m***  Ordnung  berührt.^ 

jfBie  singulären  Punkte  aller  in  einer  Ebene  gelegenen  Complex- 
strahlen liegen  auf  einer  Curve  (n  — l)(n*  +  n  — 3)**  Ordnung,  welche 
in  jedem  Schnittpunkte  einer  Hauptcurve  m*^  Ordnung  einen  (m  —  1)- 
fachen  Punkt  besitzt.^ 

66.  „Alle  durch  einen  Punkt  p  gehenden  Complexstrahlen  bilden 
einen  Kegel  2(n  — l)(n*  +  n  — 3)**'  Ordnung,  der  nach  jedem  2;- fachen 
Grundpunkte  f  hin  einen  2 n%^- fachen  Eegelstrahl  besitzt.** 

„Die  singulären  Punkte  aller  Strahlen  dieses  Complexkegels  liegen  auf 
einer  Raumcurve  ((n  — l){5n*  +  5w  — ll)  —  ^)'"  Ordnung,  welche  den 
Complexkegel  zum  Perspectivkegel  hat,  in  p  einen  (n'  —  ^—l)- fachen 
und  in  jedem  Ä;- fachen  Grundpunkte  einen  2 nÄ:^- fachen  Punkt  besitzt.'' 

67.  „Die  singulären  Punkte  aller  eine  Gerade  g  schneidenden  Com- 
plexstrahlen liegen  auf  einer  Complexfläche  (2(n— l)(n*  +  n  — 1)  — ^)** 
Ordnung,  welche  die  Gerade  g  zur  (n^  — JV — 1) -fachen  Geraden  besitzt. 
Von  dieser  Complexfläche  hatte  sich  die  Verbindungsebene  [^fj  der  Ge- 
raden g  mit  jedem  Ä;- fachen  Grundpunkte  f  ^^-fach  abgespaltet.'' 

68.  „Alle  Complexstrahlen,  welche  zwei  Gerade  ^|  und  g^  schneiden, 
liegen  auf  einer  Regelfläche  4(n—  l)(n^-|-n  — 3)*®'  Ordnung,  welche  durch 
jeden  X;- fachen  Grundpunkt  hindurchgehend  eine  X;^- fache  Generatrix 
besitzt. " 

§  28.   Specielle  Complexcurven,  Kegel  und  Flächen. 

69.  Geht  eine  Ebene  f  durch  einen  X:- fachen  Grundpunkt,  so  hat  ihre 
Schnittcurve  (w^—l)*®'  Ordnung  mit  der  zugehörigen  0,  in  f  einen  n^k- 
fachen  Punkt.  Von  ihr  spaltet  sich  aber  die  Schnittcurve  4(n  — 1)*"  Ord- 
nung ^  mit  der  Kernfläche  H  ab,  welche  in  f  einen  (4 Ä  — 3) -fachen  Punkt 
besitzt.     Also: 

„Geht  eine  Ebene  £  durch  einen  A;- fachen  Grundpunkt  f,  so  liegen 
die  singulären  Punkte  der  auf  s  befindlichen  Complexstrahlen  auf  einer 
Curve  (n  —  1)  (n*  +  n  —  3)*®'  Ordnung ,  welche  in  f  einen  (k  (n^  —  4)  -|-  3)- 
fachen  Punkt  besitzt. 

Geht  die  Ebene  e  aber  durch  einen  einfachen  Grundpunkt  a,  so  ist 
dieser  für  die  Curve  der  singulären  Punkte  ein  (n^Ä  — 2)-facher. 
Das  Letztere  wegen  §  26,  63. 

„Von  der  Complexcurve  2 («  —  1) (n*  +  «  —  3)**'  Classe  in  t  spaltet  sich 
das  Ä^-fach  gerechnete  Strahlenbüschel  f  ab,  und  bleibt  daher  eine  Curve 
der  (2{n-l)(«2  +  n-3)-2wÄ;«)*«»  Classe  übrig.« 

70.  „Der  Complexkegel,  der  einen  Ä- fachen  Grundpunkt  f  zur  Spitze 
hat,    zerfällt    in    das   Strahlenbündel    l    und   einen   Kegel    der  Ordnung 


I 
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2(w  — Ä)(w*  — Ä;*— 4)  +  2,  welcher  in  einem  »-fachen  Grandpunkte  einen 

2  Ä;(n*  —  t*)- fachen  Punkt  besitzt. 

Ist  die  Spitze  des  Kegels   ein  einfacher  Grundpunkt  a,  so  ist  die 

Ordnung  des  Kegels  =2(w  — l)(w«-5)  +  4.- 
Denn:  Einem  in  der  £bene  s  durch  {  resp.  a  gezogenen  Strahle  a  ge- 
hört eine  Curve  Ca  der  (w'  — w*Ä  — l)***^  resp.  (w*  —  n'  — !)*•'*  Ordnung  zu 
(§21,  53),  welche  in  l  resp.  a  einen  (wäj*--(ä^  +  1))- fachen,  resp.  (n-2)- 
fachen  Punkt  besitzt  und  a  ausser  in  l  resp,  a  noch  in  (4(n--Ä)  — 1)  resp. 
(4n  — 6)  Punkten  schneidet  (§  26,  63).  Sie  schneidet  s  daher  ausserdem 
noch  in 
(n»-n«Ä;-l)-(wÄ;«-(Ä;»  +  l))-(4(w-Ä;)-l)==(n-Ä)(n«-Ä«-4)  +  l 

resp.  in 

(n3-n«-l)-(n-2)~(4n-6)  =  (n-l)K-5)  +  2 

Punkten,    welche  mit  t  resp.  a  verbunden  ebensoviele  Strahlen  h  ergeben. 
a  und  h  coincidiren  daher  für 

2(w-Ä;)(n«-Ä«-4)  +  2  resp.  2(n-l)(n2-5) +  4  Strahlen,  q.  e.  d. 

7].  „Der  einem  einer  Hauptgeraden  oder  Hauptcurve  m^^  Ordnung 
zugeordneten  Hauptpunkte  zugehörige  Complexkegel  zerföllt  in  die  doppelte 
Verbindungsebene  des  Hauptpunktes  mit  seiner  zugeordneten  Hauptgera- 
den, resp.  in  den  doppelten  Perspectivkegel  der  dem  betreffenden  Haupt- 
punkte zugeordneten  Hauptcurve,  und  in  einen  Kegel  (2(w  — l)(n*+w  — 3) 
-2)*«'  resp.  (2(w-l)(n«-fn-3)-2fn)*"  Ordnung,  welcher  durch  alle 
seiner  Spitze  beigeordneten  Hauptpunkte  hindurchgeht 

Liegt  die  Kegelspitze  dagegen  auf  der  Hauptgeraden  oder  Hauptcurve 
selbst,  so  ist  der  Complexkegel  von  der  2(n  — l)(n*  +  n  — 3)**"  resp. 
(2  (n  - 1 )  (w«  -f  w  -  3)  -  2 (m  - 1))*«  Ordnung«  u.  s.  w. 

§  29.  Die  Strahlencongraenz. 

72.  „Die  Ordnung  der  Congruenz  ist 

=  2(w-l)(2w«-n  +  l)-2V'^ 

indem    sich    in  jedem   Ä;- fachen  Grundpunkte    ein   Ä^-fach  zu  rechnendes 
Strahlenbttndel  abzweigt  und  die  Ordnung  der  Congruenz  sich  daher  um 

^^ ftvkl^  =  N  erniedrigt. 

73.  jyDie  Classe  der  Congruenz  ist 

=  6(n-l)«.« 

74.  ^Der  Bang  der  Congrnenz,  d.  h.  die  Zahl  der  zwei  beliebige 
Gerade  g  und  g^  schneidenden  Congruenzstrahlen ,  ist 

=  4(n-l)(n«  +  n-l)-.N'f 
n.  8.  w« 


284    üeb.  die  durch  ein  linear.  Flftcbensjst.  definirt  Raamyerwandtseli. 


Achtes  Gapitel. 

Untersuchnng  der  Frage  naeh  der  Möglichkeit  der  Deflnitioii 

eindeutiger  inyolntorischer  Banm^erwandtscbaften  durrh 

Fläehengebttsche  mit  festen  Ornndpunkten. 

§  80. 

75.  So]l  ein  Flftchengebttsch  n^^  Ordnung  eine  eindeutige  inyolutorisdie 
Raumyerwandtschaft  definiren ,  so  müssen  sSmmtliche  Flftchen  des  Gebflsches 
(n^  — 2)  feste  Scbnittponkte  gemein  haben,  diese  (n'— 2)  festen  Schnitt- 
punkte aber  nur  höchstens  I ^^ — tt 4j  Bestimmungsstflcke 

repräsentiren,  da  durch  diese  Anzahl  von  Bestimmungsstücken  ein  Flftchen- 
gebüscb  gerade  eindeutig  bestimmt  ist. 
Es  gilt  nun: 

ein  einfacher  Grnndpunkt  als  1  Bestimmungsstück  und  1  Schnittpunkt, 

„    doppelter           „             „4  Bestimmnngsstücke  „     8  Schnittpunkte, 

„    dreifacher         „             „10                „  „    27           „ 

„    vierfacher          „             ,20                „  „    64          „ 

„    Ä-facher  „  „  i Bestimmungsstücke   und   Ä? 

Schnittpunkte. 

Im  Allgemeinen  gilt  also  ein  mehrfacher  Grundpunkt  als  mehr  Schnitt- 
punkte, denn  als  Bestimraungsstücke ,  so  dass  eine  Anzahl  a,  /?,  ...,  k- 
facber  Grundpunkte  bereits  mehr  Schnittpunkte  der  Flficben  des  Gebüsches 
festlegen,  als  die  Anzahl  der  Bestimm ungsstücke  des  Gebüsches  beträgt, 
die  sie  repräsentiren. 

Es  fragt  sich  nun^  ob  man  (n^  —  2)  Schnittpunkte  aller  Flächen  des 
Gebüsches  in  einer  Anzahl  von  Grundpunkten  festlegen  kann,  die  als  weni- 
ger oder  höchstens   (— ^- ~^)  Bestimmungsstücke  gelten. 

76.  Durch  alleinige  Annahme  einfacher  Grundpunkte  ist  dies  nur  mög- 
lich im  Falle  ^  ^ 

6  ' 

also  für  n  =  2. 

„Das   Quadriflächengebüsch   mit  sechs   festen  Grundpunkten   definirt 

eine  eindeutige  involutorische  Verwandtschaft."     Vergl.  §  39,  97. 

77.  Die  allgemeine  Untersuchung  dieses  Problems  wird  wesentlich  ver- 
einfacht durch  den  Nachweis,  dass  man  in  einer  gegebenen  Anzahl  von  Be- 
stimmungsstücken bei  Annahme  von  Punkten  höherer  Multiplicität  mehr 
Schnittpunkte  festlegen  kann,  als  bei  Annahme  von  Grundpunkten  niederer 
Multiplicität,  dass  also,  wenn  durch  Annahme  fester  Grundpunkte  des 
Flächengebüsches    überhaupt    eindeutige   Verwandtschaften    definirt   werden 
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können ,  sie  sicher  durch  Grundpunkte  höchst  möglicher  Multiplicität  erzielt 
werden  können,  und  andererseits,  dass,  wenn  sich  nachweisen  Hesse,  dass 
bei  Annahme  von  Grundpunkten  höchst  möglicher  Multiplicität  (vergl.  §  15, 
45)  doch  die  Anzahl  der  Bestimmungsstücke  nicht  ausreicht,  um  (n^  — 2) 
Schnittpunkte  festzulegen,  eindeutige  Verwandtschaften  durch  Annahme  fester 
Grundpunkte  im  Flächengebttsch  überhaupt  nicht  erzeugt  werden  können. 
Der  Nachweis ,  dass  durch  eine  Anzahl  von  Bestimmungsstücken ,  wenn 
sie  zur  Bestimmung  von  Grundpunkten  höherer  Multiplicität  verwandt  werden, 
mehr  Schnittpunkte  der  Flächen  des  Flächengebttsches  festgelegt  werden, 
als  wenn  die  Bestimmungsstücke  zur  Definition  von  Grundpunkten  niederer 
Multiplicität  verwandt  werden,  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Verhältniss  der 
Bestimmungsstücke  zu  dem  der  dadurch  festgelegten  Schnittpunkte: 

k{k+l)(k+2)      1.1.1 

=  •^^  +  07  + 


n 
2 


wo 


n 
2 


die 


6Ä;»  6  '  2k^  3ä* 

mit  wachsendem  k  abnimmt. 

8  8L 

78.    Grundpunkte    von  höherer    Multiplicität  als 

höchste  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl,   also  entweder  =-9»   ^^^^  =     ^ 

ist,  können  nur  einfach  vorkommen  (vergL  §  15,  45). 

Nehmen  wir  also  einen  (n—d)- fachen  Punkt  als  Bestimmungsstück 
an,  wobei  wir  voraussetzen 

Denn:  J  =  0  ergäbe  ein  Gebüsch  von  lauter  Kegeln,  das  gar  keine 
Verwandtschaft  definirte;   den  Fall   6=^-^  aber  sparen  wir  uns  besonderer 

Betrachtung  auf. 

Die  übrigen  Bestimmungsstücke  des  Flächengebüsches  nehmen  wir  als 
lauter  J- fache  Punkte  an  —  die  höchsten  Punkte,  die  ausser  dem  (n  — d)- 
fachen  Punkte  noch  vorkommen  können. 

Hierbei  sehen  wir  davon  ab,  dass  die  Zahl  der  d-ÜEUshen  Punkte  eine 
ganze  sein  muss  und  dass  wir  daher  nicht  alle  weiteren  Bestimmungsstücke 
durch  d- fache  Grundpunkte  verbrauchen  können,  sondern  einen  Theil  durch 
Grundpunkte  niederer  Multiplicität  ausfüllen  müssen,  welche  nach  Obigem 
weniger  Schnittpunkte  festlegen.  Denken  wir  uns  daher  [ausser  dem  (n  —  S)- 
fachen  Punkte]  sämmtliche  weiteren  Bestimmuugsstücke  durch  ö  -  fache  Punkte 
ausgefüllt,  so  werden  sich  damit  mehr  feste  Schnittpunkte  ergeben,  als  in 
Wirklichkeit  möglich  ist.  Wenn  gleichwohl  die  Zahl  der  dann  festgelegten 
Schnittpunkte  (n^^2)  nicht  erreichte,  wäre  die  Unmöglichkeit  der  Erzeu- 
gung einer  eindeutigen  Verwandtschaft  unter  den  obigen  Voraussetzungen 
bewiesen. 
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79.    Ein  (n  — 6)-facher  Gmndpunkt  gilt  als 
(n  —  Sy  feste  Schnittpunkte  und  als 

Es  bleiben  zur  Bestimmung  des  Flächengebüsches  ftf"  Ordnung  also 

noch  übrig: 

(n«+l)(n  +  2)(n  +  3)  (n-^)(n-^  +  l)(n- J  +  2) 

6  6 

Bestimmungsstücke,  in  welchen 

n»-2-(n-5)» 

Schnittpunkte  festgelegt  werden  sollen. 

Soll  dies  durch  Annahme  höchstens  d-facher  Punkte  mOglich  sein,  so 

muss  der  Quotient  sein: 

(n  +  l)(n  +  2)(n+3)      .      (n~d)(n~a  +  l)(n-d  +  2) 

d(ö  +  l){ö  +  2)     6 6 

66»  ^  n»-2-(n-d)» 

d.  h*  es  muss  sein: 

X(a)  =  (Ä  +  l)(5-2)[w»-2-(n-a)»] 

Es  ist  aber,  ausgerechnet: 

X(d)H-66*-15nd»  +  d»(6«*-15n+16)  +  6d(n«-l)-4 
=  6n*ö(d  +  l)-lönd*{S  +  l)  +  {Gi*  +  lQ6*-68-4), 
daher: 

^  ^  =  ^  X(l)  =  15n»-30«  +  12, 

*^°  X(1)>0  für  «>2,    X(1)  =  0  für  «  =  2. 

„Bei  Annahme  eines  (n  —  1)- fachen  und  lauter  einfacher  Grnndpnnkte 
ist  eine  eindeutige  Verwandtschaft  nur  im  Falle  t>  =  2  möglich." 

n-1 


Für  i  = 


2 


also 


X  (-g-^)  r: i(3«»  +  53«« -  115«  +  27), 

x(-^)>0  für  n>2. 

^-|- 1  f^  —  X 

„Bei   Annahme    eines    — j^- fachen  und   lauter   —^--fachen   Punkten 

ist  eine  eindeutige  Verwandtschaft  nie  möglich.*' 

80.   Der  Differentialquotient  der  —  als  stetig  behandelten  —  Function 
X(«^)  ist 

^^~24Ä3-.45wd«  +  2J(6n«-15w  +  16)  +  6(n«-l), 
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also: 
ftr  J=l 

aUo 

n-1 


^-|P  =  18n»-75n  +  50, 
>0  für  n>2; 


fÄr  5  = 


abo 


— l_f_^  =  |(9„s  +  6««-115n  +  100), 

<  0  für  n  >  2. 


Daraus  ergiebt  sieb  über  den  Verlauf  der  Function  X  {d)  im  Intervalle 

Die  Function  X  (ö)  steigt  am  Anfange  und  fällt  am  Ende  dieses  Inter- 

^ j 

yalles.     Da  sie  nun  für  ^  =  1  und  für  6=     ^       >0  ist,  so  folgt,  dass, 

wenn  sie  in  diesem  Intervalle  <^  0  werden  sollte ,  sie ,  nachdem  sie  anfangs 
gestiegen  ist,  sich  nach  unten  wenden,  0  überschreiten  müsste,  ein  Minimum 
erreichen,   wieder  steigen,    um    nach  erneuter  üeberschreitung  der  0  und 

Erreichung   eines    zweiten    Maximums    bis    6  =  — ^    hin  abzufallen.     Sie 

müsste  daher  in  diesem  Intervalle  mindestens  zweimal  die  Krümmung  wech- 
seln, also  mindestens  zwei  Wendepunkte  besitzen.  Dies  ist  aber  nicht  der 
Fall,  denn  für  den  Wendepunkt  ist  , 

?!2^  =  726«-90»Ä  +  2(6»«-15n  +  16)  =  0, 

also 

5n  .    1 


d  =  y  +  ^  /960n  -  159n»  -  1024. 


Sind  also  überhaupt  zwei  reelle  Wendepunkte  vorhanden ,  so  liegt  doch 

mindestens  der  eine  stets  ausserhalb  des  Intervalles  K  d  *C     ^     • 

Die  Function  X(d)  ist  also  in  diesem  Intervalle  stets   >0.     Also: 
j,  Durch  Annahme  eines  (n  —  d)- fachen  und  lauter  weiterer,  höchstens 
d-facher  Grundpunkte  ist  die  Erzeugung  einer  eindeutigen  involutorischen 

Verwandtschaft  mittels  eines  Fl&chensystems  t»^'  Ordnung  nicht  möglich.^ 

n 
Vorausgesetzt:  d  <^-^- 

8  82. 

81.  Wir  betrachten  jetzt  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  d  =  -^* 
Es  fragt  sich  nun,  ob  im  Flftchengebüsch  n}^  Ordnung  (n  =  2fn)  durch 

Annahme  möglichst  vieler  m^^-rr-hchex  Omndpunkte  sich  eine  eindeutige 

Verwandtschaft  erzeugen  11«^ 
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unsere  obige  Function  wird 

x(|)  =  -i(6«»-32»*  +  24«  +  32)<0, 

beweist  also  nichts. 

Aber  auch  in  diesem  Falle  ergiebt  sich  die  Unmöglichkeit  der  Ent- 
stehung eindeutiger  Verwandtschaften.     Denn: 

Da  ein  tn- Fächer  Punkt  ni?  Schnittpunkte  festlegt,  im   Ganzen  aber 

891t'  — 2  feste  Schnittpunkte   vorhanden   sind,  so   können  höchstens  sieben 

tn- fache   Punkte    angenommen   werden.      Die   übrigen   Bestimmungsstfleke 

können  entweder  ftlr  einen  (tn  —  l)- fachen  Punkt  und  Punkte  niederer  Mul- 

tiplicität  verwandt  werden,  —  dann   ergiebt  sich  in  fthnlicher  Weise  die 

Unmöglichkeit  eindeutiger  Verwandtschaften  — ,  oder  es  können   mehrers 

Punkte  höherer  Multiplicität  angenommen  werden  —  dann  können 

4m 


höchstens  von  der  Multiplicität 


sein,  und  es  ergiebt  sieh  gleich&Ui 


die  Unmöglichkeit  eindeutiger  Verwandtschaften.     Also: 

^Eindeutige  involutorische  Baumverwandtschaften  kön- 
nen durch  ein  Flächengebüsch  n^^'Ordnung  mit  festen  Grand- 
punkten nicht  definirt  werden.^ 


Neuntes  Capitel. 

Degeneration  der  Verwandtschaft  bei  Annahme  fester  Gnind- 

and  Fundamental -Linien  und  Gnryen. 

§  83.  Das  Skelett  des  Flächengebüsclies. 

82.   Sämmtlicbe  Flächen  eines  Flächengebüsches  n^^  Ordnung  können 
besitzen : 

1.  eine  Anzahl  gemeinsamer  Grundpunkte  verschiedener  Mul- 
tiplicität, und  zwar: 

a)  isolirte  Grundpunkte, 

h)  Grundpunkte,    die    auf  Grund-   oder  Fundamentallinien   oder 
-curven  liegen. 
Haben  die  Flächen   in   einem  Grundpunkte  eine  oder  mehrere  gemein- 
same Tangenten  oder  Osculireuden ,  oder  ihre  Berührungskegel  eine  gemein- 
same i- fache  Generatrix,  so  gilt: 

jede  gemeinsame  Tangente  als  ein  weiterer  Grundpunkt, 
„  „  Osculireude  als  zwei  weitere  einfache  Grundpunkte, 

„  „  i- fache  Kegelgeneratrix  als  ein  i-facher  Grundpunkt 

83.  2.  eine  Anzahl  Grundlinien  oder  Grundcurven  m**' 
Ordnung.  Es  sind  dies  Linien  oder  Curven,  auf  denen  eine  Anzahl 
fester  Grundpunkte  liegen,   deren  Summe  der  Multiplicitäten  g^rösser  ist, 


als  die  Summe  der  möglichen  Scbnittpunkte  der  Grundlinie  mit  einer 
FIBche  «*"  Ordnung,  also  >n  resp.  mn,  und  die  daher  auf  allen  FlS- 
chen  des  Gebflschea  liegen. 

Da  durch  eine  Anzahl  beliebig  auf  einer  F„  gewUblter  Funkte  eine 
Schnitt punktsgruppe  einer  F„  mit  zwei  anderen  Flächen  bestimmt  sein  kann 
(Reje,  Annalen  II),  deren  veit«re  Punkte  gleichfalls  auf  ii'„  liegen,  so 
genügt  es  für  eine  Schnittcnrve  Cp,  zweier  Flächen  p'"  und  q'"  Ordnung, 
damit  sie  Grundcnrve  eei,  dass  die  Summe  der  auf  ihr  liegenden  unab- 
hSngigen  Grundpunkte  ^  die  Zahl  der  Be stimm ungsstUcke  einer  Punkt- 
groppe  I«,  p,  q]  sei. 

84.  3.  Fundamentallinien  oder  -curven.  Es  sind  dies  Linien 
oder  Curven,  welche  allen  FISchen  des  Gebüsches  gemeinsam  sind.  Auf 
ihnen  können  ausserdem  noch  je  eine  Anzahl  Grundpunkte  gemeinsam 
liegen,  deren  Multiplici täten  aber  in  Summe  <^n-]-l  resp,  mn-f-I*  sein 
oinsg,  da  andernfalls  die  Linie  oder  Curre  bereits  der  auf  ibr  liegenden 
Grundpunkte  wegen  auf  allen  Flächen  des  Gebüsches  liegt,  also  eine 
Grundlinie  oder  Grundcurve  ist. 

Die^e  Fundamentallinien  können  mehrfache  Linien  sein. 

Jeder  Schnittpunkt  zweier  einfacher  Grnnd-  oder  Fund  amen  tallinien 
gilt  als  zweifacher,  jeder  Schnittpunkt  einer  t- fachen  und  einer  &- fachen 
Linie  als  (t  +  ^)'fachcr  Grandpunkt. 

Jede  Linie  oder  Curve,  welche  eine  Anzahl  Grand-  oder  Fnndamen tal- 
linien schneidet,  so  dass  die  Summe  der  lilultiplicitfiten  der  Schnittpunkte 
>rt  reap.  mn*  ist,  ist  selber  eine  GmndUnte. 

85.  4,  Hauptlinien  und  Hauptcurven,  Dies  sind  Verbindungs- 
linien von  Gmndpunkten,  deren  Summe  der  Multiplici täten  gleich  der 
Summe  der  mSglichen  Scbnittpunkte  der  Hauptlinie  oder  -curre  mit  einer 
Fläche  n*"  Ordnung,  also  =n  resp.  mn'  ist.  Diese  Hauptlinien  oder 
-curren  gebOren  daher  sfimmtlicfaen  Flächen  eines  Netzes  im  Flächen- 
gebUscbe  an,  und  die  Pnnkte,  in  denen  sich  die  Flächen  ausser  in  der 
Hauptlinie  oder  Hauptcurve  und  in  dem  fest«n  GebUscbskelett  noch  weiter- 
hin schneiden,  kCnnen  wir  als  der  Hauptlinie  resp.  Hauptcnrve 
zugeordnete  Hauptpunkte  bezeichnen. 

Beträgt  die  Summe  der  MultipUcitäten  der  auf  einer  Geraden  oder 
Curre  »»*"  Ordnung  gelegenen  Grundpunkte  =«  —  1  resp,  »=»»«  — 1',  so 
liegt  dio  Gerade  oder  Curve  auf  sämmtlichen  Flächen  eines  Flächenbüschels, 
und  ihre  in  der  Ranmverwand tschaft  entsprechenden  Punkte  erfüllen  den 
übrigen  Theil  der  Grundcurve  dieses  Büschels,  also  eine  Corre  (n'  — 1) 
resp.  [n'  —  m)"'  Ordnung. 

86.  ß.  Hauptebenen  und  HanptfIBchen.  Es  sind  dies  Ebenen, 
die  mit  allen  Flächen  des  Gebüsches  ein  und  dieselbe  fest«  Schnittcurve 

•  »ergl.  83. 


290    üeb.  die  durch  ein  linear.  Flächensjst.  definirt  BaQmyerwuidtBclL 

besitzen.      Diese  Ebenen   oder  Flächen  m***  Ordnung  spalten  sieh  Ton 
allen  FlSchen  eines  FlSchennetzes  im  G^bfische  ab,  indem  jedem  (ausser- 
halb des  Grund-  oder  Fnndamentalgebildes  gelegenen)  Pnnkte  der  Haapt- 
ebene  oder  Fläche  die  ganze  Ebene  oder  Fläche  and  ausserdem  noch  ein 
Flächennetz  (n— 1)*"  resp.  {n  —  m)*^  Ordnung  zugehört 
Die  Flächen   dieses  Fälchennetzes   können  sich,  ausser  in  dem  festen 
Gebüschskelett  9  noch   in  einer  Anzahl  weiterer  Punkte  schi^^den,   weldie 
wir  als  der  Hauptebene  oder  Hauptcurye  zugeordnete  Haupt- 
punkte bezeichnen  können. 

Enthält  eine  Ebene  oder  Fläche  dagegen  ein  Bestimmungsstdck  weniger, 
als  zur  Bestimmung  einer  festen  Schnittcurve  mit  allen  Flächen  des  Ge- 
büsches nöthig  ist,  80  spaltet  sie  sich  nur  von  den  Flächen  eines  Fläehen- 
büschels  ab,  das  jetzt  von  der  (n  — 1)*^  resp.  {n^m)*^  Ordnung  ist  und 
dessen  Grundcurve  die  sämmtlichen  den  Punkten  einer  solchen  Fläche, 
welche  wir  Hauptebene  oder  Hanptfläche  zweiter  Art  nennen 
könnten,  in  der  Verwandtschaft  zugehörigen  Punkte  enthält  und  als  die 
der  Hauptebene  oder  Hauptfläche  zweiter  Art  zugeordnete 
Hauptcurve  zweiter  Art  bezeichnet  werden  könnte. 

Die  nähere  Untersuchung  des  Einflusses  einer  Hauptebene  oder  Haupt- 
fläche auf  die  Verwandtschaft  versparen  wir  auf  Capitel  X. 

87.  6.  Alle  sonstigen  Grundgebilde  lassen  sich  theils  in  ein-  und  mehr- 
fache Punkte ,  theils  in  Curven  und  Linien  der  bereits  betrachteten  Art  zer- 
legen und  als  Complicationen  derselben  auffassen,  bringen  also  nichts  wesent- 
lich Neues  und  können  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  übergangen  werden. 

§  84.   Dentigkeit  der  Verwandtschaft. 

88.  Um  die  Deutigkeit  der  involutorischen  Raumverwandtschaft  zu  be- 
stimmen, die  durch  ein  FlächeDgebüsch  n^^'  Ordnung  mit  festem  Skelett 
bestimmt  ist,  suchen  wir  die  Anzahl  der  variablen  Schnittpunkte  dreier 
Flächen  des  Gebüsches. 

Wir  betrachten  zunächst  zwei  Flächen  des  Gebüsches. 

Dieselben  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  w***' Ordnung, 
von  der  sich  sämmtliche  Fundamental-  und  Grundlinien  und  -curven  abspal- 
ten, und  zwar  jede  i- fache  Curve  w**'  Ordnung  i*-fach,  so  dass  also,  wenn 
wir  setzen :  ^^  i  i*f»  =  M,  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  des  Gebüsches 
von  der  (n*  —  My*^  Ordnung  ist. 

Diese  Schnittcurve  besitzt: 

1.  in  jedem  isolirten  A;- fachen  Grundpunkte  einen  X;^- fachen  Punkt, 

2.  in  jedem  auf  einer  A.- fachen  Grund-  oder  Fundamen talcurve  ge- 
legenen Ä- fachen  Grundpunkte  einen  (Ä*  —  il*)  -  fachen  Punkt, 

3.  in  jedem  auf  mehreren,  der  Reihe  nach  iL-,  fi-,  v-,  ...-fachen 
Grund-  oder  Fundamentallinien  oder  -curven  gelegenen  Ä;- fachen 
Grundpunkte  einen  (Ä*  —  il*  —  fi^  —  ...). fachen  Punkt, 
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4,  auf  jeder  »-fachen  Fundamentalgeraden ,  auf  der  Punkte  von  den 
Multiplici täten  il|,  fi|,  ...  liegen,  ausser  in  diesen  Punkten  noch 
2»([»-i]-l-[X-»]-[^-*] )  Punkte, 

5.  auf  jeder  Fundamentalcurve  m^'  Ordnung,  auf  der  die  (X,  n^  v,  ...)- 
fachen  Punkte  liegen^  noch  2m(n  —  l)  —  g  —  (il  —  l)  —  (fi— ))—••• 
Punkte,  wenn  g  der  Bang  der  Fundamentalcurve,  d.  h.  die  Zahl 
der  eine  Gerade  schneidenden  Tangenten  derselben  ist  (Cromo na, 
Raum). 

89.  Nehmen  wir  jetzt  eine  beliebige  dritte  Fläche  des  Flächengebüsches 
n*^  Ordnung  zu,  so  schneidet  dieselbe  die  Schnittcurve  (n*  — JÄf)***  Ordnung 
der  ersten  beiden  in  n(n*  — Jlf)  Punkten. 

Von  diesen  Schnittpunkten  liegen  aber: 

1.  in  jedem  Ä;- fachen  isolirten  Grundpunkte  Jt?^  in  allen  isolirten 
Gnindpunkten  also   ^^  ä*  =  /f, 

2.  in  jedem  auf  einer  X -fachen  Curve  gelegenen  Ä;- fachen  Grundpunkte 
ÄJ(ÄJ«-X«),   im  Ganzen  also  ^Äj(Ä«-;L«)  =  i, 

3.  in  jedem  auf  mehreren  A-,  fi-,  v-,  ...-fachen  Fundamental-  oder 
Grundcurven  gelegenen  k  -  fachen  Punkte  ÄJ  (Ä^  —  X*  —  f4*  —  •  •  • ) ,  im 

Ganzen  also  y^  ä;(ä*  — X*  — f**  — •••)  =  -2^'» 

4.  auf  jeder  t- fachen  Fundamentalgeraden 

2i«([n-«]-l-[A-»]-[^-0-...), 
im  Ganzen  also 

2'2?([»-t]-l-[A-i]-[f*-  »] )  =  J  Punkte, 

5.  auf  jeder  Fundamentalcurve  i»^^'  Ordnung 

2»(„-l)-3_(A-l)_(^_l), 
im  Ganzen 

2(2m[n-l]-g-[i-l] )  =  0  Punkte. 

Es  bleiben  demnach  variable  Schnittpunkte: 

»(w«  -  jtf)  -  (js:+ L  -  r+ J + 0) 

oder  wenn  wir  setzen 

N=nM+K+L  +  L  +  J+Q: 

„Die  Verwandtschaft  ist  also  (n^  — ^— l)-deutig.* 

8  85.   Ordnung  der  Verwandtschaft. 

90.  Die  einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  Q  hat  in  jedem  A;- fachen 
Grundpunkte  einen  nA;^- fachen  Punkt.  Von  ihr  spaltet  sich  daher  jede 
•-fache  Grund-  oder  Fundamentallinie  oder  -curve  nt*-fach  ab,  und  es 
ergiebt  sich  daher: 

„Die  einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  0/  ist  von  der  {n^  —  nM 
—  1)*^  Ordnung  und  hat  in  jedem  isolirten  A;- fachen  Grundpunkte  einen 
MÄ;'- fachen,  in  jedem  auf  einer  Anzahl  X-,  fi-,  v-,  ...-facher  Grund-  oder 
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FandamenUllinien  gelegenen  Ifc- fachen  Punkte  aber  einen  nQfl  — 1*— ft'  — •)- 
&chen  Pankt." 

91.  lyDie  einer  Ebene  t  entsprechende  FlSche  0«  der  (m*— «Jf — 1)*^ 
Ordnung  enthftlt  jede  «-fache  Grandlinie  fi't-fach^  n.  e.  w. 

Von  neoen  Arten  specieller  Ebenen  tritt  nnr  die  Ebene  c  aaf ,  die 
durch  eine  •- fache  Fnndamentalgerade  geht  und  deren  lagehfiriger  Fliehe 
0«  Ordnung  dadurch  um  2t'[(ii  — t)  —  1— (i  — t)  — •••]  und  ausserdem  nodi 
um  die  durch  die  auf  der  betreffenden  Fundamentalgeraden  etwa  liegenden 
1-,  f4-,  ...-fachen  Grundpunkte  bedingte  Zahl  sinkt 

Ffir  Gerade  g  ist's  gleich,  ob  sie  t-fiiche  Gurren  oder  Ornndpunkts 
treffen. 

S  86.  Die  KemflSehe. 

92.  Die  KemflSche  H  der  4(ii  — 1)^  Ordnung  enthllt: 

1.  alle  einfiichen  Grundpunkte  als  Doppelpunkte, 

2.  „    X;-fiEichen  ^  ,    (4Ä;  — 3)-fache  Punkte, 
8.     9    einfachen  Grundlinien  oder  -curven  doppelt, 

4.  „  „         Fundamentallinien  oder  -curven  doppelt, 

6.  jf  «-fachen  „  n  »       (4«  — 3)-faeh, 

6.  „  „  Grundlinien  n  n  » 

7.  „  Hauptlinien  oder  -curren  einfach. 


(Soblnii  folgt.! 


XVI. 

lieber  die  Anzahl  der  Lösungen  gewisser  Aufgaben 
und  allgemeine  Eigenschaften  algebraischer  Curven. 

Von 

Benedikt  Sporeb. 

(Sohlnsi.) 


IV. 

Heber  Kegelschnitte^  welche  gegebene  Cnrren  unter  gegebenen 

Winkeln  durchschneiden. 

1.  Alle  die  vorher  entwickelten  Besnltate  sind  nur  specielle  Fälle  der 
viel  allgemeineren  Aufgabe: 

Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  welche 
irgend  fttnf  gegebene  Curven  unter  gegebenen  Winkeln  durch- 
schneiden, oder  vielmehr,  welche  mit  jeder  der  gegebenen 
Curven  einen  solchen  besondern  Punkt  gemein  haben,  dass  die 
Tangenten  in  diesen  Punkten  an  den  Kegelschnitt  mit  den 
Tangenten  an  die  gegebenen  Curven  gegebene  Winkel  bilden. 

Wir  wollen  uns  jedoch  bei  der  Behandlung  dieser  Frage,  die  im  All. 
gemeinen  auf  keine  grosse  Schwierigkeit  führt,  aber  umständliche  Formeln 
liefert,  auf  den  Fall  beschränken,  wo  die  fünf  gegebenen  Curven  Kegel- 
schnitte und  alle  gegebenen  Winkel  rechte  sind,  d.  h.  auf  die  Aufgabe: 

Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  die 
irgend  fttnf  gegebene  Kegelschnitte  rechtwinklig  (in  einem 
Punkte)  durchschneiden. 

üeberdies  werden  wir  auch  hier  nur  die  ersten  Beihen  der  Tabelle  ent- 
wickeln. 

Auch  hier  gehen  wir  wieder  aus  von  dem  Büschel  Kegelschnitte  durch 
vier  Punkte  P^ .  Durch  irgend  einen  Punkt  J^  auf  G  geht  ein  Kegelschnitt 
P^  des  Bttschels  B(P%  Ziehen  wir  in  diesem  Punkte  eine  Normale  NM 
des  Kegelschnittes,  die  j^  zum  Fusspunkte  hat,  so  ist  jeder  Punkt  N  der 
Geraden  G  so  beschaffen ,  dass  durch  ihn  eine  nicht  mit  G  zusammenfallende 
Gerade  NM  geht.  Nach  I.  durchschneiden  aber  drei  Kegelschnitte  P*  die 
Gerade  G  fechtwinklig,  also  fällt  NM  dreimal  mit  G  zusammen.  Dies 
giebt  uns  den  Satz: 

Soll  der  Fusspunkt  der  Normale  N  eines  Kegelschnittes 
/"  des  Büschels  B{P^)  anf  der  Geraden  G  gelegen  sein,  so  ist 
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der  Ort  dieser  Normalen  eine  Cnrve  vierter  Clssae  ff,*  mit  G 
als  dreifacher  Tangente. 

Diese  Cnrve  ff/  ist  es  nun,  die  in  dieser  Frage  die  Stelle  einnimmt, 
die  in  II.  die  Gorre  P^  inne  hatte. 

Ist  nun  ein  zweites  BOschel  £(C*)  gegeben,  so  gehOrt  xo  dieeem 
BOschel  in  Bezog  anf  die  Tangente  T  eintelnei  Cnrren  0*  dieses  Büschels, 
die  ihren  Berflhmngspankt  anf  G  haben,  eine  Cnrre  T,',  Diese  Cnrre  hat 
mit  der  Corre  ff,*  aosser  6  noch  4.3— 2.3  =  6  Tangenten  gemein,  woiana 
wir  wieder  finden: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C*  eines  Bnachels  B(C*)  einen  Kegel- 
schnitt eines  zweiten  Bfisohels  rechtwinklig  durchschneiden, 
so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  eine  Cnrve  A,*. 

A,'  bat  nnn  mit  irgend  einem  Kegelschnitte  P"*  aosaer  den  vier  Grand- 
pnnkten  noch  6.2  —  4.1^8  Punkte  gemeinj  also: 

Es  giebt  acht  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  Pankte 
gehen  und  irgend  einen  Kegelschnitt  rechtwinklig  darek- 
scbneiden. 

Auf  diese  Art  erhalten  wir  lücht  folgende  Tabelle: 


r 



Nr 

Btüeks. 

BildungB- 

eangen 

Geaetz 

P 

T 

K 

r; 

&■ 

1 

if 

.,- 

e 

1.4  +  2.3 

S 

Tf 

a" 

16 

2.4  +  1.2 

3 

t! 

A" 

24 

4.4  +  4.S 

4 

r. 

&" 

20 

4.4  +  a.2 

6 

it 

H' 

10 

3  4  +  1.2 

6 

TS 

a" 

64 

8.4  +  16.8 

7 

Jff 

s" 

IIS 

16.4  +  34.8 

8 

iS 

Ä,V° 

136 

34.4  +  30.3 

» 

iS 

BS 

100 

20  4  +  10  a 

w 

TS! 

sS-i 

480 

64.4  +  112.2 

11 

« 

BSt 

780 

112. 4  +  136. S 

19 

-' 

rS° 

s^ 

744 

136  4  +  ioo.a 

18 

sT 

8360 

480. 4  +  720. B 

11 

T,T 

äI" 

43GB 

720.4  +  744.2 

16 

Ä 

j>"" 

KSf 

83176 

.3360  4  +  4368.8 

Es  giebt  somit  22176  Kegelschnitte,  die  irgend  fUnf  Kegel- 
schnitte in  einzelnen  Punkten  rechtwinklig  durchschneiden. 
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Hiermit   wollen    wir  die  Zahl  der  Beispiele  abscliliesseo ,    dabei  jedoch 
l^och  bemerken,  dass  die  bis  jetzt  erhaltenen  Resultate  uns  gestatten,  auch 
Anzahl   LSaungen  zu  beatintmea,    wenn  die  gesuchte  Curve  f' 
wd  fünf  beliebigen  der  obigen  Bedingungen  gehorchen  muss. 


üeber  das  bei  obigen  und  verwandten  Fragen  anftretende 
BildnngsgeBett. 

1.  Schon  die  wenigen  gegebenen  Beispiele  lassen  uns  darauf  schliessea, 
'dsKs  es  bei  der  EntwickeluDg  solcher  Fragen  nur  auf  die  Bestimmung  ge- 
wisser Coefficienten  ankommen  wird.  Wir  finden  nämlich,  dass  im  Schema 
IQ  1.  die  Zahlen  1,  l,  im  Schema  zu  II.  die  Zahlen  2,  2  and  im  Schema  zu  lY. 
die  Zahlen  4,  2  im  Bildungagesetz  immer  wiederkehren,  und  dass  diese  Ge- 
'Mtzmässigkeit  auch  in  III.  auftritt,  in  dem  dortigen  Schema  jedoch  auf 
ruppen  beschränkt  bleibt.  In  allen  den  genannten  F&llen  kommt  ein 
Ausdruck,  den  bereite  Cbasles  gegeben  hat.  Es  ist  die^  der  Satz: 
en  von  einem  System  Kegelschnitte,  das  dnrcb  yier 
Bedingungen  gegeben  ist,  je  a  durch  einen  Paukt,  wKhrend  je 
b  derselben  eine  Gerade  berühren,  so  giebt  es  ap  +  bq  Kegel- 
schnitte, welche  noch  eine  fünfte  weitere  Bedingung  erfüllen 
and  wobei  p  und  q  gewisse  Constanten  sind,  die  nur  von  der 
fdnften  Bedingung  abhängen,  das  System  möge  beschaffen 
jein  wie  es  wolle. 

Hierbei  wollen  wir  jedoch  ausdrücklich  bemerkt  haben,  dass,  wenn  der 
Satz  giltig  sein  soll,  unter  Umständen  fremdartige,  nneigentlicha 
LCsongen  mitgezählt  werden  mUssen,  unter  dieser  Voraussetzung 
wollen  wir  dem  Satze,  bevor  wir  ihn  beweisen,  eine  etwas  allgemeinere 
Fassung  geben ,  nSmlich  die  folgende : 

Ist  irgend  ein  System  CurveD  «'"Grades,  das  ^»i{«+3)-I 
Bedingungen  gehorcht,  gegeben  und  so  beschaffen,  dass  je  a 
der  Curven  desselben  durch  einen  Punkt  geben,  wfihrend  je  b 
eine  Gerade  berühren,  so  erfüllen  je  (ap  +  bg)  Curven  des  Sy- 
stems noch  eine  weitere  Bedingung,  wo  a  und  b  nur  von  dar 
letzten  Bedingung  abhüngige  Constanten  sind. 

Wir  erhalten  nämlich  zunSchst  den  Satz: 

Soll  der  Berührungspunkt  (  einer  Tangente  T  einer  Curve 
C  obigen  Systems  SiC")  auf  einer  Geraden  G  gelegen  sein,  so 
ist  der  Ort  der  Geraden  T  eine  Cnrve  la  +  fi)'»'  Ctasse  Ti'+*, 
und  soll  T  dnrch  einen  Punkt  Q  gehen,  so  ist  der  Ort  von  t 
eine  Cnrve  (a  +  fc)""  Grades  (0-+*. 

Soll  das  System  nun  noch  eine  letzte  Bedingung  erfüllen  in  Bezog  auf 

Cnrve  C',  so  kOnnen  wir  diese  Bedingung  ausdehnen  auf  ein  Büschel 


_^Afl 
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Gurren  r^°  Grades  J^CC**),  dem  obige  Cunre  C  angehört,  nnd  erhalten 
dann  in  Beziehung  auf  dieselbe  Gerade  G  eine  Curve  {x+y)*^  Classe  mit 
G  als  y-facher  Tangente,  d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 

Sollen  Curven  des  Systems  £f(C")  in  Bezug  auf  eine  andere 
Curve  C^  eine  anderweitige  letzte  Eigenschaft  haben,  so  können 
wir  diese  Beziehung  ausdehnen  auf  die  Curven  eines  Büschels 
J?(C)  durch  r*  Grundpunkte  Pq  und  diese  Curven  in  entspre- 
chende  Beziehung  zur  Geraden  G  setzen,  so  dass  die  genannte 
letzte  Eigenschaft  durch  eine  Curve  (x  +  y)*^'  Classe  J?y'+J^  mit 
G  als  y-facher  Tangente  zum  Ausdruck  kommt. 

Beide  Curven  26*+*  und  By''^^  haben  nun  {x+y){a  +  h)  Tangenten 
gemein,  von  denen  jedoch  iy  auf  G  gelegen  sind,  also  noch  {a(x+y)  +  hx) 
andere  übrig  bleiben.     Daraus  schliessen  wir  jedoch  wieder: 

Soll  eine  der  Curven  des  Systems  S(C^)  in  irgend  einem 
Punkte  R  einer  Curve  C  eines  Büschels  B(C^)  irgend  eine  be- 
stimmte Bedingung  erfüllen,  so  sind  auf  jeder  Geraden  G  je 
(jDi(x  +  y)  +  'bx)  Punkte  It  gelegen,  oder  der  Ort  des  Punktes  R  ist 
eine  Curve  (a(a5  +  y) +  &«)*•"  Grades  Ä«(*+Sf)+**^  welche  die  r* 
Grundpunkte  des  Büschels  zu  a-fachen  Punkten  hat. 

Da  femer  die  Curve  Äa«<'+y)+**  mit  jeder  Curve  C^  ausser  den  r* 
Grundpunkten  noch 

ra(x  +  y)'\'r'bx  —  ar^  =  ar(x  +  y—r)  +  hrx 

Punkte  gemein  hat,  so  folgt  daraus: 

Sollen  die  Curven  eines  Systems  S{G^)  in  Bezug  auf  irgend 
eine  beliebige  Curve  C^  noch  eine  letzte  Bedingung  erfüllen, 
so  giebt  es  im  Allgemeinen  je 

r{x'\'y  —  r)a'\'rx'b 
solche  Curven  des  Systems. 

Hierbei  sind  die  Coefficienten  von  a  und  h  thatsSchlich  nur  von  der 
letzten  Bedingung  abhängig,  das  System  möge  beschaffen  sein,  wie  es  wolle. 
Um  letztere  Coefficienten  also  zu  bestimmen,  können  wir  namentlich  das 
System  so  einfach  wie  nur  möglich  voraussetzen.  Insbeson- 
dere können  wir  zu  deren  Bestimmung  z.  B.  ein  Büschel  Ge- 
raden durch  einen  Punkt  wählen  und  hierbei  von  der  Geraden  G 
absehen,  und  erhalten  dann  den  Satz: 

Hat  eine  Gerade  H  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Curve  C^ 
die  verlangte  Eigenschaft  und  gehen  x  derselben  durch  einen 
Punkt,  während  je  y  von  den  Curven  eines  Büschels  B{C^)  eine 
beliebige  Gerade  jB'nach  der  verlangten  Bedingung  schneiden, 
so  sind  die  obigen  Coefficienten  gleich 

T{x  +  y  —  i')   und   rx. 
Oder : 
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Ist  der  Ort  des  Panktes  R^  in  welchem  eine  Gerade  durch 
einen  festen  Punkt  eine  Carve  eines  Büschels  unter  irgend- 
welcher gegebener  Bedingung  durchschneidet,  eine  Curve 
(x+f/)**^  Grades,  welche  den  festen  Punkt  zum  re-fachen  Punkte 
hat,  so  sind  die  obigen  Coefficienten  durch  r{x+y  —  r)  und  rx 
gegeben. 

Oder  Yollstttndiger: 

Ist  der  Ort  des  Punktes  R^  in  welchem  eine  Gerade  durch 
einen  festen  Pol  P  eine  Curve  C''  eines  Büschels  B{G^)  durch 
r'  Grundpunkte  unter  irgendwelcher  Bedingung  durchschnei- 
det, eine  Curve  {x  +  y)*^^  Grades  mit  P  als  x-fachem  Punkte,  so 
giebt  es  stets  r(x  +  y  —  r)a  +  l>rx  solche  Curven  eines  durch 
^fi(fi+3)-l  gegebene  Bedingungen  bestimmten  Systems,  welche 
eine  bestimmte  Beziehung  zu  einer  Curve  C**  haben,  und  wobei 
a  und  h  angeben,  wieviele  der  Curven  des  Systems  durch  einen 
Punkt  gehen,  resp.  eine  Gerade  berühren. 

Hierbei  wollen  wir  jedoch  ausdrücklich  und  wiederholt  bemerken ,  dass, 
wenn  der  Satz  giltig  sein  soll,  nöthigenfalls  auch  uneigentliche 
Losungen  oder  einzelne  Lösungen  als  mehrwerthig  gezählt 
werden  müssen.  Wir  sind  nSmlich  davon  ausgegangen,  dass  zwei  Curven 
ausser  einer  bestimmten  Geraden  G  noch  weitere  von  G  verschiedene  Tan- 
genten  2\  gemein  haben.  Die  von  uns  gegebene  Anzahl  von  solchen  Tan- 
genten 2\  kann  jedoch  aus  mehrerlei  Gründen  hinfällig  werden.  So  können 
z.  B.  in  G  mehr  Tangenten,  als  angenommen  worden,  vereinigt  sein,  dann 
nämlich,  wenn  G  von  beiden  Curven  in  gleichen  Punkten  berührt  wird, 
oder  aber  es  kann  jede  Tangente  2\  (wie  wir  weiter  unten  sehen  werden) 
als  mehrfach  zählend  angesehen  werden  müssen,  oder  aber  auch  die  Gerade 
Gaa  als  Tangente  T^  auf  uneigentliche  Lösungen  führen  u.  s.  w. 

Will  man  demnach  sicher  gehen,  so  hat  man  auf  der  Geraden  G  das 
Fortschreiten  der  Tangenten,  welche  uns  beide  obige  Curven  geben,  voll- 
ständig und  genau  zu  verfolgen. 

Dass  dies  nöthig  ist,  mag  uns  folgendes  Beispiel  zeigen: 

Ein  System  Kegelschnitte  ist  so  beschaffen,  dass  jeder 
Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  geht  und  auf  einer  Geraden  G 
je  dieselben  Punkte  bestimmt,  wie  die  Kegelschnitte  eines 
Büschels  B{C^)]  es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt 
werden,  die  die  zugehörigen  Kegelschnitte  in  vier  solchen 
Punkten  schneiden,  von  denen  drei  auf  G  gelegen  sind.     Oder: 

Zwei  Kegelschnitte,  welche  zwei  Büscheln  5(C*)  und5(P*) 
angehören,  bestimmen  auf  einer  Geraden  G  dieselbe  Involu- 
tion; es  soll  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  des  einen  Büschels 
JB{C^  bestimmt  werden,  die  den  zugehörigen  Kegelschnitt  in 
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einem  Pnnkte  Ä  von  G  berühren  nnd  in  einem  zweiten  Punkte 
B  anf  G  schneiden. 

Ziehen  wir  in  irgend  einem  Punkte  P  auf  G  die  Tangenten  an  die 
beiden  Kegelschnitte  der  Büschel,  die  durch  P  gehen,  so  erhalten  wir  als  Orts- 
curren  dieser  Tangenten  zwei  Curven  dritter  Classe  J?,'  und  D,',  die  beide 
G  zur  Doppeltangente  haben.  Beide  Curven  berühren  jedoch  G  in  denselben 
Punkten ,  die  Gerade  G  zfthlt  somit  nicht  vierfach  als  gemeinsame  Tangente, 
sondern  sechsfach.  Dementsprechend  giebt  es  nur  noch  drei  der  verlangten 
Kegelschnittpaare,  während  den  zwei  durch  G  weiter  absorbirten  Tangenten 
Kegelschnittpaare  entsprechen,  die  die  verlangte  Bedingung  nicht  erftUlen, 
vielmehr  zu  den  uneigentlichen  Lösungen  zu  rechnen  sind. 

VI. 
Anwendungen  des  Hauptsaties  obigen  Theils. 

Von  dem  obigen  Hauptsatze  wollen  wir  nur  einige  Anwendungen 
machen,  und  zwar: 

1.  Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden, 
welche  fünf  gegebene  Geraden  zu  Normalen  haben. 

Jede  Gerade  N  gehört  zu  einem  Büschel  B{N),  Der  Ort  der  Fuss- 
punkte  der  Strahlen  eines  Büschels  B{P)^  die  senkrecht  stehen  auf  den 
Strahlen  des  Büschels,  ist  ein  Kreis  über  der  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte beider  Büschel,  also  eine  Curve  ^|^     Daraus  folgt: 

a?+y  =  2,     x=l,    r=l; 
r(ic  +  y  — r)  =  l,     ra;=l, 

also  das  Bildungsgesetz  als  gegeben  durch  a  +  h,  woraus  die  Lösung  stufen- 
weise folgt.     (Siehe  I.) 

2.  Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  eines  Systems  bestimmt  werden, 
welche  irgend  eine  Curve  dritten  Grades  berühren. 

Wir  haben  den  Satz:  Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
von  einem  Pole  P  an  die  Curven  des  Büschels  ist  eine  Curve  fünften  Grades, 
mit  P  als  einfachem  Punkte;  B^\     Also  ist: 

und  da  r  =  3  ist,  folgt: 

^(^+y  — 3)  =  6,    raj  =  3, 

woraus  wir  das  Bildungsgesetz  erhalten: 

d.  h.  das  Gesetz,  das  sich  uns  z.  B.  auch  ergiebt,  wenn  wir  etwa  p  in  IIL 
c=3  setzen.     Es  ist  dort: 

«i^pCp  — 1)  =  6»     /5i=P  =  3. 

3.  Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  die  irgend  fünf 
Curven  dritten  Grades  senkrecht  durchschneiden. 
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Wir  haben  zunächst,  wie  wir  unten  in  YU.  zeigen  werden,  den  Satz; 

Fällen  wir  von  einem  Punkte  P  Normalen  auf  die  Curren  eines  Bü- 
schels B{C^) ,  so  ist  der  Ort  des  Fnsspunktes  derselben  eine  Gurre  sechsten 
Grades,  welche  P  zum  einfachen  Punkte  hat.     Dies  giebt: 

«  +  y  =  6,    y=l 
und,  da  r  =  3: 

r(ir+y-3)  =  9,    rx^3, 
also  das  Bildungsgesetz: 

i  =  9a  +  35. 

Gehen  wir  nun  von  den  Werthen  1,  2,  4,  4,  2,  1  aus,  so  erhalten 
wir  zur  Entwickelung  der  Aufgabe  folgendes  Schema: 

12  4  4  2         1 

15        30        48         42       21 

225       414       658       441 

9267      5700      7245 

46503     73035 

637632. 

Es  giebt  somit  im  Allgemeinen  je  637632  Kegelschnitte, 
die  irgend  fünf  Curven  dritten  Grades  in  einem  Punkte  senk- 
recht durchschneiden,     ü.  s.  w. 

Hiermit  wollen  wir  den  ersten  Haupttheil ,  der  sich  mit  der  Frage  nach 
der  Anzahl  der  Lösungen  einer  Aufgabe  beschäftigt,  verlassen  und  über- 
gehen zu  dem  zweiten  Theile,  der  sich  mehr  mit  den  Eigenschaften  all- 
gemeiner Curven  befasst. 

vn. 

üeber  die  Anzahl  B'ormalen  einer  Cnrye,  welche  durch  einen  Punkt 

gehen« 

Zur  Behandlung  dieser  Frage  gehen  wir  ebenfalls  von  einem  Büschel 
Curven  n^"  Grades  J?(C")  durch  n*  Grundpunkte  aus.  Wir  haben  zunächst 
den  Satz: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  einer  Curve 
C"  eines  Büschels  auf  einer  Geraden  G,  so  ist  der  Ort  der  Tan- 
gente selbst  eine  Curve  T^2^2. 

Ebenso  haben  wir: 

Liegt  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  auf  einer  Ge- 
raden G,  während  der  eine  Schenkel  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  so  umhüllt  der  andere  Schenkel  eine  Parabel  Pq\  welche 
auch  G  berührt. 

Beide  Curven  72^—2  tind  Pj^  haben  nun  ausser  G  selbst  noch 

2(2n-l)-(2fi-2)  =  2n 
Tangenten  gemein,  woraus  jedoch  sofort  folgt; 
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Fällen  wir  von  irgend  einem  Punkte  P  Lothe  anf  die  Cnr- 
yen  eines  Büschels,  so  liegen  deren  Fusspunkte  alle  auf  einer 
Carve  2n^*°  Grades  i?^^",  welche  anch  dnrch  die  Orundpunkte 
des  Büschels  geht. 

Ausser  den  letzteren  Grundpunkten  hat  nun  die  Ortscnrve  mit  einer 
einzelnen  Curve  C"  des  Büschels  noch  2n*  — «*  =  «*  Punkte  gemein ,  wo- 
raus wir  jedoch  weiter  folgern  können: 

Durch  jeden  Punkt  gehen  ff  Normalen  einer  GnrYe  «*** 
Grades. 

VIII. 

üeber  die  Anzahl  Cnrven  dreier  Büschel»  die  sich  alle  in  einem 
Punkte  berühren,  und  über  osculirende  Curven  zweier  Büsehel 

und  die  Hesse'sche  Gurve. 

1.  Wir  hatten  bereits  oben  den  Satz: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  einer  Gurve  C  eines 
Büschels  B{C^)  auf  einer  Geraden  C,  so  ist  der  Ort  der  Tangente  T  eine 
Gurve  (2r  — 1)*^  Classe  mit  G  als  (2r  — 2)- facher  Tangente.  Wenden  wir 
dies  auf  zwei  Büschel  B(C^)  und  Bifi*)  an,  so  erhalten  wir  daraus  zwei 

Curven  G^l^x)  und  G2/— 2i  welche  ausser  G  noch 

(2r-l)(25-l)-4(r-l)(s-l)  =  (2r+25-3) 

Tangenten  gemein  haben.     Daraus  folgt: 

Soll  eine  Curve  eines  Büschels  B{C^)  eine  Gurve  des  Bü- 
schels B{C')  berühren,  so  ist  der  Ort  des  Berührungspunktes 
eine  Curve  (2r  +  25  — 3)*®°  Grades  /?j^''+2''-',  welche  auch  durch 
die  Grundpunkte  beider  Büschel  geht. 

Hieraus  erhalten  wir  zunächst: 

Eine  Curve  O'*  wird  von  r(r  +  2s  —  3)  Curven  eines  Büschel^ 
BiC)  berührt     (Steiner,  Ges.  W.,  Bd.  2  S.  500.) 

2.  Insbesondere  sind  also  unter  den  Curven  des  Büschels  B{C*)  auch  je 

(2r  +  25-3)(2r  +  25-3  +  25-3)  =  (85«  +  4r*  +  125r~18r-245  +  18) 

solche   enthalten,    welche   die   Ortscurve  Äi'''+*^*~^  berühren.     Hierin  sind 
jedoch  inbegriffen: 

Ä.  Curven  C,  welche  7?j2r+2«-3  j^  einem  der  Grandpunkte  des 
Büschels  berühren,  und  zwar  zählt  jede  dieser  Curven  zweifach; 

B,  Curven  C*,  von  denen  jede  die  Ortscurve  Äj2»+2«-3  j^  einem 
Punkte  (2,  der  Grundpunkt  des  Büschels  B(C^)  ist,  berührt;  jede  solche 
Curve  zählt  einfach,  und 

C.  diejenigen  Curven  des  Büschels  B[C'),  welche  einen  Doppelpunkt 
haben. 

Ziehen  wir  nun  von  dem  obigen  Werthe  für  diese  drei  Fälle  die  Zahlen 
2«*,  r^  und  3(5  —  1)^  ab,  so  bleiben  noch 
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3(H+5*  +  4r5-6r-65  +  5) 
Curven  des  Büschels,  die  Äj2r+2«-3  eigentlich  berühren.    Zu  jedem  solchen 
Berühm  ngspunkte  gehört  aber  eine  solche  Curve  C,   die   eine   der  Curven 
C  in  diesem  Punkte  oscnlirt.     Daraus  folgern  wir: 

Unter  den  Curven  zweier  Büschel  giebt  es  insbesondere 
auch  je  3j(p  +  5)(p  +  g  — 6)  +  2jpg  +  5j,  welche  einander  in  irgend 
einem  Punkte  osculiren.     (Vergl.  Steiner,  Oes.  W.,   Bd.  2  S.  500). 

3.  Sind  femer  drei  Büschel  B{C^),  B(C')  und^5(C')  gegeben,  so 
können  wir  das  eine  Mal  das  Büschel  B  (C^)  und  das  Büschel  B{C')^  das 
andere  Mal  das  Büschel  B^C)  und  das  Büschel  B{C^)  combiniren  und  er- 
halten auf  diese  Art  zwei  Curven  Äj^''+2»-8  und  Ä,^'*+^'~^     Beide  haben 

(2r  +  25-3)(2r  +  2*-3) 

Punkte  gemein.  Hiervon  gehen  ab  für  die  Omndpunkte  des  Büschels  B{C^) 
r*  solche  Werthe  und  für  3(r*  —  l)  Doppelpunkte  einzelner  Curven  des  Bü- 
schels ebenso  viele.     Es  bleiben  demnach  noch 

(2r-f25-3)(2r  +  2<-3)-r«-3(r-l)^  =  4(rfi+W  +  50-6(r-f-5  +  ^-l) 

andere  übrig.     Dementsprechend  haben  wir  auch: 

unter  den  Curven  dreier  Büschel  giebt  es  je 

4{rt  +  rs  +  8t)''6{r+8  +  t-l) 

solche,  die  sich  alle  drei  in  einem  Punkte  berühren.  (Steiner, 
Ges.  W.,  Bd.  2  S.  500.) 

4.  Berühren  sich  irgend  zwei  Curven  r^"  Grades  in  einem  Punkte  P, 
so  ist  unter  den  Curven  des  Büschels,  das  durch  beide  Curven  bestimmt 
ist,  insbesondere  auch  stets  eine  solche,  die  P  zum  Doppelpunkte  hat. 

Lassen  wir  nun  den  Pol  Q  auf  einer  Geraden  G  sich  bewegen,  so  bilden 
alle  zu  diesen  Polen  Q  gehörigen  ersten  Polaren  jß"~~*  in  Bezug  auf  eine 
Basis  C»  einen  Büschel  B{Q^^^)  von  Curven  (n  — 1)**»  Grades.  Bewegt 
sich  ebenso  der  Pol  N  auf  einer  zweiten  Geraden,  so  gehört  auch  hierzu 
ein  Büschel  erster  Polaren,  B(N^^^).  Soll  nun  weiter  eine  der  Curven 
(?"""*  eine  der  Curven  iV"""*  berühren,  so  ist  nach  1.  der  Ort  des  gemein- 
samen Berührungspunktes  R  eine  Curve  vom  Grade  (2(n — l)-f-2(n  — 1)  — 3) 
=  4fi  — 7.  Diese  Curve  enth&lt  jedoch  als  Theil  die  erste  Polare  Qq*^^  in 
Bezug  auf  die  Basis,  welche  durch  die  Grundpunkte  beider  Büschel  erster 
Polaren  geht,  zerfällt  also  in  diese  Curve  jpo"""^  ^nd  öine  Curve  3(fi  — 2)*«" 
Grades  HHn-2)^  welche  die  Hesse'sche  Curve  heisst     Wir  erhalten  also: 

Soll  die  erste  Polare  einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der 
Ort  dieses  Doppelpunktes  eine  Curve  3(n  — 2)**°  Grades,  welche 
die  Hesse*sche  Curve  heisst. 

Hiermit  haben  wir  die  Grundlage  zur  Betrachtung  der  Resultate  gegeben, 
die  sich  in  der  St  ein  er 'sehen  Arbeit  S.  498  der  Ges.  W.  Bd.  2  entwickelt 
finden,  nnd  die  wir  in  einer  andern  Arbeit  eingehend  behandeln  werden. 
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IX. 
Heber  die  Anzahl  der  Wende-  und  Doppeltangenten  einer  Cnrre  C\ 

1.   Soll  diese  Anzahl  bestimmt  werden,  so  gehen  wir  auch  hier  wieder 


7on  einem  Büschel  Curyen  (7"  aus. 

Fig.l. 


Schneidet  irgend  eine  der 
Curven  die  Gerade  G  in  einem 
Punkte  X  und  eine  Gerade  L 
in  einem  Punkte  y,  so  ist  der 
Ort  der  Geraden  xy  eine  Cnrre 

(2fi  - 1)*«  Classe,  ff2-Y,  mit 
G  als  (fi  —1)  -  Fächer  Tangente. 
Ziehen  wir  weiter  in  o?  an  C* 
^  eine  Tangente  xZ  an  C",  so 
ist  der  Ort  derselben  eine  Gurre 
i2n-l)^  Classe  mit  G  als 
2(n-l)-facher  Tangente.  Beide  Curven  haben  (2n— 1)*  — 2(fi  — 1)« 
=  2n^  — 1  Tangenten  gemein,  die  mit  G  nicht  zusammenfallen.  Hiervon 
geht  jedoch  noch  eine  weitere  ab,  welche  durch  den  Schnittpunkt  Q  von  G 
und  L  geht.  Es  bleiben  somit  noch  2n^~2  weitere  Tangenten  flbrig. 
Hieraus  erhalten  wir: 

Soll  der  Berührungspunkt  x  einer  Tangente  rry  einer  Curve 
des  Büschels  auf  einer  Geraden  G  gelegen  sein,  so  liegen  von 
den  weiteren  Schnittpunkten  derCurve  mit  der  Tangente  noch 
je  2n*  — 2  auf  der  Geraden  L.    Oder: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  an  eine  Curve 
des  Büschels  auf  einer  Geraden  G^  so  ist  der  Ort  der  übrigen 
Schnittpunkte  der  Tangente  mit  der  Curve,  die  ihr  zugehört, 
eine  Curve  2n*-2*«"  Grades.* 

Diese  letztere  Curve  hat  mit  der  Geraden  G  wieder  2n*  — 2  Punkte 
gemein.  Diese  zerfallen  in  2(n  — 1)  Gruppen  von  je  (n  — 2)  Punkten,  wovon 
jede  Gruppe  zu  einer  Curve  C"  gehört,  die  G  berührt,  und  2 ff  ^2 
—  2(fi--l)(n— 2)  =  6(n  —  1)  andere  Punkte ,  die  Wendepunkte  einzelner 
Curven  des  Büschels  sind. 

Lassen  wir  G  durch  einen  Grundpunkt  des  Büschels  gehen,  so  finden 
wir  auf  analoge  Art,  dass  ausser  demselben  nur  noch  (6n  — 9)  Wendepunkte 
auf  dieser  Geraden  G  liegen. 


*  Dieser  Satz  enthält  für  n  =  2  einen  scheinbaren  Widersprach,  da  sich  eine 
Curve  sechsten  Grades  ergiebt.  Diese  Carve  ist  zusammengesetzt  aus  den  sechs 
Yerbindungtlinien  der  vier  Grundpankte  des  Büschels,  und  alle  Punkte  dieser  Ge* 
raden  sind  thats&chlich  als  Wendepunkte  einzelner  Kegelschnitte  des  Büschels  an- 
insehen. 
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Dies  giebt  wieder  den  Satz: 

Der  Ort  der  Wendepunkte  der  Curven  eines  Büschels  ist 
eine  Curve  6(fi  —  l)**»  Grades  W^^^^^^^  welche  die  Grundpnnkte 
des  Büschels  za  dreifachen  Punkten  hat. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

Jede  Curve  n^*°  Grades  hat  im  Allgemeinen  3fi(n  — 2)  Wende- 
punkte,  und  durch  diese  Wendepunkte  gehen  unendlich  viele 
Cnrven  3(fi  — 2)*«»  Grades. 

2.    Zur  Bestimmung  der  Doppeltangenten  dient  folgendes  Verfahren: 
Ist    X    ein    Punkt    einer  Fig.  2. 

Corvo  C*   eines   Büschels 
JB(C7*)  auf  G  und  ziehen  wir 
von  G  die  Tangenten  xy  an 

die  Curve,  so  ist  der  Ort  dieser  ^      

Tangenten  eine  Curve  n(fi-l)  G 

-2  +  2(fi-l)(fi-2)  =  (3n*-7n  +  2)*«°  Grades  Gjt"'!?)" .t') ,  welche  G  zur 
2(n  —  l)(fi  — 2) -fachen  Tangente  hat    Femer  ist  der  Ort  der  Tangente  xz 

im  Punkte  x  an  die  Curve  C"  eine  Curve  2(n  — !)*•'  Classe  G?J*n"li),  mit 
G  als  2(n  — l)-facher  Tangente.  Beide  Curven  haben  nun  ausser  G  selbst 
noch  (2fi-l)(3n*— 7fi-f-2)-4(fi-l)«(n-2)  Tangenten  Z  oder  auch 
(2fi'  — fi'  — 9n-|-6)  solche  Tangenten  gemein.  Diese  letzteren  bestehen 
aber  aus  den  Wendetangenten  der  Curven  des  Büschels,  deren  Wende- 
punkte in  G  liegen,  und  aus  solchen  Doppeltangenten  einzelner  Curven  des 
Büschels  y  die  die  zugehörige  Curve  in  einem  Punkte  auf  G  berühren.  Jeder 
solchen  Wendetangente  entsprechen  in  beiden  Curven  dieselben  Berührungs* 
punkte,  oder  jede  derselben  ist  doppelt  zu  zählen.  Wie  wir  oben  sahen, 
giebt  es  jedoch  in  G  je  6  (fi  —  1)  Wedepunkte  einzelner  Curven  des  Büschels. 
Ziehen  wir  von  obiger  Anzahl  hierfür  den  Werth  2.6(n  — 1)  ab,  so  bleiben 
noch  2n3-n«-9n  +  6-12(n-l)  =  2n«-fi«--21n+ 18  Tangenten,  die 
Doppeltangenten  mit  obiger  Eigenschaft  sind.     Daraus  folgt: 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  ein- 
zelner Curven  des  Büschels  ist  eine  Curve  des  2n'  — n*  — 21fi4-18 
=  (n-3)(2n«  +  5fi-6)*«»  Grades  ff^(— 3)(2««+6«-« 

Es  erübrigt  uns  nur  noch  zu  bestimmen ,  welcher  Art  die  Grundpunkte 
des  Büschels  in  dieser  Curve  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  können  wir  wie  folgt  verfahren: 
Ist  P  einer  der  Grundpunkte         ^  ^*1?L 

des  Büschels ,  so  ziehen  wir  in  P 
an  die  einzelnen  Curven  Tangen- 
ten,  welche  mit  den  Curven  noch  ^ 

weitere    einzelne   Punkte    x    gemein    ^  "^^    4er   Punkt    x    jedoc^ 

dreimal  mit  P  znsammenfitttt,  m  «^er  ein- 


304 


Ueber  die  Anzahl  der  Lösungen  gewisser  Aufgaben  etc. 


zelnen  Curye  des  Büschels  wird,  so  liegen  auf  jeder  durch  P  gehendoi 
Geraden  auch  (n  +  1)  Punkte  re,  von  denen  drei  in  P  fallen;  der  Ort  des 
Punktes  x  ist  also  eine  Curre  des  (fi  +  1)^^  Grades  "X^^^  mit  P  als  drei- 
fachem Punkte.  Soll  nun  die  Gerade  PH  Doppeltangente  einer  einielnff« 
Curve  des  Büschels  sein,  so  muss  PX  diese  Ortscurve  in  x  berühren.  Ton 
P  gehen  also  noch  («  +  l)n  — 12  =  n»  +  «  — 12  =  (n  —  3) («  +  4)  Tang^ten 
an  die  Ortscurve.    Daraus  folgt: 

Die  Ortscurve  ä,(«-8)(2"'+5«-«)  hat  die  Grundpnnkto  m 
(n  — 3)(n  — 4)-fachen  Punkten. 

Ausser  den  Grundpunkten  hat  die  Basis  mit  dieser  Ortscurve  nur  noch 

fi(n-3)(2n«  +  5n-6)-fi«(n-3)(n  +  4)  =  n(n-3)(n-2)(n  +  3) 

Punkte  gemein.  Da  diese  paarweise  zu  den  Doppeltangenten  gehören,  folgt 
daraus : 

Die  Basis  n^^^  Grades  hat  im  Allgemeinen 

f(»i-2)(n-3)(n+3)  =  -^(n-2)(n«-9) 

Doppel  tangenten. 

Und  da  femer  irgend  eine  Curve  fi*^  Grades  (n  — 3)(n  +  4)-fiach  ab 

Theil  einer  Curve  A(n^6)(n+4)  ""  •  welche  durch  die  sSmmtlichen  gemein- 
samen Punkte  der  Ortscurve  und  der  Basis  geht,  so  folgt  femer: 

Durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  einer 
Basis  gehen  Curven  (n-2)(n  — 3)(n  +  3)  =  (n--2)(n«-9)*«°  Grades. 


X. 

Polarenveloppen. 

1.   Wir  nehmen  zunächst  folgenden  Satz  als  erwiesen  an: 
Liegt  der  Punkt  P  in  der  a;*®"  Polare  von  P  einer  Basis  C", 
also   in  P""*,    so   liegt   auch   P  in  der  (n  — a?)*®''  Polare   von  ö, 
also  in  £)*. 

Dies  vorausgesetzt,  können  wir  das  System  Polaren,  deren  Pole  auf  irgend- 
welcher Curve  gelegen  sind,  leicht  untersuchen.    Wir  finden  nämlich  weiter: 
Soll  die  Polare  P'  eines  Poles  P  durch  einen  Punkt  Q  gehen, 
so  giebt  es  je  (n  — a;)<  Pole  P  auf  einer  Curve  ^*®°  Grades  D^ 

Lassen  wir  nun  den 
Pol  Q  auf  dieser  Geraden 
G  sich  bewegen,  so  be- 
stimmen die  durch  Q 
gehenden  Polaren  P*  auf 
einer  zweiten  Geraden  ^x 
Punkte  iS,  und  zwar  im 
Ganzen  je  ix(^  —  %) 
Punkte  Sy  welche  zu  je 


Flg.   4 


Von  B.  Spokir.  StV) 


»^•^   'X-*^   %-X   '^'^■^•X-S    »V    ' 


Dies  giebt  wieder  den  Satt: 

Der  Ort  der  Wendepunkte  der  Cnrven  einet  DtItoheU  lai 
eine  Curve  6(fi  —  l)*«»  Grades  Trj*<"""^\  welche  die  Grundpunkta 
des  Büschels  zn  dreifachen  Punkten  hat. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

Jede  Curve  n^^'Grades  hat  im  Allgemeinen  Sfi(fi  — 2)  Wende« 
punkte,  und  durch  diese  Wendepunkte  gehen  unendlich  yiele 
Curven  3(n  — 2)**°  Grades. 

2.    Zur  Bestimmung  der  Doppeltangenten  dient  folgendes  Verfahren  i 
Ist    X    ein    Punkt    einer  vid.  3. 

Gurre   C"   eines   Bttschels 
B{C*)  aaf  G  und  ziehen  wir 
Ton  G  die  Tangenten  xy  an 
die  Curve,  so  ist  der  Ort  dieser  ^ 

Tangenten  eine  Curve  n(n-l)  ^' 

-2+2(fi-l)(fi-2)  =  (3fi«-7n  +  2)*«  Grades  (?2^«r/)(«t',),  welche  ü  «ur 
2(fi  —  l)(fi  — 2) -fachen  Tangente  hat    Femer  ist  der  Ort  der  Tangente  tS0 

im  Punkte  o;  an  die  Curve  C*  eine  Curve  2{n^lY^  Claese  OlZT^t),  mit 
G  als  2(fi— l)-facher  Tangente.  Beide  Cnrven  haben  nnn  aoeser  G  selbet 
noch  (2ii-l)(3ii*— 7fi+2)-4(n-l)<(fi-'2)  Tangenten  Z  oävr  aiieb 
(2fi'  — «*  — 9ii+6)  solche  Tangenten  gemein.  Diese  leieren  bestehen 
aber  ans  den  Wendetaagenten  der  Cnrven  des  BOeebeb,  deren  Weod«' 
punkte  in  6  liegen,  und  ans  soleben  DappeUaageoim  einzelner  Corveo  dee 
BOecbels,  die  die  zngebOrige  Cnnre  in  einem  Punkte  aof  G  berllbren«  itcAätf 
solchen  Wendeteageste  eDtspredbeB  in  beides  Corven  dieeetbeo  BerObmogik 
punkte,  oder  jede  denetbea  ist  öoppeii  tm  dÜbloL  Wie  wir  ohe»  «sbeo^ 
giebt  es  jedoch  in  C  je  6(«i-l)  WedefNakie  «uzciner Corves  die  »«bebel«. 
Ziehen  wir  tob  obiger  Aszilü  kocffttr  den  W€ff1k2.6(«i''i>  ab^  eo  hkÜMm 
iiodi2ii>-i^-9«i+6-12(«i-l)»2ii>-ii^-21«i+llSTa0fttitM,  die 
DoppeltaageBtcB  flot  obifor  Fiffirhift  mmiL    lAaram  folgt; 

Der  Ort  der  Berftbrnngspnnkte  der  D<^ppeltangenie4i  ei«!' 
seiner  Cnrven  des  Bft^ebels  ii^ieiBe  Cnrve  det$  2f»^'«^^2fl«i'f  1.^ 
=  {if-3)(2ii^-h5i»-6j**»  Grades  Bj^-^^^^^--^. 

£■  erfttvigt  Oft  nur  Aoeb  x»  bentiakaieD,  weikber  Art  die  Or%U0d§nmk^ 
dem  Bttocheb  in  dieaer  Curve  wauL 

Zn  dknm  Zwonkc  klin&es  wir  wie  M$i  vtfiafaRtD: 
Int /"  ««r  der  Gnsdinuikte        ^  '^  ^ 

dee  BOecii^.  ao  siebes  wir  in  Z' 
an  die  frinanliinn  Onreen  Hua^^w»^ 
ten,  ^nkbe  floit  den  Ciirv«t  sHicL  ^ 

wesleR  einsttiiie  ifunkut  x  ifvwnm  imumL  hu  ötwr  ?tistkt  jr  }hÖM^ 
ili  I  iimbI  nut  Z'  ■■aMiimruitfllrr ,  •<;  o!b  ük  /"  ana.  yesrtkfwmkV-  «»wr  «üi- 
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Liegt  der  Pol  P  anf  einer  Geraden  D,  80  ist  das  ganze 
System  Polaren  P'  so  beschaffen,  dass  deren  gerade  je 
(n  — a?)(2r  +  2a?  — 3)  eine  Curve  U  eines  Bttschels  B{lr)  in  einem 
Punkte  von  G  berühren.     Oder: 

Soll  die  Polare  P'  eines  Poles  P  auf  einer  Geraden  D 
irgend  eine  Curve  U  des  Bttschels  B(L'^)  bertthren,  so  ist  der 

Ort  des  Bertthrungspunktes  eine  Curve  /?("Z5^  ^  *"  •  welche 
die  Grundpunkte  des  Bttschels  zu  (n  —  o?)- fachen  Punkten  bat 

Letzteres  folgt  daraus,  dass  durch  jeden  Grundpunkt  («  — o?)  der  ge- 
nannten Polaren  gehen.. 

Ausser  diesen  Grundpunkten  hat  nun  die  Ortscurve  mit  irgend  einer 
Curve  des  Bttschels  noch 

r(n-ic)(2r  +  2ic-3)-r»(fi-ir)  =  r(r  +  2ic-3)(n-«) 

weitere  Punkte  gemein.     Dies  giebt  uns  weiter: 

Das  System  Polaren  P*  für  Pole  auf  einer  Geraden  D  ist 
so  beschaffen,  dass  deren  je  r(r  +  2a;  — 3)(fi  — «)  irgend  eine 
Curve  r**°  Grades  bertthren. 

4.  Ist  nun  Bq  irgend  ein  solcher  Bertthrungspunkt  auf  der  Curve  £^ 
so  gehört  zu  demselben  als  Pol  in  Bezug  auf  0"  eine  Polare  P^"'.  Be- 
wegt sich  jedoch  der  Pol  R  auf  der  Curve  X*",  so  wird  umgekehrt  auch 
für  den  Pol  R^  der  entsprechende  Pol  Pq  auf  D  die  Eigenschaft  haben, 
dass  in  ihm  zwei  zusammenfallende  Polaren  P^—*  für  zwei  aufeinander- 
fallende  Punkte  der  Curve  U  in  Rq  sich  durchschneiden,  oder  der  zu  R^^ 
gehörige  Pol  Pq  auf  D  wird  auf  der  Enveloppe  von  Polaren  />*»—*  für  Pole 
auf  L^  gelegen  sein.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Die  x^^  Polare  der  Leitlinie  U  in  Bezug  auf  eine  Basis  C" 
ist  eine  Curve  E^e  vom  Grade  r(n--a;)(r-t-2ir  — 3).     Oder: 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  Curve  //'',  so  ist  seine  o?** 
Polarenveloppe  vom  genannten  Grade. 

Hiermit  haben  wir  den  von  Steiner  (vergl.  Bd.  2  S.  496)  gegebenen 
Hauptsatz  über  Polarenveloppen  bewiesen. 

Schon  die  wenigen  Beispiele  zeigen,  dass  es  mittels  der  entwickelten 
Methode  möglich  sein  wird,  einen  grossen  Theil  aller  Sätze  über  algebra- 
ische Curven  zu  behandeln,  und  in  der  That  könnten  wir  die  Zahl  von 
Beispielen  in  grosser  Menge  noch  anführen.  Namentlich  ist  dies  der  Fall 
bei  Fragen,  die  auf  Transversalen  algebraischer  Curven  sich  beziehen,  wie 
wir  in  einer  besondern  Arbeit,  in  der  wir  säramtliche  von  Steiner  ge- 
gebenen Sätze  über  ;, geradlinige  Transversalen  bei  algebraischen  Curven*', 
Ges.  W.  Bd.  2  S.  574 — 596,  beweisen  und  theils  erweitern  werden,  zeigen 
wollen. 

Weingarten  (Württeinb.),  im  October  1889. 


XVII. 

Ueber  die  analytische  Verwendung  des  Energieprincips 

in  der  Mechanik. 

Von 

Georg  Helm 

in  Dretden. 


Stellt  T  die  kinetische  Energie  eines  frei  beweglichen  Punktes  dar,  der 
die  Masse  m  und  die  Oeschwindigkeitscomponenten  x\  y\  z  besitzt ,  bezogen 
auf  ein  absolutes  Coordinatensystem,  so  ist 

la)  T=im(rc'»  +  y'«  +  0, 

1  b)  dT=ma:".da;  +  »ty".dy +  »t/'.(ljef. 

Wenn  andererseits  'X.^Y^  Z  die  den  Punkt  beeinflussenden  Kraftcom- 
ponenten  bezeichnen ,  also  das  im  Allgemeinen  nicht  voUstftndige  Differential 

2)  d^  =  Xefa?+reiy  +  Zefj» 

die  in  der  Zeit  dt  auf  m  übertragene  Arbeit  darstellt ,  so  fordert  das  Energie- 

princip,  dass  die  Gleichung  besteht 

3a)  dT^dÄ. 

folglich 

3b)  (mx'-X)dx  +  {my'-  Y)  dy  +  (w/'-Z)  dz  =  0. 

Die  dynamischen  Differentialgleichungen  des  frei  beweglichen  Punktes 

4)  »tic"=X,     my"=>Yy    mz^^Z 

mrürden  also  eine  Folge  des  Energieprincips  sein,  wenn  es  gestattet  wftre, 
die  Gleichung  3b)  so  zu  zerfallen,  dass  jedes  einzelne  der  drei  Glieder  yer- 
cchwindet.  Für  den  freien  Punkt  stellen  nun  dx  =  xdt^  dy  =  ydt^  dz  =  z'dt 
alle  Verschiebungen  dar,  welche  bei  der  Passirung  der  Stelle  xyz  mit  be- 
liebiger Geschwindigkeit  x'yz  überhaupt  möglich  sind;  sie  besitzen  daher 
zwar  nnendlich  klein  zu  wählende,  sonst  aber  völlig  willkürliche  Werthe. 
Demgemäss  würde  eine  bekannte  Schlnssweise  in  der  That  von  der  Gleich- 
ung 3b)  zu  den  Gleichungen  4)  führen,  wenn  man  das  in  den  Gleichungen 
3)  ausgesprochene  Energieprincip  für  alle  den  Bedingungen  gemäss  noch 
möglichen  Bewegungen  giltig  erklärt.  Für  den  frei  beweglichen  Punkt 
würde  dann  das  Energieprincip  mit  dem  d^Alem  her  tischen  Princip  zusam- 
menfallen. 

Ich  habe  das  im  Anschlüsse  an  die  Besprechung  des  Po  nee  1  et 'sehen 
Arbeitsprincips  in  meiner  ^ Lehre  von   der  Energie***  S.  83  hervorgehoben 

♦  Leipzig,  1887. 
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nnd  in  diesem  Bnche  noch  mehrfach  Gelegenheit  gehabt,  die  Wiefatigkeit  der 
Anwendung  des  Energieprincips  auf  die  möglichen  VerSnderungen  zu  be- 
tonen. 

Sieht  man  beispielsweise  in  der  thermodjnamischen  Gleichung 

welche  den  Zusammenhang  der  Eigenenergie  E  eines  Körpers  mit  Tempe- 
ratur 6,  Entropie  S^  Druck  p  und  Volum  v  desselben  darstellt,  die  Grössen 
8  und  V  als  unabhängige  VerSnderliche  an,  so  folgt 

dv  "  dS 
nur  dann  aus  dem  in  ihr  ausgesprochenen  Energieprincip ,  wenn  mair  das- 
selbe fdr  jede  beliebige  im  Coordinatensjstem  £f,  v  mögliche  Veränderung 
als  giltig  ansieht.  Bei  der  Wichtigkeit,  welche  diesem  Schlüsse  zukommt, 
erscheint  mir  die  Giltigkeit  des  Energieprincips  fOr  alle  möglichen  Ver- 
änderungen, nicht  allein  für  die  einzelne  wirklich  eintretende  Veränderung 
als  ein  wesentlicher  Bestandtheil  seines  Begriffes. 

Dieser  Bestandtheil  des  Energieprincips  ist  auch  von  Planck  bemerkt 
worden,  dessen  Buch  „Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie ** *  fast  gleich- 
zeitig mit  meiner  eben  erwähnten ,  denselben  Gegenstand  behandelnden  Schrift 
erschien.  Er  hält  es  aber  für  zweckmässig,  diese  Seite  der  Energievorstel- 
lungen  in  einem  besonderen  Gesetze  zum  Ausdruck  zu  bringen,  das  er  als 
Princip  der  Uebereinanderlagerung  der  Energien  (S.  116)  bezeichnet  und  das 
wesentlich  in  der  Aussage  besteht:  die  einzelnen  Energieformen ,  welche  die 
Eigenenergie  eines  Körpers  bestimmen,  sind  unabhängig  von  einander. 

Diese  Auffassung  fUllt  bei  ihrer  praktischen  Verwendung  offenbar  mit 
der  meinigen  zusammen;  denn  wenn  man  in  einem  gegebenen  Falle  fest- 
stellen will,  welche  Energieformen  sich  in  der  Eigenenergie  eines  Körpers 
übereinanderlagern ,  so  muss  man  sich  der  Erfahrung  bedienen  (Planck 
z.  B.  S.  148  u.  187),  und  die  Erfahrung  ist  es  auch,  welche  die  unter  ge- 
gebenen Bedingungen  möglichen  Veränderungen  erkennen  lehrt. 

In  den  folgenden  Ausführungen  dieser  Gedanken  soll  nun  allgemein 
gezeigt  werden,  dass  der  zunächst  aus  allgemeinen  energetischen,  besonders 
physikalisch  -  technischen  Gesichtspunkten  gefolgerte  Satz: 

5)     Bei  jeder  möglichen   Veränderung  bleibt  die  Energie  unverändert , 

zu  den  Differentialgleichungen  der  Dynamik  führt.  Für  die  formelle  Ent- 
wickelung  der  Lehre  von  der  Energie  scheint  es  mir  wesentlich,  zu  ent- 
scheiden, ob  die  Mechanik  nur,  wie  bisher,  den  Beweis  führen  kann^  dass 
die  aus  ihren  Principien  gezogenen  Folgerungen  mit  dem  Energiegesetze  im 
Einklang  stehen,  oder  ob  umgekehrt  dieses  Energiegesetz  an  Stelle  jener 
Principien  zur  allgemeinen  Grundlage  der  Mechanik  gemacht  werden  kann. 

♦  Leipzig  1887. 
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Es  ist  kaum  nöthig,  der  Untersachang  noch  die  Bemerkung  voranzn- 
schicken,  dass  das  eben  ausgesprochene  Energieprincip ,  welches  als  all- 
gemeines Princip  der  Mechanik  hervortreten  soll,  nicht  mit  dem  Satze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  verwechselt  werden  darf,  der  ja  nur  fElr  gewisse 
Systeme  Oiltigkeit  hat,  die  man  als  conservativ  bezeichnet. 

Es  würde  zweckmässig  sein,  diesen  der  Mechanik  geläufigen  Satz  zum 
unterschied  von  dem  eben  angeftlhrten  Energieprincip,  das  sich  wesentlich 
als  eine  Gleichung  zwischen  Differentialen  herausstellt,  als  das  Energie -Inte- 
gral zu  bezeichnen. 

Das  Zeichen  d  wird,  wie  es  in  energetischen,  insbesondere  in  thermo- 
djnamischen  Betrachtungen  üblich  geworden  ist,  im  Folgenden  immer  eine 
der  möglichen,  d.  h.  mit  den  Bedingungen  vereinbaren  Veränderungen^ 
andeuten,  nicht  nur  die  wirklich  eintretende  Veränderung,  für  die  es  meist 
in  der  Mechanik  benutzt  wird.  Die  seit  Lagrange  mit  8  bezeichneten 
virtuellen  Veränderungen  sind  mit  den  eben  definirten  mOglichen 
nur  dann  identisch ,  wenn  die  Zeit  nicht  explicit  in  den  Bedingungsgleich- 
ungen auftritt 

I.  Für  einen  frei  beweglichen  Massenpunkt  führt  zufolge  der  eingangs 
angestellten  Erörterungen  das  Energieprincip  5)  zu  den  Gleichungen  3)  und 
4),  wenn  nur  durch  die  Erfahrung  festgestellt  ist  (oder  bei  rein  theoreti- 
schen Fragen  zugestanden  wird) ,  dass  keine  anderen  Energieformen  in  kine- 
tische Energie  um  wandelbar  sind;  als  solche,  welche  sich  durch  Kräfte 
XYZ  in  der  Form  2)  darstellen  lassen,  d.  h.  durch  Begriffe,  welche  in 
einer  hier  nicht  weiter  auseinanderzusetzenden  Weise  die  in  den  Gesetzen 
vom  Parallelogramm  und  von  der  Wechselwirkung  niedergelegten  Erfahrungs- 
tbatsachen  zum  Ausdruck  bringen.  (Die  Eraftcomponenten  erscheinen  dem- 
nach als  Intensitäten  ihrer  Energieform  —  im  Sinne  der  in  meinem  eben  an- 
gef[ihrten  Buche  vorgeschlagenen  Bezeichnungs weise.) 

Ist  jedoch  die  Bewegung  des  Punktes  m  einer  die  Zeit  nicht  explicit 
enthaltenden  Beschränkung 

6a)  <;pi>,  y,  j6?)  =  0, 

^  dx       ^  dy^^  dz 

unterworfen,  so  mnss  zunächst  wieder  die  Erfahrung  entscheiden  (beziehungs- 
weise theoretisch  bestimmt  werden),  ob  das  Aufrechterhalten  einer  solchen 
Bedingung  einen  Arbeitsaufwand  erfordert  und  wie  derselbe  für  die  ver- 
schiedenen noch  möglichen  Bewegungen  zu  bemessen  ist. 

Falls  für  keine  der  möglichen  Bewegungen  ein  Arbeitsaufwand  dieser 
Art  zu  berücksichtigen  ist,  ergiebt  sich  aus  3a)  nach  bekannter  Methode 
unter  Einführung  eines  unbestimmten  Coefficienten  iL 

7a)    (mx"-Z-i||)jx+(my"-y-i|^)iy  +  (m/'-Z-i|j)d.  =  0. 
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wo  nun  etwa  noch  dx  and  dy  willkttrlich  gewShlt  werden  dürfen  und  l  so 
zu  bestimmen  ist,  dass  der  Factor  von  de  verschwindet.  Somit  sind  die 
Differentialgleichungen  zu  erfüllen 

7b)        fnx"=X  +  kl^,    niy''=Y+kl^,    me''=Z  +  k^. 

gx  oy  de 

Der  Einfluss,  den  die  Bedingung  q>(xyz)^=0  auf  die  Bewegung  aus- 
übt,  wird   also   wieder   durchweine  Kraft  dargestellt,  d.  h.  durch  eine  mit 

XTZ  gleichartige  Grösse,  deren  Componenten  il^— i  ^"5~'  ^■5~~  sind. 

ox       dy        de 

Wenn   die  Aufrechterhaltung   der  Bedingung   q^{xye)=^0   mit  einem 
Arbeitsverbrauch,  z.  B.  mit  Reibungsarbeit 

dÄh  =  Xhdx+  Fft  dij  +  Zi,de, 
verbunden  ist,  so  fordert  das  Energieprincip : 

dT^dA-dAt', 
es  werden  also  die  Grössen  X,  Y,  Z  in  den  Gleichungen  7)  um  X»,  F»,  Z^ 
vermindert  auftreten.  Das  erfordert  ebenso  wenig  eine  weitere  Ausführung, 
als  es  nöthig  erscheint,  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  Systeme  von 
Punkten  zu  Übertragen,  welche  beliebigen  Kräften  unterworfen  sind  und 
beliebigen  Bedingungen  unterliegen;  nur  dürfen  letztere  die  Zeit  nicht  ex- 
plicit  enthalten.  Bis  hierher  stimmt  ja  im  Wesentlichen  der  analytische 
Ausdruck  des  Energieprincips  mit  dem  des  d*Alemb  er  tischen  Princips 
überein,  da  unter  der  bis  jetzt  eingehaltenen  Beschränkung  die  d  mit  La- 
grange's  ö  identisch  sind. 

n.   Sobald  aber  der  Bewegung  eines  Massenpunktes  eine  die  Zeit  ex- 
plicit  enthaltende  Bedingung 

8a)  <p(a;,y,  jer,  0  =  0, 

^  dx       ^dy^^  de       ^  dt 

vorgeschrieben  ist,  so  wird  im  Allgemeinen  ein  Arbeitsaufwand  zum  Er- 
zwingen dieser  Beschränkung  unumgänglich.    Denn  sonst  wäre  die  Gleichung 

(rnx"-X~kl-^)dx+(m!,--Y-kl^)dv 

\  de/  et 

ZU  erfüllen,  entsprechend  der  Gleichung  7a)  im  Falle  zeitfreier  Beschrän- 
kungen. Die  Gleichung  9)  kann  aber  nicht  für  jede  noch  mögliche  Be- 
wegung erfüllt  werden,  wie  das  Energieprincip  doch  fordert.  Denn  die 
Wahl  dx=^dy  =  0  f(lr  die  in  der  Zeit  dt  eintretende  Bewegung  zieht  die 
Gleichung  o  o  -  ^ 

10)  deJ^       dt=^0,  .g^       =0 

de  et  de  dt 

nach  sich,  fUhrt  also  9)  über  in 

11)  mz"=Z, 
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-       -^     N     * 


Diese  Gleichung  steht  aber  im  Allgemeinen  in  WiderspnieK  mit  W)y   wi«» 
die  Differentiation  der  Gleichung  10)  nach  t  teigt 

Der  Energiebetrag,  der  zugeftlhrt  werden  mu$8^  um  die  Kedinguug  8) 
aufrecht  zu  erbalten,  möge  mit  dtÄ  bezeichnet  werden,  Ueber  die  H((he 
desselben  muss  die  Erfahrung  entscheiden.  FOr  den  Fall|  datt  g^wtiiiw 
Energieumformungen,  insbesondere  die  Reibungtarbeit^  unbetrAohillch  «indi 
wird  gewöhnlich  das  Erfahrungsergebniss  in  der  AusdrudcHWuim^  dmi  Prin- 
cips  der  virtuellen  Arbeiten  dahin  zusammengefastt:  ^Der  Arbi^linatifwand 
dtA  sei  so  beschaffen,  dass  er  ftlr  alle  Bewegungen  d^x^  d^y,  d^i,  WDldhci 
der  Bedingung 

genügen,  verschwinde.''     Da  diese  künstlich  herangezogenen  virtttnilen  Ver* 
änderungen  cLq  nicht  zu  den  unter  der  Bedingung 

möglichen  gehören,  so   können  wir  das  in  solcher  Form  niedergele^ln  Kr- 

fahrungsergebniss  nur  mit  einiger  Weitläufigkeit  für  unser  Prinoip  ß)  irnr- 

werthen. 

Wir  führen  zu  diesem  Zwecke  neue  Differentiale  dt   ein,   welohi»  diu 

Gleichungen 

dx^d^z-tdtx,    dy  =  df,y  +  dtyf    d0t=>d^0  +  dii 

erfüllen,  und  schreiben  nnn  das  Energieprineip 

13a)  dT==dA  +  dtA 

folgendermassen : 

_  '  ex)  ^      '  6$) 

</ ■  4t  <tf 

iakraü^Ke^snmxvn .  •ihm»    7«»rii{l.  7. 

34  w-r   —  .1-*'«.     •     W7        7  -^  €  Mit    -^  A  ^  * 
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Daraus  folgt 

Dieses  Ergebniss  zeigt,  dass  man  im  gegebenen  Falle  unmittelbar  ans 
Oleichung  13)  die  Differentialgleichungen  und  den  zuzuführenden  Energie- 
betrag entnehmen  kann ,  indem  man  diese  Oleichung  so  behandelt,  als  wären 
dXj  dy^  de  und  dt  nur  der  Bedingung  8)  unterworfene ,  sonst  von  ein- 
ander yöUig  unabhftDgige  willkürliche  Differentiale.  Dann  geht  sofort  13] 
über  in  die  Gleichungen  14)  und  15). 

Besser  aber,  als  in  dieser  Form,  drückt  man  wohl-  das  Erfiahmngs- 
ergebniss  über  den  Arbeitsaufwand,  den  die  Aufrechterhaltung  einer  ge- 
gebenen Bedingung  erheischt,  in  folgender  Weise  aus:  um  die  Bewegung 
eines  Punktes  der  Bedingung  fp{x^y^  z^  ^)  =  0  unterworfen  zu  halten,  muss 
ihm  jedenfalls  während  des  Zeitelementes  dt  eine  Arbeit  zugeführt  werden, 
die  durch  Gleichung  15)  bestimmt  ist;  dabei  ist  X  ein  Coefficient,  der  so 
bestimmt  werden  muss,  dass  die  Gleichungen  14)  mit  der  Bedingung  ^=0 
vereinbar  sind.  Ausser  dieser  Arbeit  dtA  sind  meist  noch  andere  Arbeiten, 
wie  z.  B.  die  Reibungsarbeit,  zu  berücksichtigen;  sie  fallen  je  nach  der  Art, 
wie  die  Bedingung  (p  =  0  physisch  erzwungen  wird,  verschieden  aus  und 
können  im  Allgemeinen  nur  in  der  Darstellung  2)  angegeben  werden. 

Drückt  man  in  dieser  Form,  also  mit  Hilfe  von  Gleichung  15),  unsere 
erfahrungsmässige  Kenntniss  von  dem  dynamischen  Einfluss  gegebener  Be- 
dingungen aus,  so  führt  das  Energieprincip  13)  sofort  zu  der  Gleichung 

„,        (».••-x-.^)..+(»,-_r-,!|).. 


+  (^/'_Z-A|^)d^  =  0, 


welche  wegen  der  Willkür  bei  der  Wahl  von  dx^  dy^  dz  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  ergiebt 

Schliesslich  erkennt  man ,  dass ,  auch  wenn  <p  =  0  die  Zeit  explicit  ent- 
hält, der  Einfluss  einer  solchen  Bedingung  einer  zur  Fläche  q>  =  0  normale 
gerichteten  Kraft  zugeschrieben  werden  kann,  und  gewinnt  so  den  Aus— 
gangspunkt  für  die  physikalisch  einleuchtendste  Begründung  der  Gleichung' 
15).      In   ihr  stellt  dtA   die   Arbeit  dar,    welche   von   einer   Kraft,    deren 

Componenten    A^— »   A^r— >  A-^—    sind,    im   Zeitelement   dt   geleistet  wird, 

ox        oy        oz 

und  ist  also  Null  bei  zeitfreien  Bedingungen,  unsere  Erfahrung  über  den 
Einfluss  von  Bedingungen  findet  wenigstens  angesichts  der  gewöhnlich  zur 
Ausübung  eines  Hewegungszwanges  angewendeten  mechanischen  Einrich- 
tungen gewiss  ihren  natürlichsten  Ausdruck  durch  die  Normalkräfte.  Ich 
habe  diesen  Ausgangspunkt  nur  vermieden,  weil  mir  daran  1^,  zu  zeigen, 
dass  man  vom  Energieprincip  zu  den  Normalkräften  hingeführt  wird,  wenn 
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man  die  Gleichung  9  =  0  ohne  Rücksicht  anf  die  Art  ihrer  Realisirang  als 
analytische  Bedingnngsgleichang  einführt. 

IIL  Für  die  praktische  Verwendbarkeit  des  Energieprincips  bei  der 
Lösnng  mechanischer  Aufgaben  ist  der  Umstand  wesentlich,  dass  in  ihm 
an  Stelle  der  die  Beschleunigung  enthaltenden  Glieder  des  d*Alembert- 
schen  Princips  die  Aenderung  der  kinetischen  Energie  auftritt;  dadurch 
ermöglicht  das  Energieprincip  dieselbe  bequeme  Coordinatentransformation, 
welche  das  Hamilton 'sehe  Princip  gewährt. 

Es  sei  die  jederzeitige  Lage  des  Systems  durch  die  Coordinaten  s^^ 
Sff  . . . ,  Sn  allein  yöllig  bestimmt.  Von  diesen  Veränderlichen  können  zwar 
einzelne  als  Functionen  der  Zeit  von  vornherein  bekannt  sein,  aber  die 
X,  i/f  0  jedes  Punktes  im  System  sollen  sich  dann  als  Functionen  jener  n 
Veränderlichen  s  allein  darstellen  und  nicht  etwa  noch  ausserdem  die  Zeit 
explicit  enthalten.^  Ich  werde  diejenigen  5,  deren  Abhängigkeit  von  der  Zeit 
Yor  der  Lösung  des  Problems  unbekannt  ist,  die  echten  Parameter  nennen, 
während  die  als  Functionen  der  Zeit  von  vornherein  vorgeschriebenen  Co- 
ordinaten s  die  Hilfsparameter  heissen  mögen. 

Nun  lässt  sich  die  Summe  aller  während  des  Zeitelements  dt  im 
System  geleisteten  Arbeiten  Xdx  +  Ydy  +  Zdg  in  die  Form 

17)  '£8ds  =  S^d8^+S^ds^  +  ."  +  SndSn 

setzen,  indem  mit  Sk  eine  Summe  bezeichnet  wird,  deren  Glieder  die  Form 
besitzen 

dsk         dsk        dsk 

um  andererseits  das  Element  dt  der  kinetischen  Energie  als  Summe 
von  Gliedern  darzustellen,  die  ds^,  ds^^  ...,  dSn  zu  Factoren  haben,  be- 
denke man,  dass  unter  obigen  Bedingungen  T  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  Grössen  s   ist.     Daher  darf  in 

gesetzt  werden 

^  ds 
und  es  folgt 

Hiemach  gestaltet  sich  der  Ausdruck  des  Energieprincips 

19a)  dT=^dA  +  dtA 

in  folgender  Weise: 


2r-5?|?..-, 
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neren  Problems  sei  T,  so  dass  also  T  eine  Function  von  g^,  9^,  ...,  q^ 
und  ^0  bedeutet,  die,  wenn  ^0  constant,  etwa  gleich  0  erhalten,  also  auch 
g'^sO,  g^0  =  O  gesetzt  wird,  in  T  übergeht.  Dann  liefert  das  Energie- 
princip  die  Gleichung 

Hier  bezeichnet  OodgQ  die  unbekannte  Arbeit,  die  zur  Veränderung  dq^ 
erforderlich  sein  würde.  Da  nun  die  dq^^  dq^^  ...,  dqnj  dq^  sSmmtlich 
Yon  einander  unabhängig  sind,  so  erhält  man,  sobald  9o  =  0,  9^0  =  0, 
q^Q  =  0  gesetzt  wird ,  aus  dem  ersten  Gliede  obiger  Beziehung  die  n  Diffe- 
rentialgleichungen 

9A   N  d  /dT\      dT       ^  19 

^^^^  dAdT^J^d^r^''    »=1,  2,  ...,  n, 

und  ans  dem  zweiten 

24.)         i''.U=~...-[r,GT.)-i7.L~...: 

wobei  durch  die  Indicirung  qQ  =  const.  angedeutet  werden  soll ,  dass  in  die 
Formel  der  Werth  0  für  q'^,  q'^  einzusetzen  ist,  um  die  Bedingungskraft 
Oq  des  speciellen  Problems  zu  finden. 

Als  ein  Beispiel  zur  Erläuterung  dieses  Verfahrens  behandle  ich  die 
Atwood'sche  Fallmaschine.  Ist  M  die  Masse  des  etwa  links  aufsteigenden, 
M+tn  die  Masse  des  zur  Rechten  herabsinkenden  Gewichtes,  h  die  rechts, 
also  c  —  h  die  links  freihängende  Fadenstrecke,  wobei  c  eine  Constante 
bezeichnet,  so  ist  die  kinetische  Energie  der  Gewichte 

25a)  T  =  ^{M+m))i^  +  i  M{c-  h)'^  =  -^{2  M+m)h'^ 

und  bei  einer  Bewegung  dh  gewinnen  die  Gewichte  au  potentieller  Energie  V 

26a)    dV=  -  d^  =  -  g{M+m)  dh  -  gMd{c -  Ä)  =  -  (^m  dh. 

Auf  die  in  der  Bewegung  des  Fadens  und  der  Rolle,  sowie  in  Reibung 
sich  äussernden  Energieformen  soll  hier  —  um  den  Hauptpunkt  allein  her- 
vortreten zu  lassen  —  keine  Rücksicht  genommen  werden. 

Man  erhält  nun  als  Gleichung  des  Energieprincips  dT'\-dV=0: 

27  a)  \{2M+m)h"'-gm\dh  =  0 

und  demgemäss 


m 


So  erfährt  man  nichts  über  den  Druck  der  Rolle  auf  ihr  Lager  oder  über 
die  Reaction  U  des  Lagers  gegen  die  Rolle.  Denkt  man  sich  aber  die 
Rolle  während  der  Zeit  dt  um  du  gehoben,  so  hängt  nun  das  Problem 
von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  h^  u  ab,  und  es  wird  die  kinetische 
Energie 
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^'"''^  =i(2itf+m)(Ä'«  +  u«)-mt*'Ä'; 

die  potentielle  aber  ändert  sich  im  Zeitelemente  dt  am 

^  =^''gmdh+g{2M+m)du. 

Das  Energieprincip  liefert  die  Gleichung  dT  =  dfii+  Udu^  also 

o^,  V  j(22(f+w)Ä"— tnu  — tn^jdÄ 

^        +{(2if+m)tt"-mÄ"+^(2Jlf+m)-ü'jdu  =  0. 

Sie  zerfällt  wegen  der  Willkürlichkeit  von  dh  und  du  in  zwei  Gleich- 
ongen,  die,  auf  den  Fall  u  =  con5f.  =  0,  u=0  angewendet,  ergeben 

-^  2M+m  ^^  ^      2M^m 

Der  Druck  auf's  Lager  ist  also  abhängig  yon  der  eintretenden  Beschleuni- 
gung K\  wie  bekanntlich  durch  Anhängen  des  Apparates  an  eine  Waage 
(etwa  in  der  Weise  yon  Poggendorff)  gezeigt  werden  kann,  unmittelbar 
aus  Gleichung  24  b)  findet  man 

29)  0Q=U''g{2M+m)==-mh". 

Es  hindert  nichts,  die  yorstehende  Betrachtung  unter  den  Gesichtspunkt  zu 
bringen,  dass  u  eine  gegebene  Function  der  Zeit,  nämlich  constant  ist, 
und  U  du  mit  der  in  Formel  22)  auftretenden  Grösse  dtA  identisch  zu 
erachten. 

V.  Dass  man  in  geeigneten  Fällen  unmittelbar  yom  Energieprincipe 
zu  den  gewünschten  Ergebnissen  gelangen  kann,  ohne  erst  in  der  gewöhn- 
lichen Weise  die  Differentialgleichungen  aus  ihm  herzuleiten,  ist  schon  an 
der  seit  Poncelet  in-  der  technischen  Mechanik  üblichen  Behandlung 
zwangläufiger  conservatiyer  Systeme  zu  erkennen.  Hier  möge  gezeigt 
werden,  wie  das  Energieprincip  unmittelbar  zu  den  Integralprincipien  der 
Mechanik  führt. 

Die  Schwerpunktssätze  erhält  man  in  folgender  Weise.  Es  seien  Xi^ 
yi^  0i  die  absoluten  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  yon  der  Masse 
mi;  in  Bezug  auf  ein  bewegtes  und  zwar  sich  parallel  yerschiebendes  Co- 
ordinatensystem ,  dessen  Ursprung  die  absoluten  Coordinaten  1»  17,  f  besitzt, 
mögen  die  Coordinaten  jenes  beliebigen  Massenpunktes  u^,  V|-,  Wi  heissen, 
so  dass 

Dann  wird ,  wenn  noch  Zm  =  M  gesetzt  wird ,  die  kinetische  Energie  des 
Punktsystems 
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Wählt  man  als  Anfangspunkt  £,  17,  {;  den  Schwerpunkt  des  Massen- 
systems, so  fallen  die  letzten  drei  Glieder  aus.  Die  Arbeit  der  sämmt- 
lichen  Kräfte  wird 

^  +Z(^Xdu+Tdv  +  Zdw). 

Hiernach   verlangt  das  Energieprincip  dT=dÄj   dass  die  Gleichung 

besteht 

0=(iMf^ZX)di  +  (iMri"-'ZY)dfi  +  {Mr-£Z)dl: 

^  ^        +i:\(mu'-X)du+(mv'''Y)dv  +  (fnw'-Z)dw\. 

Bei  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  Grössen  £,  17,  (,  u,-,  P|, 
Wi  zerfUllt  die  Gleichung  in  die  ihren  einzelnen  Gliedern  entsprechenden 
Differentialgleichungen,  in  denen  die  Schwerpunktssätze  ihre  bekannte  Grund- 
lage finden. 

Die  Flächensätze   erhält   man,   indem   man    die  Axe,   für  welche  die 
Giltigkeit  derselben  erwiesen  werden  soll,  etwa  zur  Z-Axe  wählt  und  statt 
xy  Polarcoordinaten  einführt: 
32)  Xi  =  fi  cos  q>i ,    yt  =  r,-  sin  q>i . 

So  wird  die  kinetische  Energie 

33a)  r  =  i  Zmr^q>^  +  \  Smr^  +  ^Emz^ 

und  die  binnen  des  Zeitelements  dt  geleistete  Arbeit 

33b)  dÄ  =  Z{Xdx+Ydy  +  Zde)^Z0d(p  +  ZRdr  +  2ZdZ, 

wo   (D=YX'-Xy   ein   Drehmoment  bezeichnet   und   R  =  Xcosg>  +  Ysin 
gesetzt  ist.     Von  den  aus  dT=dÄ  nach  Gleichung  22)  folgenden  Differen  — 
tialgleicbungen 

34)      ^(£mr^(p')  =  Z0,     Zfnr''-'£mr(p'^  =  ZR,     Zmg'=Z 

liefert   die   erste   die  Grundlage  der  Flächensätze,   während  die  zweite  zunc^ 
Begriffe  der  Centripetalbeschleunigung  führt. 

Die  folgende  Herleitung  des  Energieintegrals  aus  dem  Energieprincif 
hat  hauptsächlich  den  Zweck,  hervortreten  zu  lassen,  wie  beschränkt  de^ 
Giltigkeitsbereich  des  ersteren  im  Vergleich  mit  dem  letzteren  ist. 

Nach  Gleichung  13b)  lautet  für  ein  beliebiges  Punktsystem  das  Energie- 
princip dT=^dA,  wobei  dA  eine  Summe  von  Gliedern  der  Form 

darstellt  und  T  die  gesammte  kinetische  Energie  des  Systems  ausdrückt. 
Offenbar  ist  die  Unabhängigkeit  der  Bedingungsgleichuugen  9  =  0  von  der 
Zeit  im  Allgemeinen  ein  erstes  Erforderniss  der  Integrirbarkeit  dieser  Gleich- 
ung.    Ist  diese  Forderung  erfüllt,  so  bleibt  noch  die  Gleichung 

dT=Z{Xdx+Ydij  +  Zdz) 
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n  integriren.  Bisher  stellten  dx^  dy^  dz  jede  im  Zeitelemente  di  mög- 
lidie  VerSndemng  dar;  jetzt  ist  festzustellen,  welche  dx^  dy^  dg  auf  dem 
Integrationswege  einander  angeschlossen  werden  sollen.  Im  Allgemeinen 
wird  man  die  Wahl  nnr  so  treffen  dürfen,  dass  die  Geschwindigkeitscom- 
ponenten  am  Ende  eines  Wegelemonts  mit  denen  ühereinstimmen ,  die  das 
nichstfolgende  Wegelement  za  Anfang  besitzt.  Der  Integrationsweg  mass 
also  eine  der  möglichen  Bahnen  sein ,  und  auf  ihm  dürfen  unstetige  Aende- 
rnogen  der  Geschwindigkeit  nicht  vorkommen.  Bei  der  Wahl  einer  solchen 
Bahn  steht  im  Allgemeinen  nnr  noch  die  Willkür  bei  der  Bestimmung  der 
Geschwindigkeitscomponenten  zu  Anfang  des  ersten  Wegelements  frei. 

So  bleibt  endlich  die  bekannte  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  Z{Xdx 
4*  Tdy  +  Z  dz)  über  jede  mögliche  Bahn  integrabel  oder  ein  yoUständiges 
Differential  nach  x^  y^  z  sei.     Sie  wird  im  Besondern  erfüllt  durch 

ex  cy  dz 

Wo  nun  V  als  potentielle  Energie  des  Systems  zu  bezeichnen  ist.  Nur  wenn 
diesen  Bedingungen  genügt  wird,  erscheint  das  Energieintegral  in  der  für 
c^nservative  Systeme  giltigen  Form 

36)  T+  7=  Constante. 

^us  dieser  Herleitnng  ersieht  man  deutlich,  wie  mit  der  in  der  Mechanik 
bisher  üblichen  Behandlung  des  Energiegesetzes  nur  eine  Seite  des  zu  Grunde 
liegenden  Gedankens  getroffen  wird,  während  die  Tragweite,  welche  die 
pbysikalischen  EnergievorstelluDgen  auch  für  die  analytische  Mechanik  haben, 
■dadurch  bei  Weitem  nicht  erschöpft  ist. 

YL    Dass   endlich  der  durch  Anwendung  des  Energieprincips  ermög- 
lichte unmittelbare  Anschluss  an  die  mit  der  Energie  in  Verbindung  stehen- 
den Begriffe,  wie  die  Entropie,  von  erheblichem  Vortheil  sein  muss,  liegt 
für  alle  diejenigen  Probleme  auf  der  Hand ,  die  über  das  Gebiet  der  Mechanik 
im  engsten  Sinne  hinausgreifen.    Aber  auch  schon  innerhalb  dieses  Gebietes 

erwachsen  gelegentlich  Vortheile,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigen  soll. 
Das  Energieprincip  schliesst  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  aus  dT=0 

auf  diie=0,  gelangt  also,  wenn  etwa  ein  materieller  Punkt  der  Bedingung 

9(2,  y,  5)  =  0  unterworfen  ist,  zu  der  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 

^keiten  entsprechenden  Beziehung 

(z-.|f)..+(r-4j).,+(^-.lj)-o. 

'^ber  die  Quelle,  aus  der  das  hier  in  der  Form  5)  angewendete  Energie- 
princip stammt,  versagt  auch  dann  nicht,  wenn  der  Zwang,  dem  die  Be- 
wegung unterliegt,  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  wird.     Soll  etwa 

q>{x,  y,z)<^0 
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sein,  der  bewegliche  Punkt  also  eine  gegebene  Fläche  nicht  ftberscl 
so  Uegt  ein  Fall  nicht- umkehrbarer  Veränderungen  vor,  wie  er 
vorangehenden  Erörterungen  ausser  Betracht  gelassen  worden  ist. 
Bewegung  in  der  einen  Richtung  mOglich,  in  der  entgegengesetzten  uni 
ist,  lässt  sich  mit  den  Energievorstellungen  nur  durch  die  Annahi 
einigen,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Bewegung  unmöglich  ist,  eine 
Energieform  erseugt  wird.  Das  kann  nur  auf  Kosten  der  vorha 
kinetischen  Energie  geschehen  (wenigstens  wenn  man,  wie  üblich,  d 
ausschliesst,  dass  die  Berflhrung  des  Punktes  mit  der  Fl&che  Energ 
bindet).    So  folgt  als  Gleichgewichtsbedingung 

37  a)  dT^O 

und  hiemach  die  im  vorliegenden  Falle  dem  Princip  der  virtuellen  Oei 
digkeiten  entsprechende  Beziehung 

37b)    (i-,g).,+(r-.|j).,+(^-x||)..äO. 


XVIII. 

Beitrag  zum  Studium  der  algebraischen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung,  deren  Integrale 
feste  Verzweigungspunkte    besitzen,   insbesondere 

,  welche  die  Ableitung  bis  zum  dritten 
Grade  enthalten. 

Von 

Dr.  Georg  Wallenberg. 

(Sohlais.) 


IV. 

In  diesem  Abschnitte  wollen  wir  im  Anscblnss  an  die  Ausführungen 
des  vorigen ,  ähnlich  wie  im  IIL  Abschnitt  die  eigentlichen  trinomischen, 
diejenigen  Fuchs 'sehen  Differentialgleichungen  dritten  Grades  in  y  behan- 
deln, in  denen  das  Glied  mit  der  zweiten  Potenz  der  Ableitung  fehlt; 
d.  h.  wir  wollen  die  Form  der  Fuchs 'sehen  Differentialgleichung: 

A)  y'8- 30/- 222  =  0, 

explicite  aufstellen  und  ihre  Integration  wirklich  durchführen,  wieder  unter 
der  Voraussetzung,  dass  ihre  Coefficienten  zunächst  rationale  Functionen 
yon  z  sind  und  dass  die  Discriminante  A  nur  einfache  Factoren  enthält.  — 
Wir  können  uns  die  Differentialgleichung  A)  aus  einer  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichung C)  des  vorigen  Abschnittes  durch  eine  Transformation  her- 
vorgegangen denken,  welche  im  11.  Abschnitte  ausführlich  behandelt  wor- 
den ist. 

Da  P  =  0  ist ,  so  folgt  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes, 
dass  Q  höchstens  vom  zweiten,  R  höchstens  vom  dritten  Grade  in  y  sein 
darf,  dass  also  das  Geschlecht  jp  der  durch  A)  definirten  algebraischen  Func- 
tion y    von  y  ^  1  ist. 

Ferner  werden  die  Bedingungsgleichungen  7)  desselben  Abschnittes: 


1) 


nnd  Gleichung  9)  desselben  Abschnittes  wird 
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■'•^-  •       .---w- 


1*) 


AnsfQfarlich  hingeschrieben  lauten  die  Bedingongsgleichnngen  1): 

2(6'o  +  ft',y  +  6',y'  +  6'8jr')  +  3(ao  +  a,y  +  a«y*)(Oi  +  2a,y) 

^Äibo  +  b^y  +  b^y'+l^y»). 

Darch  Yergleichang  gleich  hoher  Potenzen  von  y  ergeben  sich  daraas  die 
Bedingnngsgleichnngen : 

I      _3ao  +  2&,  _  3a\  +  46j__  5a\+  663 
Qq  a^  a^ 

^  26^0  H-3aoa,^2y,+6aoag  +  3a,^^2yg  4-90^02^25;,  + 6a,» 

\  ^1  \  \ 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  dass  Q  von  y  unabhängig,  also 
ai=a2=>0  ist;  dann  muss,  wie  aus  den  Gleichungen  1*)  folgt,  auch 
5^  =  ^3  =  0  sein ,  und  die  Dififerentialgleichung  A)  lautet : 

B)  y'*-3ooy'-2(6,  +  6,y)  =  0  (p  =  0). 

Die  Bedingungsgleichungen  3)  werden: 

^^3a^o  +  26^^2&^o^2&^ 

Aus  ihnen  folgt  zunächst: 

wo  c  eine  Constante  bedeutet;  setzt  man  y-\'C  =  u^  so  wird  Gleichung  B) : 
B*)  u»-3aou'-2&iW  =  0. 

Zwischen  a^  und  ^^  besteht  die  Gleichung 

4)  ^'o"-3^  "^'^0  +  ^^=^- 

Diese  ergiebt,  wenn  man  a^  durch  h^  ausdrückt: 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke  für  a^  die  Integrationsconstante  a  will- 
kürlich, so  muss,  da  Oq  und  h^  rationale  Functionen  von  z  sein  sollen,  h^ 
die  Gestalt  v'^  haben,  wo  v  eine  beliebige  rationale  Function  von  z  bedeutet. 
Dann  ist  ^ 

ferner  „ 

4  =  6^, 

V 

und  Gleichung  2)  ergiebt: 

,.      V      , 

W    =  — M, 

V 

also  ^ 

u  =  c,  v'  und   M  =  Cj  V  +  Cjj . 

Trägt  man  diese  Werthe  für  u  und  ü'  in  die  Differentialgleichung  B*)  ein, 
deren  endgiltige  Form: 
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ist,  80  erhält  man  zwischen  C|  und  c^  die  Relation: 
80  da88  ^,      3 

das  allgemeine  Integral  yon  B**)  darstellt;  dasselbe  ist  eine  rationale  Func- 
tion Ton  e. 

Damit  die  Coefficienten  der  Dififerentialgleichang  B*)  rationale  Func- 
tionen Ton  e  seien,  ist  aber  nur  noth wendig,  dass  ein  particulftres  Integral 
a^  der  Differentialgleichung  4)  eine  rationale  Function  von  0  sei,  wenn  h^ 
eine  solche  ist.     Also  für  ein  bestimmtes  a  soll  der  Ausdruck 


2  /* 


eine  rationale  Function  von  z  sein;  dann  mnss  jedenfalls,  da  auch  hi  eine 
solche  ist,  9    /* 

sein,  wo  R(z)  eine  rationale  Function  von  ß  bedeutet.  Durch  Differentia- 
tion erhält  man: 

oder,  wenn  man  durch  bj}^  R{e)  dividirt: 

als0|  wenn 

gesetzt  wird:  ,  ,     ,  „  ,  ^ 

daher: 

Femer  wird: 

'*       6  3   &,       ' 

also 

In  diesem  Falle  ist  das  Integral  der  Differentialgleichung  B*)  zwar  keine 
rationale,  aber  eine  algebraische  Function  von  z.  Die  Relation  zwischen  r, 
und  c^  kann  wieder  leicht  aufgestellt  werden;  sie  lautet: 

21« 


man    vW  =  -^-r-;  setzt. 

^1 
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Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  wieder  directer,  wenn  man  in  die 

Bedmgungsgleichung    — ^  =  -z-^    oder    — -  =  -^ sogleich 

-ig=3v(jer)  einfahrt;  dieselbe  ergiebt  dann: 

2  5t  ^  v\e) 

also: 

Diese  Darstellung  hat  den  Vorzug,  dass  hier  die  Parameterfunction  v{g) 
eine  beliebige  Function  von  s  bedeuten  kann;  das  Integral  der  Differential- 
gleichung B*)  ist  dann,  wenn  auch  keine  algebraische  Function  yon  jer,  so 
doch   algebraisch   in   den   Coefficienten   von  B*).  —  Die  jetzt   gefundenen 

Formen   von  Uq  und   b^   werden  übrigens  mit  den  obigen  identisch,    wenn 

1 

W 

Diese  ÜntersuchuDgen  lassen  sich  leicht  auf  die  trinomischen  Gleich- 
ungen tn^*°  Grades  yon  der  Gestalt: 

ausdehnen.    Es  ist: 
und 

Durch  Elimination  von  y   aus  den  Gleichungen 

--r  =  0   und    — F+  — y  ^-7-  =  0 
cy  m      dy 

erhält  man 

unter  der  Voraussetzung,  dass  A  nur  einfache  Factoren  enthält,  dass 
also  nur  einfache  Verzweigungen  stattfinden  und  Q  mit  R  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  besitzt,  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Differentialgleichung  a)  eine  Fuchs'scbe  sei,  allein  das 
Bestehen  der  Gleichungen 

£^  +  ^.y'  =  0  und    Qy-n  =  0 

dz      oy 

für  jeden  Werth   von  y,   für   welchen   A  =  0   ist,    d.  h.   das  Besteben    der 
Congruenz : 

dz         dy 
oder: 

dy       \^    oz  dz     1 

oder,  da: 
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^■^v»   \^  ^v    w-^     ■*  ■ 


ist  und  A  mit  R  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzt: 

Darob  eine  der  des  vorigen  Abschnittes  analoge  Scblussweise  folgt  aus  dieser 
CoDgrüenz,  dass  identisch: 

»  |f+Ä-=[(«-.,(.?|-»?|*]=0 

sein  mnss.  Bedeutet  nämlich  k  den  Grad  von  (>,  l  den  Grad  von  R,  so 
kann  in  A  ein  Fortheben  der  höchsten  Potenzen  von  y  nur  stattfinden ,  wenn 

mk  =  (m—  1)Z 
isly  d.  b.  wenn 

Aj  =  2(»i  — 1),    l  =  2in    oder   Ä;  =  ni  — 1,    Z  =  m 

ist.     Es  sei  n  der  Grad  von  A,  so  ist  im  ersten  Falle 

htk^hstens  vom  n  —  2**°,  im  zweiten  Falle  höchstens  vom  n  —  !*•"  Grade  in  y. 
—  Ist  dagegen  mk^{fn—'l)lj  so  ist  mk  der  Grad  von  A,  und  unter 
Berücksichtigung  der  Ungleichung  m(m— 2)  <(in  —  l)^  ist  der  Grad  von  T 
höchstens : 

fe-Ktn-2)Z<A;+^^^'"",^^  k<mk. 
^  ^  tn  — 1 

Ist  endlich:  «fc<(«_l)j, 

80  ist  (m  — 1)2  der  Grad  von  A,  und  unter  Beachtung  derselben  Ungleich- 
ung ist  der  Grad  von  T  höchstens: 

tn 
Damit  ist  das  Bestehen  der  Gleichung  ö)  erwiesen. 

Aus  Gleichung  d)  folgt  unter  Berücksichtigung  von 

8y  dy  dy 

dass  ö'""^^—  oder,  da  Q  mit  jR  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  dass  — 

durch  R^"^  theilbar  sein  muss.  Gleichung  d)  kann  aber  andererseits,  wie 
man   leicht  sieht,  nur  bestehen,  wenn  der  Grad  von  Q  kleiner  ist  als  der 

Grad  von  Ä;  folglich  muss,  wenn  m>*J  iwt,  r  =^\  <*.  >»•  V  v«^»  .v  "»• 
abhängig  sein. 
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'^.  -f 


Diyidirt  man  nunmehr  Gleichung  d)  durch  A"~^,  so  erhält  man: 

^  dy  de         dz 

oder : 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  da  Q  von  y  unabhängig,  dass  R  höchstens  toi 
ersten  Grade  in  y  ist;  die  Differentialgleichung  er)  hat  also  die  Gestalt: 

y  "•  -  tnaoy  +  (^  -  ^)  (^o  +  ^y)  =  0. 
a0,    ^0  und   &^   sind  Functionen  von  jer,   zwischen   denen  infolge  von  i)   cl 
Gleichungen  bestehen: 

^  =  ^  =  wa'o  —  (m  —  1)  \ 
&o  ^  &!  (m  — l)ao 

Daraus  ergiebt  sich  zunächst  2^o  =  ^i^>  ^^^  ^^^^^  ™^^  2^  +  c=*t^>   so  lauU^ 
die  Differentialgleichung  o): 

a*)  /*(jEf ,  u,  m')  =  \i^  —  ma^  «'+  (w  —  1)  6,  m  =  0. 

Aus 

erhält  man:  ^_,  m-t   /»   i 

Lässt  man  wieder  in  dem  Ausdrucke  für  a^  die  Integrationsconstante  a  will 
kürlich,   so   muss,  wenn  a^  und  5^  rationale  Functionen  von  a  sein  sollen 

m  —  1  /»     1 

auch    &|  *"      und    /tj"*  dz  eine   rationale  Function  von  z  sein,   also  6,  die 
Gestalt  haben:  ^         ... 

wo  v{z)  eine  beliebige  rationale  Function  bedeutet.     Dann  wird: 


a(jc=av''"-^(^:i  + ■v''"-*(;?)v(r) 


m 


=  v'"-'(^)(a  +  '^v(z)) 


Ferner  findet  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung   f): 

df.df      .     l>\    ,      1   6'^    ,    df         . 
^jgf     ^M  6j         m   Ol       du 

Jedes  Integral  von  /*=  0  ist  auch  ein  Integral  von : 

n)  u  =- --—     =   -     -r     u^ 

df  m    6, 

du 
wenn   man    zunächst   von   singulären  Lösungen,   für   welche   zugleich  /*=( 

und   ^— ?  =  0  ist ,  absieht.* 
du 


♦  cfr.  pag.  271. 
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Aus  tf)  erhält  man: 

w'=(?j6|'"  =  Cj  v'(£?)  und  w  =  Cj  v(.ef)  +  Cj. 

Werden  die  Werthe  für  u   und  u  in  «*)  f=0  eingesetzt,  so  resultirt 

zwischen  Ci  und  Cg  die  Relation: 

Cj*"  — wocj  +  (tn  — 1)C8  =  0, 
80  dass 

das  allgemeine  Integral  von  o*)  darstellt. 

Soll,  was  genügend  ist,  nur  ein  partikuläres  Integral  Oq  der  Differential- 
gleichung i)  eine  rationale  Function  von  z  sein,  so  muss  wieder  jedenfalls 
für  ein  bestimmtes  a: 


«n—  1  /*  -  -i. 

a+ -^^^ /  6,™  dj5  =  6i*"  Ä  (xr) 


sein,  wo  R  eine  rationale  Function  yon  z  bedeutet 
Durch  Differentiation  ergiebt  sich: 


1      1         ^  1      1-1 


oder 

und,  wenn 
gesetzt  wird: 

Dann  wird: 
Und 


m       *  m 

w-1      1 


ferner  erhält  man  aus 

1    t'i 
w  =  —  --  •  u : 
m   hl 

1  /•  1  t,!  1 

u'=  Cj^i'"  und   u—c^j  hi'^dz  +  d,  =      ^.  Cj  6^»" Ä(;ef)  +  c,. 

Zwischen  Cj  und  c^  besteht  die  Relation: 

c,'"  +  (w  — l)ci  =  0. 
Aus  der  Bedingungsgleichuug : 

— '--^  '=^(m'-V)-^    oder  (tn  — 1)  ~  =  w— 2  — (w  — I)  ,- 


erhält  man  wieder  direct,  wenn  — ^— ^  =  v(ir)  gesetzt  wird: 
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,  ^-.  .^  ^  .^  0^  -^.^^  ^- ^ 


also 


Hier  kann  v{ß)  eine  beliebige  Function  von  z  sein;  das  Integral  der  Diffe* 
rentialgleichung  a*)  ist  dann  algebraisch  in  v{£). 

Es  sei  nun  in  Differentialgleichung  A)  Q  vom  ersten  Grade  in  y,  dann 
muss  nach  den  Gleichungen   1)  K  vom  zweiten  Grade  sein: 

C)  y'»-3(ao  +  a,y).y'-2(6o  +  ^y  +  ft,y*)  =  0  (ii  =  0). 

Aus  den  Bedingungsgleichungen  3)  heben  wir  die  folgende  heraus: 
5)  3a,+46^^gy, 

Aus  ihr  ergiebt  sich  wieder: 

4         /• 
«1  =  a  h^^  —  ^  6,'?  /  h^  de. 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke  für  a,  die  Integrationsconstante  a  willkttrlich, 
so  muss,  wenn  Oj  und  bf  rationale  Functionen  von  e  sein  sollen,  5,=  *'''(') 
sein,  wo  v{s)  ein  beliebige  rationale  Function  von  g  bedeutet.     Dann  wird 

o.=av^-3v^v  =  v^(«-3vj    und    g  =  ^^  =  ^-.. 
Ferner  wird  die  Gleichung  2): 

y  =  65/ +«!  =  --i^  +  ^i- 

Dieselbe  ergiebt: 

2 

.  .,  .    .  3 

und 


y  =  Ci  v '+  v'  /  ( rt  —  .j  V  j  v'  (/<:  =  c,  V  +  a vv'  —  ^  v* v 


a  '^ 


Das  Integral  der  Di£ferentialgleichung  C)  ist  also  eine  rationale  Function; 
die  zwischen  c^  und  c^  bestehende  Relation  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  der 
Werthe  fOr  y  und  y'  in  C).  um  auch  die  Anwendung  des  Fuchs'schen 
Theorems  (S.  269)  zu  zeigen ,  setzen  wir  an : 

und  erhalten  durch  Differentiation,  indem  wir  Gleichung  2)  beachten: 

cz       \cy       dz/  cy  *\6  dy / 

Darmns  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen: 

—1  =  0,  also  9,  nur  Ton  z  abhSngig,  ' 

^9 
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oder^  da  -^  =  a,   und   -5- =-7  ist: 
^y        *  o       V 

■     y^+v\i')  +  ^^<Pi^O  und  ^+a.9.  =  0. 
A.U8   der  ersten  Gleichung  folgt,  dass 

ftus  der  zweiten,  dass  fn{z)  gleich  einer  Constanten  sein  muss  (=tn).    Zwi- 
^cben  q>i{sf),  n{z)  und  m  bestehen  dann  die  Gleichungen: 

»»  +  v\  (*)  +  -r  qPi  (i«f)  =  0  und   n(z)  +  Oj  ^i  (iP)  =  0. 
l^ie  erste  ergiebt: 

C  V 


a  —  Trv) 


V  V 

war: 


'^ie  Coefficienten  von  ^q  und  q>^  sind  also  in  der  That  rationale  Functionen 
e.  —  Wenn,   was  genügend  ist,   nur  ein  partikulftres  Integral  a^  der 
ingungsgleichung  5)   eine  rationale  Function  von  g  sein  soll,   so  lässt 
wieder  leicht  zeigen ,  dass  in  diesem  Falle  das  allgemeine  Integral  der 
^^^^Perentialgleichung  C)  eine  algebraische  Function  ist,   wenn  man  (für 
=  3  und  A;s=2)  folgenden  aUgemeinen  Satz  berücksichtigt:    Ist  h  eine 

onale  Function  von  ß  von  der  Beschaffenheit,  dass    /  h^  dsi  eine  alge- 
ische  Function  von  »  ist,  so  sind  auch: 


fernem :  .,  v 


Jdzlr   "Jdeh'^Jh^'dz 


^ebraische  Functionen  von  g.     Wenn  nämlich    I  h^de   eine   algebraische 
^nction  von  e  sein  soll,  so  muss  sie  die  Gestalt  haben:* 


ß 


1  i_^ 


^^f)  R{ß)    eine   rationale  Function  von  g  und   C  die  Integrationsconstante 
bedeutet.  * 


\ 


*  Jos.  LiouTille  im  Journal  polytechn.,  t  XIV  cah.  22  pag.  131:   Sur  la 
d^termination  des  integrales  dont  la  valeur  est  algäbrique. 
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Durch  Differentiation  findet  man: 

1       1  1    A_, 

J,m  ^  ^m  /^'(^)  +  --hrn         y  R  (^)  ^ 

also: 

1     ^  Ti\z)  ,  1  ^'  ^  d  logh""  R{z) 

n(z)      n{zVmh  dz  ' 

d.  h.  R{z)  bat,  wenn 

hR'^{z)=-R^{z) 
gesetzt  wird,  die  Gestalt:  . 

Ferner  wird: 

h  =  IlM.^    l_    7?^,- {z) 

also:  ^  ,  , 

I  h^dz=^R^'"{z)  +c,, 

b^     h-»dz  =  ^  R,  -  ^xr)  Ä\  {z)  +  ^-  Äj     -  W  /?\  (z) 
und  ^  "*"  "^ 

r    ^  ri       \    i         1 

/  dz b'"  I  h'^dz^  ^  Ri'"{3)  +  c,  Äj»" {z)  +  f^; 
ebenso  erbftlt  man: 

1  dzh-^  j  dzb"^jh^-dz=^.^^k,'"[z)  +  ^^R,"'{z)  +  f^^^ 
und  allgemein:  rA) 


/  rf£r  2)"»  . .  •  /  fe"» 


Damit  ist  aber  der  Satz  bewiesen. 

Wir  kommen  endlicb  zu  dem  Falle ,  dass  Q  vom  zweiten ,  U  vom  dritten 
Grade  in  y  ist,  nehmen  aber,  was  keine  wesentliche  Beschränkung  ist,  der 
Einfachheit  wegen  ao  =  0  an;  dann  folgt  aus  den  Bedingungsgleichungen  1*): 

6^  =  0,     0^  =  0,     6^=0, 

und  die  Differentialgleichung  A)  lautet: 

D)  ip  -3  a,  ify-  2(?'u  +  \f)  =  *'• 

Zwischen  a.^,  \  und  63  bestehen  die  Bedingungsgleichungen: 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  />  =  0,  also  a^^  =  &3^  so  können  wir 
a^  und  63  die  Gestalt  geben: 
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wo  v(ß)  eine  rationale  Fanction  von  is  bedeutet.     Die  Gleichung 

ist  dann  von  selber  erfüllt,  und  die  Gleichungen  6)  gehen  in  die  eine  über: 

welche  bQ  =  cv^cJ'^^^^  ergiebt.     Da  auch  &o  eine  rationale  Function  von  z 

1      ' 
sein  soll,  so  muss  v  die  Gestalt  haben:   v  =  -ö-  —*   ^0  f^(^)  ^ii^^  beliebige 

rationale  Function  von  z  ist;  dann  wird: 

^  =  27>'   ^'=V3  ^r    ^«=V3  -^J' 
und  die  Differentialgleichung  D)  lautet: 

0,     ,,_,(•  ^)V.,_.{^^+(i^)V)=«, 

wenn  --  statt  fi  gesetzt  wird ,  was  erlaubt  ist ,  da  c  von  0  verschieden  sein 

muss,  wenn  die  Differentialgleichung  D)  nicht  reductibel  sein  soll.    Hier  ist: 

A        V    .  u        ^    a 

ß-=  — +v=-^- «-  — ; 

also  lautet  Gleichung  2)* 
.       .    dy     dy   .    cPy     cPy    fo  .  dy  ,,  .  . 

Diese  Differentialgleichung  geht  bekanntlich  durch  die  Substitution 

in 

dw«     6  du      9^ 
über;  die  charakteristische  Gleichung 

'^      3         9      ^ 

hat   die   Wurzeln   rj==  — |  und  rj  =  J;    das  allgemeine  Integral  von  2*) 
lautet  daher:  ,,   .        , 

Um  die  Relation  zwischen  C|  und  c^  zu  finden,  differenzire  man  dasselbe: 
und  setze  die  Werthe  für  y  und  y  in  D*)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen 
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Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  D*)  lautet  al8< 

oder,  wenn  c^^=  0  gesetzt  wird : 

dasselbe  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunction  fi. 

Ist  Oj'  =1=  ^3',   also  p^=i,  80  erhält  man  aus  den  Gleichungen 
nftchst:  ^  s 


^-1 


ö« 


oder :  ^, 


Wird 


8 

3 


6      de 


gesetzt,  so  kommt:  ^3 


"^(^-1)  =  ^"    oder^(l-l)  =  ^^ 


also ,  wenn  1  —  —  =  «  gesetzt  wird : 


^2  ag       6   u 

dann   aus  1 ni  =  w : 

a«= — 5 und    öo=  — ^ 

*  1  —  u  **  1  —  t* 

Setzt  man: 

w 
w=-— -J-' 

so  erhält  man,  da: 

w 

d  log .  ,  ^ 

u  "  w—\  w  -   -  1 

und   I  •—  ?*  = 


u  dz  tc{l  —  tv)  \—w 

ist,  a^  und  ?>3  in  der  zweiten  Form: 

\&   w)        ^    ^        \6  w)        (h,       1         t^\ 

[Anmerkung:   Aehnliches  ergiebt  die  Betrachtung  der  Riccati 
Differentialgleichung  o    ,  .   3  a', ,    .    3  ,  , 

Dieselbe  geht  durch  die  Substitution 
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60  =  —  -^  -  oder   -Ä  =  —  —  — 


in  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


\6   u) 


2  a,  ^ 


oder,  da  Oa  s  —5 t  also 

1  — u 


i?J  =  !L_:ü'  +  l     ^' 


...  ^a2uw21  — u 

18t,  m 

(L  ^T 

\u       w      2  1  — u/  1  — w 

über.     Ein  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist,  wie  aus 

hervorgeht:  o,       6   u  3    t; 

I^a  Oa  dieselbe  Form  behält,  wenn  man  — | — =1  oder  ti  = ;-  setzt, 

so  hat  diese  Differentialgleichung  auch  das  Integral: 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  lautet  also: 

^114  daher  das  allgemeine  Integral  der  Riccati'schen  Differentialgleichung, 
^önn  >1  =:  c'  =  +  tc  gesetzt  wird : 

«""■"3  7""  6   ü~l  +  c(l-w)%""" 

Sollen  o,  und  ^3  rationale  Functionen  von  ß  sein  und  u  eine  will- 
'^^  Gliche  rationale  Function  von  e  bedeuten,  so  hat  man  c  =  0  oder  c  =  (x> 
'^  wählen,  was  auf  die  beiden  vorhin  aufgestellten  Formen  für  a^  und  h^ 
*^^^ckführt.] 

Es  ist  femer  nach  den  Bedingungsgleichungen  6): 
&'^  __  1  Sa'g  +  G^g^  3«^"^  5  w'       2w 
„1  ^i)  ~  2  «2         ~^    «^'        2  «;       1  —  tc?  ' 

5^  =  Ä  w'^  «?"*/«  (1  —  «?)-*. 

Soll   &Q  eine  rationale  Function  sein ,  so  muss  tr  =  fi'  sein ,   wo  nun- 
^^lir  fi  eine  beliebige  rationale  Function  bedeutet,  und  man  erhält: 


•:!    . 


r 
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f>i\  I  Um  den  vorhin  behandelten  Fall  ps=iO  mit  einzuschliessen ,  setze  n 

j/c(A  an  Stelle  von  fi,  dann  lautet  die  Differentialgleichung  D): 

Damit  diese  Differentialgleichung  irreductibel  sei,  muss  k=\=0  sein;  hks 
"f ,  i  daher  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  gleich  1  yorausgesetst  werdi 

mau  hat  nur  fi  an  Stelle  von  k^  und  c  an  Stelle  von  rj  zu  setzen.  —  1 


Discriminante  der  Differentialgleichung  D)  ist: 


'■v\  I  Im   vorhin  behandelten  Falle  ist  c  =  0  und  daher  das  Geschlecht  c 

durch  D)  definirten  algebraischen  Function  y  von  y  gleich  0.  —  Ist  dageg 
c  |-0,  1B0  ist  das  Geschlecht  i)=l;  in  diesem  Falle  kann  man  c  =  l  vi 
aussetzen,  indem  man  wieder  fi  an  Stelle  von  j/cfi  setzt: 


Die  Gleichung:  _  ,         .  .  . 

wird  in  diesem  Falle :  /  i      '\ « 

(1  ül) 

oder,  da  y  =  T- a    und   y  =  t- a  +3— sft*  ist: 

2-)     ^+fii+i  _j^V^y+2      1 

''        dft«^\3   ft^3  f.»-!/'  d^^9  ft*(f.*-l)  * 

Die   determinirende  Fundamentalgleichung*  in  der  Umgebung  des  s 
ffulären  Punktes  a  =  0 

5(s-l;  +  |s-|  =  0, 

hat  die  Wurzeln  5^=:^,  s^^  — ^.     Durch  die  Substitution* 


geht  die  Differentialgleichuug  2**)  über  in: 

d^M      4       u       du __  2       l  _ 

dii^^  'd  m'-i  "d^    9  ^«-r"*""^- 

Um   diese  Differentialgleichung   in   diejenige   der  Gauss^schen  Reihe  ttb^ 
zuführen I  setze  man: 

•  cfr.  pag.  217. 
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för  |[i  =  l  soll  x=l  sein,  für  ^  =  —  1  soll  x  =  0  sein,  also:  w=:  — 1, 
m  =  2  und  fi  =  2a;  — 1.  Durch  diese  Substitution  geht  die  Differential- 
gleichung in  die  folgende  über: 

..cPu'    2  „        ^  du      2         ^ 

Dies  ist  wieder  die  Differentialgleichung  der  Oauss*schen  Reihe,  und  zwar 

ist  hier:  2       ä  i  2 

«  =  *'    P  =  — i»    y  =  i- 

Ausser  F(a,  /?,  y  a;)  =  F(^,  — -^j  ^,  a;)  sind  auch* 

a5i-y.JF(a-y  +  l,  ^-y  +  1,  2-y,  a:)  =a?>ä.JF(l,  0,  i,  rc) 
und 

(l_a;)y-«-,».F(y-«,  y-ft  y,  ;c)  =  (l-a;)H.F(0,  1, 1,  a;) 

Integrale  dieser  Differentialgleichung.     Aber  es  ist 

F(l,  0,  I,  a?)  =  1   und  ebenso  F[0,  1,  J,  a;)  =  1. 

Das  allgemeine  Integral  ist  daher  algebraisch  und  lautet: 

u  =  Ci  Ä^  +  Cj  (a?  —  1)*^. 
Es  war 

a;=  \^    t  x  —  l  =     ^^    >  ferner  y  =  fi">3w 
gesetzt;   das  allgemeine  Integral   dsr  Differentialgleichung  2**)   lautet  also: 


um  nun  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  D**)  zu 
ermitteln,  bedarf  es  noch  der  Kenntniss  des  Zusammenhanges  zwischen  den 
willkürlichen  Constanten  c^  und  c^.  Zu  diesem  Behufe  differenziren  wir 
Wieder  * 

und  setzen  die  Werlhe  für  y  und  y'  in  die  Differentialgleichung  D**)  ein; 
80  ergiebt  sich  nach   einigen  Rechnungen  zwischen  c,   und  e,  der  Znsam- 

Setzt  mau  0|  =  C\   so  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleich- 

Dasselbe  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunotiou  fi.  Obige 
Form  des  Integrals  zeigt  wieder,  dass  die  Verzweigungsstellen  desselben  von 
den  Anfangswerthen  unabhängig  sind;  sie  sind  nämlich  die  Null-  und  ün- 
endlichkeitsstellen  von  fi  resp.  fi  +  l  und  fi  — 1. 

*  Kammer  in  Crelle's  Journal,  Bd.  XV  pag.  62,  Formehl  3)  and  S). 
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Es  sei  an  dieser  Stelle  bemerkt,  dass  mit  der  algebraischen  Integration 

einer   Fuchs 'sehen   Differentialgleichung   vom    Geschlecht   1    zugleich    ein 

algebraisches  Transformationsproblem   für   elliptische  Integrale   gelöst  ist; 

denn  es  muss  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  für  den  Parameter  t^ 

durch  den  y  und  y   dargestellt  werden: 

dt  / dt 

9i==A^iR(0*  oder   -;^  =  XdiP, 

algebraisch  integrirbar  sein ,  und  zwar  ist  die  algebraische  Function  t  von  e 
leicht  darzustellen,  da  man  y  als  —  algebraische  —  Function  einerseits 
von  tf  andererseits  von  e  kennt.     Die  Differentialgleichung  zwischen  den 

Variabelen   t    und   e   enthält    daher  nichts  Anderes   als  ein  algebraisches 

dt 
Transformationsproblem  für  das  elliptische  Differential  «  ein  Problem, 

welches,  da  man  die  algebraische  Beziehung  zwischen  t  und  g  kennt,  als 
gelöst  zu  betrachten  ist 

Setzt  man,  um  auch  hier  das  Fuchs'sche  Theorem^  anzuwenden: 

an,  so  wird  man  zwar  nicht  verlangen  können,  dass  die  Coefßcienten  von 
(Pq  und  (p^  rationale  Functionen  von  ß^  wohl  aber  erwarten  dürfen,  dass  sie 
algebraische  Functionen  sind.  In  der  That  führen  die  auftretenden  Be- 
dingungsgleichungen auf  lineare  homogene  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  welche  von  den  oben  behandelten  nicht  wesentlich  verschieden 
sind  und  daher  ebenfalls  algebraische  Integrale  besitzen. 

Durch  Differentiation  der  oben  angesetzten  Gleichung  erhält  man  näm- 
lich unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  2)    ("7""=  ß"^  +  o~~)' 

folglich  ist  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung  D)  identisch: 

—1  =  0,   d.  h.  (p^  =  iff{e)  nur  von  z  abhängig; 
ferner : 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dass 

9o  =  «y  +  ^ 
sein   muss,   wo   d  und   e  von  z  allein  abhängen;   dann  folgt  aus  der  vor- 
letzten Gleichung,  dass   Q  höchstens  vom  zweiten  Grade   in  y  sein  darf; 
dies  ist  in  der  Differentialgleichung  D)  der  Fall,  unser  Verfahren  ist  daher 
gerechtfertigt.  —  Die  beiden  letzten  Gleichungen  ergeben,  da  Q^a^y*  ist: 

•  S.  Einleitung  pag.  196. 
**  efr.  pag.  869  u.  388« 
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-—*  -_'^.^-- 


d.  h.   6   ist  eine   Constante,   die  in  die   willkürliche  Constante  f  eingeht; 
eliminirt  man  ferner  ans  den  ersten  beiden  Gleichungen  und  aus  der  Gleichung 

welche  durch  Differentiation  aus  der  zweiten  entsteht,   tlß{z)  und  t^^(jer),  so 
erhält  man  für  e  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 


ff 


oder,  da  -5-=  77  — ?  +  -!  ist: 


•■-(2  ^y-'+^M. 


während  '^{ß)  sich  dann  aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebi  —  Die  Diffe- 
rentialgleichung für  z  lautet,  wenn  man  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  für 
flj  und  63  beachtet:  /|      'vs 

~\fi'      3  ^"^3  1-c^«  ;'"^^   1_ 


^ 
e 


Cf4^ 


wer,  da  e  s=  -—  u    und    t  =  -^-5  h  *  +  -r-  f*    'st : 
0(»  dfi"  dfi 


(Pf      /4  1       2       cft     Wt      2  1  _ 

Wenn  c=0  ist,  so  gebt  die  dadurch  entstehende  Differentialgleichung: 

d*t  ,  4    l    dt       2    1  ,, 

(l(.i^     3   fi   d/Li      9  fi* 
unmittelbar  in  die  Differentialgleichung  2*),  S.  331: 

*^W,  wenn  mau  y  an  Stelle  von  s  und  —  an  Stelle  von  fi  setzt;   das  all- 

r' 

fi^meine  Integral  der  Differentialgleichung  ist  daher: 

^'  k,  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunction  fi.  —  Wenn  c  |=  0, 
^^  durfte  es  gleich  1  vorausgesetzt  werden;  die  Differentialgleichung  für 
*  entspricht  dann  der  Gleichung  2**),  S.  334.  Dieselbe  nimmt,  da  die  de- 
^tminirende  Gleichung  in  der  Umgebung  des  singulSren  Punktes  fi  =  0: 

s(s-l)  +  |s-|  =  0 

^ie  Wurzeln   —  ^  und   ^   hat,  durch   die   Substitution    £  =  ^""^jr  die   ein- 

^^here  Gestalt  an: 

d^v      2       ^       dv      2       1         ^, 

^>i<i  die  Differentialgleichung  für  v  wird  wieder  durch  die  Substitution 

ZeiUehrift  f.  Matheraatik  n.  Phjsik  XXXV,  6.  ^^ 
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in  die  Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe 

übergeführt.     Hier  ist: 
also: 

Zwei  Partikularintegrale  sind:* 

t;,=a;»-y.F(a-y  +  l,  ß-r  +  l  2~y,  a-)  =  a;%.F(l,0,  |,Ä)  =  a;^'^ 
und 
v,  =  (l-a:)y-— /'./'(y-a,y-/J,y,x)  =  (l-x)%.F(0,  1,1,0?)^  (l-a5> 

so  dass  das  allgemeine  Integral 

t;  =  Cia?%  +  (^(iC-l)'^  oder   ^  =  ^1(^-2-)    +^V^^~2")^' 

ist.     e  ist  also  in  der  That  eine  algebraische  Function  der  Parameterfui 
tion  fi. 

V. 

1.  Es  mögen  in  diesem  Abschnitte  zunächst  einige  Bemerkungen  fA^-^^ 
die  zweite  der  von  Herrn  Fuchs  für  die  feste  Lage  der  Verzweigun^^s- 
punkte  der  Integrale  aufgestellten  Bedino^ungen,  dass  nämlich  der  wese:^^^ 
liehe  Theiler  der  Discriminante  singulare  Integrale  der  Differentialgleicha  "^^S 
liefern  muss,  folgen.  Dieselbe  ist,  wie  die  Entwickelungen  der  früher^^Q 
Abschnitte  zeigen,  von  grosser  Wichtigkeit.  Man  glaubte  früher,  d^^-^s 
stets  der  wesentliche  Theiler  der  Discriminante  D{z^ii)  ein  singulüres  I in- 
tegral der  Differentialgleichung  F{z,  y^  y')  =  0  liefern  müsste,  bis  das  B^^ 

spiel  von  Serret:** 

y-  +  2xiy-y  =  0 

eines  Bessern  belehrte.     In  diesem  Falle  stellt  die  Discriminantengleichun^ 

t/  +  aj^  =  0 

nicht  die  Enveloppe  der  durch  das  allgemeine  Integral  repräsentirten  Cur- 
venschaar,  sondern  den  geometrischen  Ort  von  Rückkehrpunkten  der  parti- 
kulären Curven  dar.  Man  kann  daher  die  zweite  Fuclis*8che  Bedingung 
geometrisch  dahin  aussprechen ,  dass  die  durch  das  allgemeine  Integral  einer 
Fuchs 'sehen  Differentialgleichung  repräjsentirte  Curvenschaar  stets  eine  En- 
veloppe besitzen  muss. 

Man  kann  diese  Bedingung  folgendermassen  in  Bedingungsgleichungen  für 
die  von  z  abhängenden  Coefficienten  der  Differentialgleichung  jP(r,  y,  |/')  =  0 

*  cfr.  pag  335.  [ 

♦*  Serret,  Cours  d* Analyse,  Bd.  II  pag.  381. 


[ 
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amsetzen:    Es  sei  Hj^  ein   einfacher  irredactibler  Factor  der  Discriminante 

^i.^iP)t   ^'  ^-   ^er  Eliminationsresultante   von  y   aus   F=0  und   -— ,  =  0 

/  dF  dF  ^y 

(oder  besser  aus  -—,  =  0  und   mF  — w't— ;e=0,  wenn  F  vom  m**°  Orade 
\      \  dy  dy        ' 

in  y' ) ,  so  ist  für  alle  Werthepaare  ß^  y,  für  welche  IT, (jp,  y)  =  0,  zu  gleicher 

^  dF 

Zeit  F  =  0  und  .  -  >  =  0.  Soll  nun  J?,  (je? ,  y)  =  0  ein  Integral  der  Differen- 
tialgleichung F=0  sein,   so   muss  für  alle  Werthepaare  e^  y,   für  welche 

d  F 
-Si(^»y)  =  ^  ist,  gleichzeitig  mit  den  Gleichungen  F=0  und  ^—-,  =  0  auch 

die  Gleichung  bestehen:  ^ 

dieselbe  wird  nicht  etwa  dadurch  erfüllt,  dass  einzeln  ---  =  0  und  rr— =  0 

dis  dy 

ist;   denn  da  H^  als  einfacher  Discriminantenfactor  vorausgesetzt  ist,   so 

dF  ,  1 

muss  -r—  ^\=0*  sein  .  Bezeichnet  man  daher  die  Eliminationsresultante  von  y' 

Ck  Tp  7)  TP      7i  TP  / 

aus  r-7  =  0  und  - — \- .      ^'=0  (oder  besser,  da  F=y*'+lV'"'"*+«*'+Z 

oy  oz      dy  \ 

vorausgesetzt   werden  kann ,    aus     r-7  =  0   und   - — |-  ;r—  •  y  —  r—  •  F  =  0  1 

dy  dz      dy   "^     dy  / 

mit  A(jer,y),  so  muss  A(;e!,y)  =  0  sein  für  alle  Werthepaare  $^  y,  für 
welche  H^{Zfy)  =  0  ist;  d.  h.  es  muss,  wegen  der  Irreductibilitttt  von  J7|, 
/\{z,  y)  durch  B*,  {z ,  y)  theilbar  sein : 

£^{z,y)=^8^{z,y)'Hi(0,y). 

Seien  IT^'  -^s'  *•*   weitere  derartige  irreductible  Discriminantenfactoren, 

so  folgt  in  derselben  Weise,  dass  A{z^y)  durch  H^^  H^,  ...   theilbar  sein 

muss;   wird   daher  das   Product  H^H^H^"»    mit  H  bezeichnet,    so   muss 

identisch:  .  ,       .       ^,       \    rr/        \ 

^{z,y)  =  S{z,y).H{z,y) 

sein,  wo  S(Zyy)  eine  ganze  rationale  Function  von  y  ist,  deren  Coeffi- 
cienten  von  z  abhängen.  Vergleicht  man  auf  beiden  Seiten  die  Coefficienten 
der  gleich  hohen  Potenzen  von  y ,  so  ergeben  sich  hieraus  Bedingungsgleich- 
ungen zwischen  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  ^=0  und  ihren 
ersten  Ableitungen  nach  z^  deren  Anzahl  gleich  ist  dem  Grade  von  H{z^y) 

in  Bezug  auf  y.     Man  kann  auch  auf  folgende  Weise  verfahren :  **  Bekannt- 

dF         / 

lieh   ergiebt  sich  bei  der  Elimination  von  y   aus  F=0  und  — >  =  0  (oder 

dF  dF       \ 

besser  aus  dem  äquivalenten  Gleichungssystem  ^t=0  und  tn2^— y'^->  =  Oj 

die  mehrfache  Wurzel  y   schliesslich  aus  einer  linearen  Gleichung: 

O[z,y)  +  It{z,y)^y^0, 

•  cfr.  pag.  258. 
*♦  cfr.  pag.  -262. 
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wo  Q  und  R  ganze  rationale  Functionen  von  y  sind.  Andererseits  erhält 
man  aus  H{z,  y)==0  durch  Differentiation: 

dH{z,y)     dE(z,y)     ,^^ 
dz      '^      dy       '^ 

Diese  beiden  Qleichungen  mttssen  für  alle  Werthepaare  Zy  y^  für  welche 
H{Zyy)^=^0  ist,  besteben;  d.  h.  es  muss 

sein,  wo  T  eine  ganze  rationale  Function  von  y  bedeutet,  deren  Coeffi- 
cienten  von  z  abhftngen;  hieraus  ergeben  sich  wieder  für  die  Coefficienten 
von  JP=0  und  ihre  ersten  Ableitungen  nach  z  Bedingnngsgleichungen, 
deren  Anzahl  gleich  dem  Grade  von  H{z^  y)  in  y  ist. 

Die  beiden  ersten  im  III.  Abschnitte  aufgestellten  hierher  gehörigen 
Sätze,*  dass  jeder  nicht  quadratische  Factor  der  Discriminante ,  gleich  Null 
gesetzt,  ein  Integral  der  Differentialgleichung  ergeben  muss  und  dass  jede 
einfache  Wurzel  der  Discriminantengleichung  nur  einen  einfachen  Verzwei- 
gungspunkt liefert,  gelten,  wie  die  dortige  Argumentation  zeigt,  allgemein 
fttr  Fuchs 'sehe  Differentialgleichungen  m*®°  Grades. 

Man  kann  femer  mit  Hilfe  der  Puiseux'schen  graphischen  Methode 
zeigen,  dass  infolge  von  Bedingung  III  ein  o-facher  Verzweignngspunkt 
(für  den  also  eine  Verzweigung  in  «  +  ]  Blättern  stattfindet)  mindestens 
or- fache  Wurzel  der  Discriminantengleichung  sein  muss,  und  daraus  einen 
Schluss  ziehen  auf  die  Maximalzahl  des  Geschlechtes  einer  allgemeinen 
Fuchs'schen  Differentialgleichung.     Die  Discriminante  D{z^y)   ist  als  Eli- 

minationsresultante   von  y    aus  F{z,  y^  y)='0  und  —-,  =  0  höchstens  vom 

2m(m  — 1)*^°  Grade  in  y;  es  ist  daher  die  Gesammtzahl  der  einfachen  Ver- 
zweigungen :  ^  o     /         1  \ 

Daraus  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Riemann'schen  Relation 

dass  das  Geschlecht  der  durch  F{z,  t/,  y)  =  0  definirten  algebraischen  Func- 
tion y'  von  y 

p<  m(m-2)+  1  oder  <  (m-1)* 
ist. 

2.  Die  Untersuchungen  der  früheren  Abschnitte  zeigen,  dass  die  Ge- 
stalt des  zweiten  Differentialquotienten  für  die  Integration  der  Fuchs'schen 
Differentialgleichungen  von  fundamentaler  Bedeutung  ist;  insbesondere  zeigt 
die  Anwendung  des  Fuchs'schen  Theorems,**  dass  die  Form  des  zweiten 
Differentialquotienten   über  die  algebraische  Natur  der  Integrale  allein  ent- 


•  cfr.  pag.  258  u,  259. 
*♦  1.  c.  cfr.  pag.  269  flg. 
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s<^1iQidet.  —  Um  ein  allgemeineres  Beispiel  hierfür  zu  bringen,  wollen  wir 
folgenden  Satz  beweisen: 

Wenn  eine  Differentialgleichung 

^^c^  F  eine  ganze  rationale  Function  von  z,  y  und  y   ist,   die  Eigenschaft 

^,  80  sind  ihre  Integrale  algebraisch.     Es  sei: 

F^A^y'^  +  A,y'^"'+^..  +  Aky^-''  +  '''  +  A^^xy-\rA„, 
Kid 

Ak^^ak^  +  ük.y^ V  aki^y'''] 

«um  folgt  aus  B)  durch  Vergleichung  der  Coefficionten  von  y'^^^i 

dz  dy 

raus  ergiebt  sich  zunächst: 

dAm 

1)  —-^=0,   d.h.  Am  von  z  unabhängig; 

dA 

2)  "y^~^'   ^*  ^'  ^0  ^^°  ^  unabhängig; 

3)  Ak  höchstens  vom  Ä;**°  Grade  in  y  (also  iik<  Ä),  da  Ak^\ 
^Höchstens  um  einen  Grad  höher  als  Ak  und  Aq  vom  nullten  Grade  in  y  ist. 

Femer  folgt  aus  C)  das  System  von  Bedingungsgleichungen: 

'  m  —  k  a/c,  \Ä  =  0,  1, 2,  ...,  m  — 1/ 

Um   zu  zeigen,   dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
A)  algebraisch  ist,  setze  ich  die  Gleichung  an: 

D)  r  =  (p,+  ()t;,.A.** 

r  ist  willkürliche  Constante   und  A  durch  F{z^y^  A)  =  0  definirt.     Durch 
Differentiation  von  D)  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  B): 

^z       \öy        dz)  dy 

£d  muss  also  sein: 

5)  --?^  =  0,   d.h.   q>Q  nur  von  y  abhängig:    q>Q  =  q>(y)\ 

0  z 

(^  CD 

6)  - --i  =  0,  d.h.    g>,  nur  von  z  abhängig:   <Pi  =  '^{z)\ 

7)  ^/«  +  ^---A„.=0. 

^  dy       dz  * 


*  Eb  ist  leicht  einzusehen ,  dass  diese  Differential gleichnogen  zur  Clasde  der 
Fucht*8chen  gehören. 
♦*  cfr.  pag.  270. 
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Aas  Gleichung  7)  folgt  unter  Beachtung  der  Qleichungen  5)  und  6), 
dass  ,  . 

sein  muss,  wo  a  und  i  Constanten  sind.     Dann  wird  Gleichung  7): 
7*)  t»;'(iP)-At/;(;ef)  +  a  =  0. 

Das  Gleichungssjstem  4)  ergiebt  aber  für  X;  =  m  — 1: 

t=  «'-'.+ (i  +  l) «»..+.         (j  =  o,l,...,m-l) 

oder :  ^ 

a  m  - 1,— A  am- J|+ (^  +  l)ami4.|  =  0, 

und  die  (imi^i  sind  infolge  von  1)  von  z  unabhängig,  constant.  Setzt  man 
daher  in  ?♦):  ,7  i  i\ 

so  wird  diese  Differentialgleichung  für  ^{e)  durch  tf;  (ji;)  =  am  -  ii  befriedigt; 
Om—i,  ist  nach  Voraussetzung  eine  rationale  Function  von  5,  daher  ist  das 
aUgemeine  Integral  von  A)  algebraisch;  dasselbe  lautet,  wenn  b  in  die  will- 
kürliche Constante  f  hineingezogen  wird: 

D)  r  =  a  +  l)am,^,y  +  a„^,,A, 

wo  A  durch  F{z^y,  A)  =  ü  als  algebraische  Function  von  z  imd  y  definirt 
ist.  —  Ein  Beispiel  hierzu  bieten  die  Fuchs*schen  Differentialgleichungen 
von  der  Form: 

E)  0  =  ay  "•  +  2>y  y  «  -  •  + . . .  +  ry»"  -  •  y  +  53^"»  +  f  =  0 , 

wo  a,  hy  ...,  r,  5,  /  rationale  Functionen  von  z  sind,  von  denen  s  und  / 
ein  von  z  unabhängiges  Verhältniss  haben  oder,  wenn  man  sich  Gleichung 
E)  bereit«  durch  eine  geeignete  rationale  Function  von  z  dividirt  denkt, 
selber  von  z  unabhängig  sind. 

Setzt  man  ferner  voraus,  dass  in  der  homo^^enen  Function  m*®'  Dimen- 
sion F  von  y  und  y': 

F)  F=  ay"*  +  byy"*"^  -\ \-  ry'" ~  ^ y+  sy'" 

=  a  (y  —  X,  y)  (y--  A^y) . . .  {y-  X,„  y) 

?<|)      dF  d(i>      dF    ' 

die  ki  alle  von  einander  verschieden  sind ,  so  haben  -— ,  =  ;:— ,  und    - —  =  — 

^y       ry  dy      dy 

keinen    gemeinsamen    Factor   y—iiy^    denn    derselbe    müsste    infolge    der 

Euler 'sehen  Gleichung 

d±    ,      dF 

o  'y  +^r-y  =  MF 

cy  cy '' 

auch  in  F  enthalten  und  daher  Doppelfactor  von  F  sein,  was  der  Voraus — 
Setzung,  dass  die  Aj  von  einander  verschieden  sind,  widerspricht.  Da  ausser — 
dem  0  =  0  durch  y  =0,  y  =  0  nicht  befriedigt  wird,  so  wird  die  Discri — 
minante  der  Gleichung  £)  im  Allgemeinen  nur  einfache  Factoren  enthalterm 
und  TOm  «iCfli^l)^**  Oiade  in  y  sein.  Das  Geschlecht  der  durch  0=:C> 
difr  »«tMMi  y  von  y  iät  daher,    wie  die  des  Oeftem 
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erwähnte  Riemann'sche  Relation  lehrt,   mindestens  gleich  ^^ 1-1 

(m  — l)(m  — 2)         ,         .  X   i.   X.    ,    (m  — l)(m-2)      .      ,      „    .     , 
= 9 »   ußd   es   ist  factisch   ^^ ^ ^»  da  das  Maximal- 

geschlecht  einer  Curve  w**'  Ordnung  ^ ^  ist;  darans  folgt  dann, 

dass  jede  der  m(m^\)  einfachen  Wurzeln  der  Discriminantengleichung  nur 
einen  einfachen Yerzweigungspnnkt  liefert.  Geometrisch  gesprochen:  DieCorve 

<t>=sO  hat  das  Geschlecht  ^ ^ »  weil  keine  Doppelpunkte  vorhanden 

sind ;  im  Endlichen  liegen  keine,  da  ^  =  0  und  ^— » =  0  gleichzeitig  nur  durch 

y=:0,  y'=0  befriedigt  werden,  wodurch  0  =  0  nicht  befriedigt  wird, 
und  im  Unendlichen  keine,  denn  die  m  Punkte,  in  denen  die  unendlich 
ferne  Gerade  die  Curve  0  =  0  schneidet,  sind  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  m  Geraden: 

y  — ^,y  =  0,     t/'-Ä,y  =  0,    ...,    y  — Amy  =  0; 

d0 

diese  sind  keine  Doppelpunkte ,  weil  ihre  Coordinaten  weder  ^— ,  =  0 ,  noch 

a0  ^y 

— —  =0  befriedigen,  auch  deshalb,   weil   die  unendlich   ferne  Gerade  eine 

Curve  m^®'  Ordnung  nur  in  m  einfachen  Punkten  schneiden  kann.  —  Es 
sollen  nun  in  der  Differentialgleichung  E)  die  Coefficienten  so  bestimmt 
werden,  dass  ihre  Integrale  feste  Verzweigungspunkte  besitzen;  dieselbe 
muss  dann,  wenn  n»^3,  also  /^^T  ist,  nach  Poincar6  algebraisch 
integrirbar  sein.  Von  den  Bedingungen  des  Herrn  Fuchs  ist  zun&chst  die 
erste  erfüllt;  da  ferner  die  Discriminantengleichung  nur  einfache  Wurzeln 
besitzt,  deren  jede  nur  einen  einfachen  Verzweigungspunkt  liefert,  so  ist 
auch  der  zweite  Theil  von  Bedingung  II  und  die  Bedingung  III  von  selber 
erfüllt.  Es  bleibt  noch  die  Bedingung,  dass  die  Wurzeln  der  Discrimi- 
nantengleichung Integrale  der  Differentialgleichung  E)  sein  müssen.  Nach 
den   im   ersten  Theile  dieses   Abschnittes   gemachten  Auseinandersetzungen 

,  ^0      ^0     ,  d<t> 

muss   das    Eliminationsresultat    von   y   aus    -r — ]r^-'f/=^   und    7— j=:0 

de      dy  cy 

theilbar  sein  durch  die  Discriminante,  d.  h.  durch  die  Eliminationsresultante 

d0 

von  y  aus  0  =  0  und  x—  =  0.     Es  ist  aber : 

dy 

Die  Werthe  2/  =  ^^»  ^=0  können  von  vornherein  unberücksichtigt  bleiben^ 
da  0  =  0  durch  dieselben  nicht  befriedigt  wird.     Dann  enthält  das  Elimi- 

y      ^0  1  r^0   30  n 

nationsresultat  von      -  aus  ^—,  =  0  und  —    — — |-  ^ —  V  1  =  Oi  da  in  beiden 

y  dy  y  Idz      dy    ^J 

Gleichungen  auf  der  linken  Seite  eine  homogene  Function  (m  ^  1)^'  Dimen- 
sion in  y  und  y   steht,  nur  e  allein;   und  da  dasselbe  durch  die  Discrimi- 
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nante,   die  y   und  z  enthält,   tbeilbar  sein  soll;   so  muss  es  identisch  ver- 

schwinden,  d.  h.  -^ — V-;:- -y   muss  mit  -r—t  einen  geraeinsamen  Theiler  be- 

oz       oy  oy 

sitzen,   oder  wenn,   wie   wir  voraussetzen  und  es  im  Allgemeinen  der  Fall 

50 
sein  wird,    r— ^  in   dem  Rationalitätsbereiche   von  0  irrednctibel  ist,    muss 

oy 

50     50     ,  50 

-r — h  TT-  •  y  durch   r-?  tbeilbar  sein : 

dz      oy  dy 

50  .  50     ,      ,   ,  50 

oz       dy  oy 

Die  Differentialgleichung  E)  gehört  also  zur  Classe  der  durch  B)  charak- 
terisirten  Differentialgleichungen  A)  und  hat  somit  stets  algebraische  In- 
tegrale. Ihr  allgemeines  Integral  kann  nach  D)  in  die  Form  gebracht 
werden:                                     -  .       . 

wo  r  willkürliche  Constante  und  A  durch  0(jr,y,  A)  =  0  definirt  ist. 

3.  Wir  haben  in  den  früheren  Abschnitten  eine  Reihe  von  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  behandelt,  deren  durch  Differentiation  sich  er- 
gebender zweiter  Differentialquotient  eine  lineare  Function  von  y  und  y  ist.* 
Die  Bedingungsgleichungen  dafür  werden  aus  denen  der  Anmerkung  S.  268  flg. 
erhalten ,  wenn  dort :  7  _  ?  __  ?  __  n 

gesetzt  wird.   —   Es  möge  die  Differentialgleichung 

G)  F{e,y,y)  =  0 

diese  Eigenschaft  besitzen,  d.  h.  es  möge 

-^  +  ^'y  =  K'F+[ky  +  ^y  +  r)'  :.- 
oz      oy  oy 

sein,  so  dass  für  die  Integrale  der  Differentialgleichung  2^=0: 

dF  ,  dF    , 

^h  dz       cy  M    '  I        _i_    \ 

oder:  ^ 

ist.     Wenn  man  von  singulären   Lösungen,  für  welche  zugleich  7''  =  0  und 

dF 

-  ,  =  0   ist,    zunächst   absieht,    so    wird  das  allgemeine  Integral  der  Diffe- 

^   .         .  . 

rentialgleichung  G)  in  dem  von  H)  enthalten  sein  und  aus  diesem  dadurch 

hervorgehen,    dass    zwischen    dessen    beiden    willkürlichen   Constanten    eine 

bestimmte  Relation    mit  constanten  Coefficienten  besteht,    welche  sich,   wie 

wir   gesehen,   ergiebt,   indem    man  aus   dem    allgemeinen  Integral   von  H), 

welches  bekanntlich  die  Form  hat: 

*  Anmerkung.     Dieselben  gehören,  wie  man  leicht  einsieht,  zur  Claase  der 
Fuchs  'sehen  Differentialgleichungen. 
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und  dessen  Ableitang: 

9)  y  =  Ci  <p'i  +  Cj  <p'2  +  ^' 

die  Werthe  für  y  uad  y  in  G)  einträgt,  [(p^,  gt>g  und  t^  sind  Functionen 
Ton  »y  und  zwar  bilden  g>|  und  cp,  ein  Fundamentalsjstem  von  Integralen 
der  reduoirten  Dififerentialgleichnng  y'+^^'+f^y  =  ^v  während  t|;  ein  Par- 
tikalarintegral  der  Dififerentialgleichung  H)  ist.]  —  Diese  Integrationsmethode 
nun  setzt  uns  zugleich  in  den  Stand,  die  Dififerentialgleichung  6)  derart  zu 
zerlegen,  dass  sie  durch  eine  birationale  Transformation  —  die  hier  bilinear 
ist  —  in  sich  selbst  transformirt  wird,  so  dass  die  von  Poincar^^  an 
gegebene  Integrationsmethode  zur  Anwendung  gelangen  kann.  Man  findet 
nämlich  aus  den  Gleichungen  8)  und  9): 


Ci  = 


_   y— V»  ^2 


und    C2  = 


y  —  if 

Die  Determinante 


ist  von  0  verschieden,  da  9>,  und  (p^  ein 


Dann  hat 


(Pj,       (pj 
(Pi,       (pj 

Fundamentalsjstem  von  Integralen  bilden;  man  kann  daher  schreiben: 

c,^Ay  +  By'+K,     c^  =  Dy  +  Ey  +  L, 

wo  Ä^  By  D,  E^  K  und  L  Functionen  von  e  sind. 
Die  zwischen  c,  und  c^  bestehende  Relation  sei 

/•(c,,c,)  =  0, 
wo  f  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  bedeutet. 
also  die  Dififerentialgleichung  G)  die  Gestalt: 

F{B,  y.  y)  =aAy  +  By'+  K,  Dy  +  Ey  +  L)  =  0. 

Die  durch  f=0  dargestellte  Riemann*sche  Fläche  wird  durch 

M^i)  y,  +  B(z,)  y\  +  K{z,)  =  il(i^)y,  +  B{z^)  y\  +  K{z^), 
Biß,)  y,  +  E{z,)  y\  +  lAz,)  =  B{z,)  y,  +  E{z,)  y\  +  L{z^) 

in  sich  selbst  transformirt,  so  dass  die  oben  erwähnte  Poincar6'sche  In- 
tegrationsmethode hier  keine  Schwierigkeiten  darbietet.**  In  den  Differen- 
tialgleichungen D*)  und  D**)  des  vorigen  Abschnittes  z.  B.  sind  die  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  H)  entsprechenden  Differentialgleich- 
ungen 2*)  und  2**)  linear  homogen,  also  v  =  0,  ^  =  0,  -Br=0,  L  =  0.  — 
In  D*)  resp.  2*)  war: 

*  siehe  Einleitung  pag.  196. 

**  Anmerkung.  Die  allgemeinsten  Dififerentialgleichungen ,  welche  durch 
eine  bilineare  Transformation  in  sich  selbst  übergeführt  werden  können,  haben 
dieaeetalt:  ^„.  y  +  6.  y'^.  c,     a.y  +  6.y'+cA     „ 

'\d,y+«,y'+/,  •  "rf,y  +  «,y'+ /•,/-"' 
wo  die  a<,'6i,  c, ,  dt,  ei,  f,  Functionen  von  z  bedeuten. 
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Darans  erhftlt  man: 

Zwischen  C|  nnd  c^  besteht  die  Relation: 

Die  Differentialgleichung  D"^)  lässt  sich  daher,  zerlegt,  in  folgender  Gestalt 
schreiben : 

,0)      (|,«,_t;v).Q.-%+f,-)*+|.o. 

Denkt  man  sich  die  Differentialgleichung  von  vornherein  in  dieser  Gestalt 
gegeben,  so  kann  die  Poincarä'sche  Integrationsmethode  angewendet 
werden.      Die   Differentialgleichung    10)    wird    durch    die   Transformation 

o  ^i^yi- -7-^1=  o^^tg^yg --7-^21 

^^r^^yi +-7-^1  =  0-^2-^^2 +  ^3^2 

in  sich  selbst  transformirt.     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

^j^yi  =  \^-3f'2  '^•y2  +  -f^y2J^i+3f*2'^y2-7^ 

oder,  wenn  ß^^  y^^  y\  als  conslant  aufgefasst  und  der  Index  l   unterdrückt 

^0  M=  o  f*2- '''y2  +  "^2/'2  ^^^   -^~  Q  M2'^y2 ^^2  Coustauten  sind; 

zwischen  M  und   iV  besteht  infolge  vou  10)  die  Relation: 

Ebenso  erhält  mau  für  die  Differentialgleichung  D^"^)  aus  dem  allgemeinen 
Integral  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  2"^^): 


und  seiner  Ableitung: 


für  c,  und  Cj  folgende  Ausdrücke: 


2 


g|«-?3(|ll''-l)-5Sf,' 
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zwischen  c^  und  c^  besteht  die  Relation: 

Der  Differentialgleichung  D"^"^)  kann  man  daher  folgende  Gestalt  geben: 

11)  (Dy  +  Eyf--{Ay  +  Byy^k:=0, 

wenn  zur  Abkürzung 

Ä='^t.-%{(.+m  B — |-^2^(^-i)(^+i)», 

gesetzt    wird.    —    Die   Differentialgleichung  11)    wird    durch    die    bilineare 
Transformation: 

^  (^i)  yi  +  ^  M  y\  =  ^  (^2)  y»  +  -B  ^h)  y't » 

D  (.-,)  y,  +  E{z,)  y\  =  D  {z^)  y,  +  E{z,)  y\ 
in  sich  selbst  transformirt.     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 
\A  (g,)  g(^,)  -  -DC^,)  B(5,)]  y,  +  \B{z^  E{e,)  -  E{g,)  B{e,)]  y\ 

oder,  wenn  wieder  z^^  y^,  y\  als  constant  aufgefasst  und  der  Index  1  unter- 
drückt  wir^:  ^  ^^^^  ^(.)  _ 

^  i"(^j  JSÖ?)  -  B(z)T)(z)  A(z)E {z)  -  jB(;&) D(;^) ' 

wo 

M=Ä{z,)y,  +  B{z,)y\   und   J^  =  D{£f,)y2 +  ^(£r,)/, 

Constanten  sind.     Es  ist  aber: 

^^1 ^±(iA.l.Y 

'Ä{e)E{e)-B{e)I)(g)      i/2  \  "^ft/ 
und  '^ 

Zwischen  Jlf  und  ^  besteht  infolge  von  11)  die  Relation: 

\L  Beispiele. 

1)  y'-4xyy  +  8y^  =  0* 

(Lagrange). 

Die  entsprechende  Curve  ist  vom  Geschlecht  f?  =  0,   day  =  0,  y'=0 
ein  Doppelpunkt.     Wird 

*  cfr.  Einleitung  pag.  194. 
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gesetzt,  so  erhält  man 

y  =  4A(a;-20,    y  =  4X«(a--2X). 

Durcb  Dififerentiation   der  zweiten  und  Comparation  mit  der  ersten  Gleich- 
ung ergiebt  sich  für  A  die  Differentialgleichung: 

also : 

;.  =  ^^^  und  y^ix-OyC. 

2)  F=si^y^'-y^{r^  +  4x^y)  +  y(4xy^^2f^x)''x'^0^ 

(Dissertation  von  Karl  Schmidt,  Giessen  1884,  pag.  29). 

Die  drei  Gleichungen 

|:?=i3ic3/«-2y'(r*  +  4a:«i^)  +  4xy«-2r«x  =  0, 

dF 

j-^y{Sxy-4a?y)=^0 

werden  befriedigt  durch 

2y-xy=0,     2^'=--ji 
also  durch 

/  X  Sr 


y^'-ji'   y=""2?' 


r' 


X  x^ 


folglich    ist -1   —  cj-j   ein    Doppelpunkt    und    die    Differentialgleichung 

2^  =  0  vom  Geschlecht  0.     Setzt  man 

so  wird  die  Differentialgleichung: 

x^u"^  —  ^x'^ii^v  -^-Axuv^  —  (^'^+    o)  M^H T-wi? 5-  r^  =  0. 

Wird  hierin  11  =  Iv  gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

Ax^  (  ,  .  x^\  .„     4x^  ^   .  4x^ 


(h+J.)..-*^\+^'  (^+^)»--^^<  + 


A(a:3A*-4a:U  +  4a:)  V  A«  -  4a;-*A  +  4x 

/  X  f  X 


r'^  y.2 


so  ist  v=^u.  Differenzirt  man  daher  die  erste  Gleichung  und  vergleicht 
damit  die  zweite,  so  erhält  man,  indem  man  beachtet,  dass  die  Differen- 
tialgleichung für  A  die  Form 

—  ^a^  +  a^k  +  a^k^ 
haben  muss,  für  A  die  Differentialgleichung: 
*  oft".  Einleitung  pag.  194. 
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oder,  wenn  -r=^vo  gesetzt  wird^  für  w  die  Differentialgleichung: 


also: 


^+--1=0, 
dx       X 


1       1    X« 

^ 

oder,   wenn   0  =  ^  gesetzt  wird: 


'  +e  J  'J ef  '  dx 


C+x^       ^   ,       \         2x 
iv  =  — 7^ und  A  =  —  = 


2x  w       C+x^ 

Dann  wird: 

oder,  wenn  man 

als  willkürliche  Constante  wählt: 

-  g^  +  r^C+C^ 
^^  2C* 

Die  Discriminante  der  Differentialgleichung  2)  lautet,  in  ihre  Factoren 
zerlegt: 

D  =  «« (2r«y  +  ic*)^  (4r«  +  27fl;<  +  36rV3/ -  4r<y»  -  32ajV)- 

Der  einfache  wesentliche  Theiler  der  Discriminante  liefert  das  singulare 
Integral;  ^  =  0  und  2r^y  +  x^=i0  sind  hier  ebenfalls  Integrale  und  zwar 
partikuläre.  —  Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  lässt  sich  leicht  in 
der  von  Herrn  Fuchs  angegebenen  Form*  darstellen;  es  ist  nämlich 
einerseits : 

X 

andererseits : 

1         2y-C 


C*      x^  +  r*C 
also : 

f__2xy  —  xC 

^"^  x*  +  r^C 
und  daher:  , 

2xy-x^y 

ÄJ  +  r-y 
So  ist  die  Integrationsconstante  C  als  linear  gebrochene  Function  der  durch 
F^=0   als  algebraische   Function  von  x  und  y  definirten   Grösse  y   dar- 
gestellt;**  mit   anderen  Worten:   man  geht  von  y   zu  C  durch  die  Sub- 


•  cfr.  pag.  270. 
♦»  cfr.  pag.  270,  10). 
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Die  Ricca titsche  Differentialgleichung 

—  =  ao  +  a,«?  +  aji;« 

I     o 

hat  das  Integral  ©  =  Cx*^* :  ich  wähle  daher  in  y  = tt 

a  =  x*\    (3  =  0,    y  =  0,    4  =  1. 

aö  —  ßy  ist  hier  allerdings  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  x*^*\  diese  Wahl 
der  Grössen  o,  /},  y,  6  ist  hier  eben  für  die  Rechnung  bequemer. 

Durch  f/  =  a:*/»tt,  y=^x^{^u  +  xu)  wird   die  Differentialgleichung  3) 
in  die  folgende  transformirt : 

-•■-«(fe)'«-(fi^-(l-:)>«. 

A  =  Ä«  -  ö»  =  -  4:27^0  [32**«'  -  27J. 

Diese  Differentialgleichung   ist  ein   Beispiel   zu   den  Differentialgleichungen 

27   1 
D*)   (S.  331)   des   IV.  Abschnittes,   und  zwar  ist  ^  =  "~Tßii   ^^  setzen. 

Ihr  allgemeines  Integral  lautet  daher  bei  passender  Wahl  der  willkürlichen 
Constanten : 

wo  C,  und  C^  durch  die  Relation 

8(7,(7,2-1=0 

unter  einander  verbunden  sind.  Folglich  lautet  das  allgemeine  Integra) 
yz=Xiu  der  Differentialgleichung  3),  wenn  noch  20,  =  C  gesetzt  wird: 

V=     .^^^      oder   C'-'iyC''+x^  =  {). 

4)  {Azy^y)'-z^y'A-h  =  0, 

wo  h  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Diese  Differentialgleichung  bildet 
ein  Beispiel  zu  den  Differentialgleichungen  E)  des  V.  Abschnittes  (Theil  2, 
S.  342);  sie  genügt  den  Fuchs 'sehen  Bedingungen;  ihr  Geschlecht  ist 
gleich  3,  sie  muss  daher  algebraisch  integrirbar  sein.  Ihr  allgemeines  In- 
tegral lautet  in  der  Fuchs*schen  Form: 

wo  A  durch  (4jer  A  —  f/)**  —  j&^  A"*  +  fe  =  0  als  algebraische  Function  von  z 
und  y  definirt  ist. 

Auch    hier   lässt  sich  Poincare's  Integrationsmethode  mit  Erfolg  an- 
wenden, indem  die  Differentialgleichung  4)  durch 


♦  cfr.  pag.  270. 


Von  Dr.  6.  Wallbnbbrg.  353 
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in  sich  selbst  transformirt  wird.     Als  Integral  ergiebt  sich  daraus: 

!/  =  yo  +  4  £fo  y  0  (^o"  ^  ^^  - 1 ). 
jfo  und  y\  sind  durch  die  Gleichung 

Terbnnden;  aus  dieser  erhält  man: 
und  daher:  

Setzt  man  e^^y'^  -^0  =  0^  so  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Dif- 
ferentialffleichunff  4) :  . , 

Diese  Form  des  Integrals   zeigt,   dass  seine  Verzweigungsstellen  fest  sind, 
nttmlich  jp  =  0  und  ;?  =  oo. 
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XIX. 

Ueber  die   duroh  ein  lineares  Flächensystem  n^^ 
Ordnung  definirten  mehrdeutigen  involutorischen 

Baumverwandtsohaften. 


1  Von 

;  Chas.  Steinmetz 

'  in  New-Tork  City. 


(Sohlasa) 


Zehntes  Capitel. 

Degeneration  der  Terwandtsehaft  bei  Existenz  Ton  Hanptebene 

nnd  Uanptfläehen. 

8  87.    Ordnung  der  Verwandtschaft. 

93.  Unter  den  Flächen  des  Flächengebüsches  n^'  Ordnung  giebt  es  b 
Existenz  einer  Hanptebene  oder  Hauptfläche  m**' Ordnung  erster  Art,  d. 
einer  Fläche,  die  mit  allen  Flächen  des  Gebüsches  dieselbe  Schnittcur 
ntw**'  Ordnung  besitzt,  ein  Flächennetz  (n  — m)^"  Ordnung,  von  dess( 
Flächen  sich  die  Hauptebene  oder  Hauptfläche  tw*®'  Ordnung  abspaltet,  ui 
dessen  Flächen  daher  die  in  der  Hauptfläche  liegenden  Grundpunkte  ui 
Curven  in  der  um  ihre  Multiplicität  für  die  Hauptfläche  vermindert« 
Multiplicität  enthalten. 

Um  die  dann  in  der  Verwandtschaft  einer  beliebigen  Geraden  l  en 
sprechende  Curve  Ct  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  die  Gerade  l  wiede 
wie  in  §  2,  5,6  und  §  18,  49  erzeugt  durch  drei  mehrdeutig  projectiviscl 
Flächenbüschel  A,  B,  f,  deren  weitere  Schnittpunkte  die  Curve  Ct  e 
zeugen. 

Als  Büschel  A,  B  nehmen  wir  zwei  Büschel  (n  — tn)*®^  Ordnung  d 
speciellen  Flächennetzes,  als  f  ein  beliebiges  Büschel  w*®"^  Ordnung. 

Eine  Fläche  y  der  letzteren  schneidet  Z  in  n  Punkten,  deren  jede 
eine  Fläche  a  und  eine  Fläche  ß  angehört,  welche  sich  in  einer  Cur 
(n  —  fn)^*"  Ordnung  schneiden,  von  welcher  sich  alle  nicht  auf  der  Haup 
fläche  liegenden  i- fachen  Grund-  oder  Fundamentalcurven  t*-fach,  die  a 
der   Hauptfläche   liegenden    und    fllr   dieselbe   A,-, -fachen,   r, -fachen   Grün 
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oder  Pundamentalcurven  aber  nur  (i^  — A,J*-fach  abspalten.    Es  spalten  sich 
also  im  Ganzen  ab  Curven  von  der  Summe  der  Ordnungen: 

wenn  wir  setzen:  ^^ 

Die  Schnittcurye  der  beiden  Flächen  a  und  ß  ist  also  von  der  Ordnung : 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  n  derartigen  Curven  \€cß\  y  in  den- 
selben Punkten  schneiden,  wie  l  und  (7/,  so  ergiebt  sich: 

„Existirt  in  einem  Flächengebüsche  eine  Hauptfläche  m^'  Ord- 
nung erster  Art,  so  ist  die  durch  das  Flächengebüsch  definirte  involu- 
torische  Raum  Verwandtschaft  von  der  (n  [w  —  w]^  —  w  [Jlf  —  HJ  —  1)*«° 
Ordnung.  Es  entspricht  jeder  Geraden  l  eine  Curve  0/  der  Ordnung: 
(w[n  — tn]^  — n[Jtf -•  jETj]  —  1),  jeder  Ebene  e  eine  Fläche  Oe  derselben 
Ordnung." 

94.  Besitzt  dagegen  das  Flächengebüsch  n^®'  Ordnung  nur  eine  Haupt- 
ebene oder  HauptRäche  m^®'  Ordnung  zweiter  Art,  d.  h.  eine  Fläche,  die  einen 
festen  Grundpunkt  weniger  enthält,  als  zur  Bestimmung  ihrer  Schnittcurve 
mti^^'  Ordnung  mit  den  Flächen  w*®'  Ordnung  des  Gebüsches  nöthig  ist, 
dann  enthält  das  Flächengebüsch  nur  ein  Flächenbüschel  {n  —  m)^^  Ord- 
nung, von  dessen  Flächen  sich  die  Hauptfläche  abspaltet. 

Nimmt  man  dies  Büschel  als  Büschel  A  in  93,  und  als  B  und  f  zwei 
beliebige  Büschel  w*®'  Ordnung,  so  ergiebt  sich  in  derselben  Weise,  wie 
in  93,  wenn  man:  _^ 

setzt: 

»Existirt  eine  Hauptiläche  w*®'  Ordnung  zweiter  Art  im  Flächen- 
gebüsche n^®'  Ordnung,  so  definirt  dasselbe  eine  involutorische  Raum- 
verwandtschaft von  der  (n* [n  —  m]  —  n[M—  H^]  —  1)**°  Ordnung.  Es  ent- 
spricht jeder  Geraden  l  eine  Curve  Ct  der  Ordnung  (n*  [w  -  w]  -  n  [M-  H^]  - 1), 
jeder  Ebene  s  eine  Fläche  <t>s  derselben  Ordnung." 

S  38.    Die  Kernfläohe. 

95.  Von  der  Kerniläche  4(w  — 1)*®'  Ordnung  H  der  Verwandtschaft 
spaltet  sich  jede  Hauptebene  oder  Hauptfläche  w*®'  Ordnung  erster  Art 
doppelt  ab.     Also: 

9 

„Die  Kernfläche  H  der  durch  ein  Flächengebüsch  «*®'  Ordnung  de- 
fmirten  involutorischen  Raum  Verwandtschaft,  welche  eine  Hauptfläche 
♦»*«'  Ordnung  erster  Art  enthält,  ist  von  der  Ordnung: 

4(w~l)-2m.« 
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96.  Von  der  KemßSiche  H  der  Verwandtschaft  spaltet  defa  jede  Hanpt- 
ebene  oder  Hauptfl&cbe  tn*^  Ordnung  zweiter  Art  einfach  ab.     Also : 

ff  Die  KemEäehe  H  der  durch  ein  Flächengebüsch  »**'  Ordnung  de- 
finirten  involutoriHcben  Banmverwandtschaft ,  welche  eine  HanptflSche 
m^'  Ordnung  zweiter  Art  enthält,  ist  von  der  Ordnung: 


Elftes  Capitel 
Einige  npeeielle  eindeutige  Terwandtschaften. 

i  dO,   Eine  Verwandtschaft  siebenter  Ordnung:  n«-2. 

07.  Wie  in  §  30,  7G  nachgewiesen,  wird  durch  ein  Quadriflächengebüsch 
mit  sechs  festen  Orundpunkten  eine  eindeutige  Raumverwandtschaft  definirt. 

Dieselbe  ist  von  V.  Eberhard  in  seiner  Inaugural -  Dissertation, 
Breslau  1885,  näher  untersucht  worden,  und  genüge  es  daher  hier,  die 
wichtigsten  Resultate  daraus  anzuführen :  "^ 

„Die  Kernfläche  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  vierter  Ordnung, 
welche  die  sechs  Orundpunkte  ^j,  •..»$»  zu  Doppelpunkten  hat,  und  durch 
die  sie  verbindende  Raumcurve  dritter  Ordnung  sowohl^  als  auch  durch  die 
15  Verbindungslinien  der  sechs  Grundpunkte  und  durch  die  zehn  Schnitt- 
geraden  der  durch  die  sechs  Grundpunkte  möglichen  zehn  Ebenenpaare 
hindurchgeht." 

Denn  diese  25  Geraden  sind  Hauptgerade,  die  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung eine  Hauptcurvo. 

„Jeder  Geradon  entspricht  eine  Carve  siebenter  Ordnung,  welche  die 
sechs  Griindpunkte  'ip,  zu  Doppelpunkten  besitzt." 

„Der  jedesmalige  Durchschnitt  einer  Geraden  l  mit  einer  Hauptlinie 
der  Verwandtschaft  erniedrigt  die  Ordnung  der  entsprechenden  Curve  um 
die  Ordnung  der  Hauptlinie"  u.  s,  w. 

„Jeder  Ebene  entspricht  eine  Fläche  siebenter  Ordnung,  welche  die 
Heoha  Punkte  ^i  zu  vierfachen  Punkten  besitzt,  durch  die  25  Hauptgeraden 
geht  und  sich  in  der  cubischeu  Hauptcurve  dreifach  durchschlingt.** 

„Die  Fluche  H  ist  von  der  24.  Classe." 

„Sie  ist  in  15  cubischeu  Verwandtschaften  sich  selbst  zugeordnet." 

„Die  Verwandtschaft  siebenter  Ordnung  ist  in  drei  cubische  Verwandt- 
j^chafton  zerlegbar"  u.  s.  w. 

•  Hierbei  sei  »uif  eiuen  Irrthuui  iu  der  citirten  Schrift  aufmerksam  gemacht: 

Jedem  der  »ochs  Puukte  'l>,  entsprechen  nicht,  wie  S.  8,3  angeführt,  sämmt- 

licho    Paukte    de«  ijimdrikegels,    der   von  '??,  aus   die  Hauptcurve   C    )  projicirt, 

Kouderu  der  'J?,  entsprechende  Punkt   ist  unbestimmt,   und  jeder  belieli^re  Punkt 

ilea  Itiuunes  kanu  als  ent«prei*hender  augesohen  worden 


Von  Ch.  Steinmetz.  357 


i  40.     Eine  Verwandtsohaft  elfter  Ordntuig:   n  =»  3. 

98.  Ein  Flächengebüsch  dritter  Ordnung  ist  bestimmt  durch  16  Be- 
Bthnmungsstücke. 

Als  solche  können  einfache  Punkte  und  Doppelpunkte  auftreten. 

Nehmen  wir  d  Doppelpunkte  bj,  ...,  ba  und  £  einfache  Punkte  a^,  ...,  a« 
als  Bestimmungsstücke  des  Gebüsches  an. 

Je  zwei  Flächen  des  Gebtisches  schneiden  sich  in  einer  Curve  neunter 
Ordnung,  von   der   sich  sämmtliche  Verbindungslinien  der  6  Doppelpunkte, 

im  Ganzen   also   ^ Gerade,    abspalten,    da   jede   Verbindungslinie 

zweier  Doppelpunkte  des  Gebüsches  mit  allen  Flächen  vier  Punkte  gemein 
bat,  also  auf  ihnen  liegt. 

Zwei  Flächen  des  Gebüsches  schneiden   sich   demnach   ausser  in  den 

— 5 — '  Grundgeraden   noch    in    einer   Curve    (9 ^^-^ — ^1     Ordnung, 

welche  in  jedem  Doppelpunkte  ii  einen  (4— (6  —  1))  =  (5  — ä)- fachen,   in 
jedem  einfachen  Grundpunkte  aj  einen  einfachen  Punkt  besitzt. 

Jede  dritte  Fläche  des  Gebüsches  schneidet  diese  Curve  in  3(  9 ^— ^ — -) 

Punkten ,  von  denen  in  jedem  Doppelpunkte  b,* :  2  (5  —  d) ,  in  jedem   ein- 
fachen Grundpunkte  a,-  einer  liegt,  so  dass  übrig  bleiben:  3(9 ^-^ — ^1 

—  2d (5  —  5)  —  €  variable  Schnittpunkte. 

Soll  die  Verwandtschaft  eine  eindeutige  sein,  so  müssen  drei  beliebige 
Flächen  des  Gebüsches  zwei  variable  Schnittpunkte  mit  besitzen,  es  muss 
also  sein:  ^..      -. 

3(9-**^^---iA-2Ä(5-a)-e  =  2 

oder 

1)  ö2-17Ä-2a  =  -.50. 

Da  nun  die  Summe  der  Bestimmungsstücke,  die  die  d  Doppelpunkte 
und  die  s  einfachen  Punkte  repräsentiren ,  höchstens  =16  sein  darf,  jeder 
Doppelpunkt  aber  als  vier,  jeder  einfache  Punkt  als  ein  Bestimmungsstück 
gilt,  ergiebt  sich: 

2)  46  + 6  <  16. 

Daraus  ergiebt  sich,  da  ö  eine  ganze  positive  Zahl  sein  muss: 

6,  =6,        6jj  =  3,    63  =  5,        64  =  4. 
Dazu  gehören  die  Werthe: 

fi  =  — 8,    e^  =  4y    «3  =  — 5,    £4  =  — 1. 

Als  einzig  möglicher  Werth  ergiebt  sich  daher,  da  auch  e  positiv  sein 

muss :  «. 

6  =  3,     f  =  4, 

dann  ist  die  Zahl  der  Bestimmungsstücke:  4d  +  6  =  16,  das  Gebüsch  also 

gerade  bestimmt: 

^Eine    eindeutige    involutorische    Raum  Verwandtschaft  wird   definirt 

durch    ein    cubiscbes    Flächengebüsch,    dessen    Flächen    sämmtlioh    drei 
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Doppelpunkte    (1(2^3    ^^^    ^^^    einfache    Punkte    0^02^304    gemeinsam 
haben.  ** 

,iDie  Verwandtschaft  ist  dadurch  vollkommen  bestimmt.** 

„S&mmtliche  Flächen  des  Gebüsches  besitzen  die  drei  Geraden: 
ij  =  I  bj  feg  I ,  Zj  =  I  ^3  ^1 1 »  ^3  =  I  ^1  ^2 1  *^^  Grundgeraden  gemeinsam ,  un<l 
haben  die  Ebene  »  =  [6162^3]  =  [^li^y  zur  Hauptebene.** 

Die  Hanptebene  n, 

99.  Durch  sfimmtliche  Punkte  x  der  Hauptebene  n  gehen  die  Flächen 
eines  Flächennetzes,  weichere  (in  der  Voraussetzung,  dass  x  nicht  auf  einer 
der  Geraden  l  liegt)  in  den  drei  Linien  l  und  ausserdem  noch  im  Punkte 
r  schneiden,  also  tc  ganz  enthalten. 

Es  ezistirt  daher  im  cubischen  Flächengebüsch  ein  Netz  von  Qaadri- 
flächen,  das  die  sieben  festen  Punkte  b|b2^3Ai<4^3^i  ^^  Grundpnnkten 
besitzt  und  daher  noch  einen  achten  associirten  Punkt  q  als  Gnmdpnnkt 
besitzt,  den  der  Hauptebene  n  zugeordneten  Hauptpunkt. 

Die  Quadriflächen  schneiden  die  Hauptebene  n  in  einem  Kegelschnitt- 
netze mit  drei  festen  Grnndpunkten  (ibgbg. 

Jedem  Punkte  r  der  Hauptebene  n  gehören  alle  Punkte  der  ganzen 
Hauptebene  TS  und  ausserdem  noch  der  zugeordnete  Hauptpunkt  q  zu. 

Dem  Hauptpunkte  q  gehören  sämmtliche  Punkte  der  Hauptebene  n  zu. 
„unter  den  Quadriflächen  des  Netzes  giebt  es  eine  anendliche  Reihe 
von  Kegeln,   deren  Spitzen   eine   ßaumcurve   sechster  Ordnung  erfüllen '^ 
(welche  durch  die  Punkte :  b^  Iv^  t'y  v^ ,  a^  ag  ci.,  q  nicht  hindurchgeht). 

Denn:  Die  Spitzen  aller  Kegel,  welche  durch  bj 63^30,  0^,03  gehen,  liegeii 
auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung,  der  Kernfläche  H  der  in  §  ;^>9  behandelten 
Verwandtschaft  siebenter  Ordnung. 

Die  Spitzen  aller  Kegel,  welche  durch  bib2('jaivi2ai  gehen,  liegen 
gleichfalls  auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung. 

Beide  Flächen  haben  die  zehn  Verbindungslinien  der  Punkte  bjl\b3aja^ 
gemeinsam,  schneiden  sich  ausserdem  also  noch  in  einer  Curve  sechster 
Ordnung,  q.  e.  d. 

Die  Hauptlinien. 

101.  Die  zwölf  Verbindungslinien  ,b/ait  =/|*  schneiden  sämmtliche 
Flächen  des  Gebüsches  je  in  drei  festen  Punkten,  sind  also  Hauptliuien, 
und  liegen  auf  doppelt  unendlich  vielen  Flüchen  des  Gebüsches,  welche 
ein  Netz  bilden. 

Jedem  Punkte  von  Z,*  gehören  daher  sämmtliche  Punkte  von  Z/  als 
entsprechende  zu,  und  ausserdem  noch  je  zwei  der  Hauptlinie  /i^*  zugeord- 
nete Hauptpunkte  ?,*  und  ?/. 

'Jedem  der  24  Hauptpunkte  ?/"  und  ?,*  gehört  daher  der  andere,  bei- 
geordnete Hauptpunkt  7,*  resp.  Z,*^,  und  ausserdem  sämmtliche  Punkte  der 
zugeordneten  Hauptlinie  zu. 
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102.  Als  Hauptlinien  zweiter  Art  können  die  sechs  Verbindangslinien 
\aiak\  betrachtet  werden,  deren  jeder  eine  Curve  dritter  Ordnung  durch 
(1(2(301  OmCI  zugehört,  welche  \ciiak\  zur  Secante  hat,  und  mit  ihm  Orund- 
enrye  eines  Quadriiiächenbüschels  ist 

103.  Jede  Ebene  [li  a/c]  =  n^  kann  als  Hauptebene  dritter  Art  betrachtet 
werden.  Denn  sei  7^  =  |  bji  I)^  1 1  so  gehen  durch  zwei  Paukte  der  beiden 
Hauptlinien  Ij^  und  Z^^  in  n}^  sämmtliche  Flächen  eines  Büschels,  die  Ij^ 
und  Ij^  enthalten  und  sich  ausserdem  noch  in  einer  Curve  vierter  Ordnung 
schneiden. 

Durch  einen  dritten  Punkt  von  n{^  geht  eine  Fläche  dieses  Büschels, 
Ton  der  sich  die  Ebene  tt/^  abspaltet,  die  aber  eine  Quadrifläche  ist,  welche 
durch  bi(^  und  alle  (t  ausser  ^k  geht,  und  in  bi  einen  Doppelpunkt  besitzt, 
also  ein  Quadrikegel  mit  der  Spitze  in  l't*  ist,  der  die  beiden  anderen  Punkte 
Ibjt  und  B^ ,  sowie  die  drei  nicht  auf  ni^  liegenden  einfachen  Grundpunkte  a 
und  den  Punkt  q  projicirt. 

Es  giebt  zwölf  solcher  Hauptebenen  dritter  Art  7rj^=[7iaA],  denen  als 
zweiter  Theil  der  cubischen  Fläche  je  ein  Quadrikegel,  mit  der  Spitze  im 
gegenüberliegenden  doppelten  Grundpunkt  liegend,  zugehört,  im  Ganzen 
also  zwölf  Quadrikegel)  deren  Spitzen  zu  je  vier  in  jedem  der  drei  doppelten 
Grundpunkte  liegen,  und  deren  jeder  durch  einen  einfachen  Grundpunkt 
nicht  geht 

104.  Von  singulären  Elementen  besitzt  diese  eindeutige,  involutorische 
Verwandtschaft  daher: 

drei  doppelte  und  vier  einfache  Grundpunkte, 

drei  Grundlinien, 

eine  Hauptebene  mit  einem  zugeordneten  Punkte^ 

zwölf  Hauptlinien  mit  24  zugeordneten  Punkten, 

ein  Quadriflächennetz  mit  einer  Kegelspitzencurve  sechster  Ordnung, 

zwölf  Hauptebenen  dritter  Art  mit  zwölf  zugeordneten  Quadrikegeln, 

deren  Spitzen  in  den  Doppelpunkten  liegen, 
sechs  Hauptlinien  zweiter  Art. 

Die  Kernfläche  der  Ycrwandtschart. 

105.  Von  der  Kernfläche  der  Verwandtschaft  spaltet  sich  die  Haupt- 
ebene ab.     Also: 

„Die  Kernfläche  H  der  Verwandtschaft,  oder  der  Art  coincidenter 
Punkte ,  ist  eine  Fläche  sechster  Ordnung ,  welche  die  drei  Doppelpunkte 
bibgbj  zu  dreifachen,  und  die  vier  einfachen  Punkte  01020304  zu  Doppel- 
punkten besitzt,  und  durch  die  drei  Grundlinien  \l^^  und  die  zwölf 
Hauptlinien  ll^  einfach  hindurchgeht.  Sie  schneidet  die  Hauptebene  n 
ausser  in  den  drei  Geraden  Ix^^  noch  in  einer  Curve  dritter  Ordnung; 
welche  die  drei  Punkte  bjb^ba  zu  einfachen  Punkten  besitzt,  die  zwölf 
Hauptebenen  dritter  Art  [biib^O/t]  aber  in   den   drei  Geraden  Z^,  i^*,  l^^ 
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in  dem  Kegelschnitt,  in  dem  diese  Ebene  Ton  dem  conjugirten  Qnadri- 
kegel  geschnitten  wird,  und  noch  in  der  Schnittgeraden  der  flanptebene 
mit  der  Ebene  [oiaxa^].  Sie  geht  ausserdem  durch  die  Kegelspitzencurre 
sechster  Ordnung." 

Die  Ordnung  der  Yerwandtschaft  und  die  CorTe  C. 

1 06.  Um  die  Ordnung  der  Verwandtschaft  festzustellen ,  suchen  wir  die 
einer  Geraden  {  entsprechende  Curve  C/. 

Nehmen  wir  drei  Flächenbüschel  in  der  Verwandtschaft  an,  A,  B,  T, 
von  denen  wir  die  beiden  ersten  als  Qnadriflfichenbüschel  voraussetzen,  das 
dritte  f  als  ein  beliebiges  Cubiflächenbüschel ,  das  mit  den  beiden  ersten 
A  und  B  eine  Fläche  q>  gemein  hat. 

1.  Methode: 

Jede  Fläche  y  des  Büschels  f  schneidet  l  in  drei  Punkten.  Durch 
jeden  dieser  drei  Punkte  gehen  zwei  entsprechende  Qaadrifiächen  a  und  ß 
der  beiden  Büschel  A  und  B ,  welche  sich  in  einer  Biquadricurve  schneiden, 
die  durch  die  Punkte  a^,  Bj,  q  geht. 

Die  drei  so  entstehenden  Biquadricurven  schneiden  y  in  36  Punkten, 
von  denen  drei  auf  {  liegen,  so  dass  als  Schnittpunkte  von  y  mit  Ci 
33  Punkte  übrig  bleiben.     Also: 

„Die  Verwandtschaft  ist  elfter  Ordnung.'* 

2.  Methode: 

107.  Die  drei  Flächenbüschel  A,  B,  f  schneiden  eine  beliebige  Ebene  s 
in  drei  Curvenbüscheln  A^  J9,  C,  von  denen  die  ersten  beiden,  Ä  und 
J9,  Eegelschnittbüschel ,  C  ein  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung  ist,  das 
eine  in  eine  Gerade  und  einen,  auch  den  Büscheln  Ä  und  B  gemeinsamen 
Kegelschnitt  f  zerfallende  Curve  enthält. 

Durch  die  Punkte  der  Geraden  l  werden  die  Curven  der  drei  Büschel 
A^  B,  C  einander  so  zugeordnet,  dass 

jeder  Curve  c  von  C  je  drei  Curven  a  und  6, 
„         „      a     „    A    „  zwei       „        c     „     b, 

entsprechen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  x  einer  beliebigen,  in  e  angenommenen 
Geraden  g  geht  nun  eine  Curve  c,  der  drei  Curven  a  entsprechen,  welche 
g  in  sechs  Punkten  t)  schneiden,  umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkt  \} 
eine  Curve  a,  der  zwei  Curven  c  entsprechen,  welche  g  in  sechs  Punkten 
r  treffen,  r  und  ^  coincidiren  daher  für  zwölf  Punkte,  die  Büschel  A  und  C 
erzeugen  demnach  eine  Curve  zwölfter  Ordnung,  von  der  sich  aber  der  A 
und  C  gemeinsame  Kegelschnitt  f  dreifach  abspaltet,  so  dass  eine  Curve 
sechster  Ordnung  ^i  übrig  bleibt. 
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Weiterhin  geht  durch  eiuen  Punkt  r  von  g  ein  Kegelschnitt  von  J9, 
dem  in  Ä  zwei  Kegelschnitte  a  entsprechen,  die  g  in  vier  Punkten  l) 
sehneiden,  und  umgekehrt  entsprechen  jedem  Punkte  X)  vier  Punkte  r. 
A  und  B  erzeugen  daher  eine  Curve  achter  Ordnung,  von  der  sich  indess 
der  doppelt  zu  rechnende  Kegelschnitt  f  ahspaltet,  so  dass  eine  Curve  x^ 
der  vierten  Ordnung  übrig  bleibt. 

Die  Curven  Xi  und  x^  schneiden  sich  in  24  Punkten ,  von  denen  indessen 
nur  die  Hftlfte  Schnittpunkte  von  Q  oder  l  sind.  Da  von  diesen  zwölf 
Punkten  einer  der  Schnittpunkt  {fl)  ist,  bleiben  als  Schnittpunkte  (eC/) 
elf  Punkte  übrig. 

Legt  man  nun  die  Ebene  e  durch  einen  Punkt  a^  oder  b| ,  und  g  eben- 
falls durch  diesen  Punkt,  so  ergiebt  sich  in  derselben  Weise,  dass  Ci  in 
jedem  Punkte  cn  einen  Doppelpunkt  hat,  denn 

%i  und  Xi  haben  einen  Doppelpunkt, 
in  jedem  Punkte  ii  einen  Quadrupelpunkt  hat,  denn 

2i  hat  einen  Quadrupelpunkt,  Xi  ^^^  einen  Doppelpunkt     Also: 

„Jeder  Geraden  l  entspricht  in  unserer  eindeutigen  Baumverwandt- 
schaft eine  Curve  Q  der  elften  Ordnung,  welche  in  jedem  einfachen 
Grundpunkte  cn  einen  Doppelpunkt,  in  jedem  doppelten  Grundpunkte  kl- 
einen Quadrupelpunkt  besitzt.^ 

Geschlecht  der  Curve  C/. 

108.  um  das  Geschlecht  der  Verwandtschaftscurve  C7/  zu  finden,  suchen 
wir  die  Anzahl  der  von  einem  Punkte  des  Raumes  durch  Ct  gelegten  Se- 
canten. 

Als  solchen  Punkt  nehmen  wir  einen  Punkt  von  Z,  den  wir  auf  folgende 
Weise  erhalten: 

Legen  wir  durch  l  eine  Ebene  f,  so  schneidet  sie  Ci  ausser  in  den 
sieben  Punkten  (C/2),  in  denen  l  von  der  KernflSche  und  somit  auch  von 
Ci  geschnitten  wird ,  noch  in  vier  weiteren  Punkten ,  deren  sechs  Verbindungs- 
linien sechs  Secanten  sind ,  welche  l  in  sechs  Punkten  schneiden ,  durch  die 
ausser  l  noch  eine  weitere  Secante  in  £  durch  Ci  geht  Drehen  wir  nun 
e  um  2,  so  beschreiben  die  sechs  erwähnten  Schnittpunkte  eine  Involution 
auf  {,  welche  zehn  Doppelpunkte  besitzt. 

Fassen  wir  einen  solchen  Doppelpunkt  ins  Auge.   Durch  ihn  gehen: 

1.  die  zwei  durch  den  Coincidenzpunkt  der  Involution  bedingten 
Secanten,  _  ^ 

2.  die  siebenmal  schneidende  Secante  Z,  welche  als  —^  =  21 -fache 
Secante  gilt, 

3.  die  vier  Verbindungslinien  nach  den  Doppelpunkten  a^, 

4.  die     drei    Verbindungslinien    nach    den    vierfachen    Punkten    (i, 

4  . 3 
deren  jede  als  —^  =  6  Secanten,  zusammen  also  als  18  Secanten  gelten. 
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Im  Ganzen  ergeben  sich  demnach: 

2  +  21  +  4  +  18=45  Secanten. 

Das  Geschlecht  einer  Baamcurve  m^*^  Ordnung  mit  q  Secanten  ist  aber 

(m-l)(m-2)  . 
^^ --Q,  also: 

;,Die  Verwandtschaftscurve  elfter  Ordnung  Ct  ist  vom  Geschlechte  0.*' 
Wie  vorauszusehen  war. 

Die  einer  Ebene  e  entsprechende  Fläche  0. 

109.  Nehmen  wir  wieder  drei  Flftchenbtlschel  A,  B,  f  an,  und  seien 
A  und  B  Quadrififichenbüschel. 

Eine  beliebige  Fläche  y  von  f  schneidet  eine  beliebige  Ebene  $  dann 
in  einer  cubischen  Curve  c,  durch  deren  Punkte  die  Schnittkegelschnitt- 
btlschel  Ä  und  B  einander  sechsdeutig  zugeordnet  werden«  Denn  jede  a 
schneidet  c  in  sechs  Punkten ,  denen  sechs  h  zugehören.  Ä  und  B  erzeugen 
daher  eine  Curve,  A  und  B  also  eine  Fläche  24.  Ordnung,  welche  in  ai  und 
b^  zwölffache  Punkte  besitzt.  Von  dieser  Fläche  spaltet  sich  die  sechsfach 
zu  rechnende,  A  und  B  gemeinsame  Quadrifläche  <p  ab,  und  bleibt  dem- 
nach eine  Fläche  zwölfter  Ordnung  ip  übrig,  welche  in  aj  und  bi  sechs- 
fache Punkte  besitzt. 

Diese  Fläche  schneidet  y  ausser  in  der  cubischen  Curve  c  noch  in  einer 
Curve  33.  Ordnung,  welche  in  a,-  sechsfache,  in  bi  zwölffache  Punkte  besitzt. 

Diese  Curve  ist  nun  Schnittcurve  von  y  mit  O«. 

Also: 

„Jeder  Ebene  e  entspricht  eine  Fläche  0,  der  elften  Ordnung, 
welche  sämmtliche  sieben  Grundpunkte  o,-  und  b/  zu  sechsfachen  Punkten 
besitzt  und  durch  sämmtliche  21  Verbindungsgeraden  dieser  Grundpunkte 
hindurchgeht." 

Auch  |a,aA  gehört  der  4>,  an.  Denn  durch  den  Schnittpunkt  (la^aitl,  0 
geht  ein  Quadriflächenbüschel,  dessen  Flächen    a,a/fr|  gemeinsam  haben. 

110.  Jeder  Geraden  l  entspricht  eine  Curve  elfter  Ordnung  C/,  welche 
in  (li  zweifache,  in  i\  vierfache  Punkte  besitzt. 

Jeder  Ebene  e  entspricht  eine  Fläche  elfter  Ordnung  O,,  welche  Oj  und 
b»  zu  sechsfachen  Punkten  besitzt. 

Ci  und  4),   schneiden  sich  in  121   Punkten,  von  denen 

in  jedem  der  4  aii  12  Punkte, 
„       „        ;,    3  b,:  24        „ 

liegen,  in  allen  a»  und  bf  zusammen  also  4.12  +  3.24=120  Punkte,  so 
dass  ein  variabler  Schnittpunkt  übrig  bleibt,  als  der  dem  Schnittpunkte  (le^ 
in  der  Verwandtschaft  entsprechende  Punkt. 
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Specielle  Geraden. 

111.  Nach  denselben  Methoden,  wie  im  Vorigen,  ergiebt  sich: 

Einer  Geraden  Z,  welche:  entspricht  einer  Corre  Ci  der  Ordnung: 

darch  einen  einfachen  Grundpunkt  o«  geht   6,  welche  die  übrigen  a»  einfach,   die 

h(  doppelt  enth&lt 
„       „     doppelten  „  b<     „      5,  die  cny  und  den  b, einfach,  die  übrigen 

h  doppelt  enthält. 
„    zwei  einfache  Grundpunkte  vif  Oft    ,,      3,  welche  die  übrigen  zwei  Op  und  die 

hi  einfach  enthält,  und  |ai(u|  zur  So 
cante  hat. 
„    einen  einfachen  und  einen  doppelten   1 ,  nämlich  |  a<  b{  |  selber. 
Gmndpnnkt  diht  geht, 
1,  2,  ...,  )^ Hauptgeraden  schneidet,  10,  9,  ...,  11  — A;,  wobei  sich  die  Mul- 

tiplicität  jedes  auf  der  Hauptgeraden 
liegenden  Grundpunktes  um  1  ver- 
z.  B. :  mindert 

der  Geraden  |(6,ai,  b3a3a4)(biati  ^3^304)!   7,  welche  q<  einfach,  bs  zweifach,  bih 

dreifach  enthält  u.  s.  w. 

. ,  o   ^         .  ,      .  ,         Specielle  Ebenen. 
IIJ.  £s  ergiebt  sich: 

Geht  eine  Ebene  t  durch:  so  entspricht  ihr  eine  welche  in: 

etnen  einfachen  Grundpunkt:  Oi         Fläche  <t>«:   9.  Ordn.,  ai  einen  vierfachen,  den  übrigen 

und  den  b<  einen  fünffachen  Fun 

besitzt, 
bi  einen   dreifachen,  den  übrigen 

und  den  q^  vierfache  Punkte  besiti 
Ol ,  Ot  dreifache,  den  übrigen  a<  ui 

den  b<  vierfache  Punkte  besits 
Ol,  bi  zweifache,  den  übrigen  cn  ui 

b(  dreifache  Punkte  besitzt, 
bi ,  ht  einfache ,  den  übrigen  b< ,  ui 

den  Ol  zweifache  Punkte  besit: 
^ii  vit,  os  zweifache,  in  cla  und  d< 

b<  dreifache  Punkte  besitzt. 
citiaty  bi  einfache,  den  übrigen  a»  ui 

b.  zweifache  Punkte  besitzt, 
nämlich  die  Ebene  s  selbst. 


„      doppelten  „  bi 

zwei  einfache  Grundpuukte:   aj,  a2 

einen  einfachen  und  einen  doppelten 

Gmndpnnkt:  ai,  bi 
Ewei  doppelte  Grundpunkte:  bi,  bf 

drei  einfache  Grundpunkte:  au  ctt>  ^3 

zwei  einfache  und  einen  doppelten 

Gmndpnnkt:  ai,  a^y  bi 
einen  einfachen  und  zwei  doppelte 

Gmndpunkte:  ai,  bi,  bj 
drei  doppelte  Grnndpunkte:  bi,  bt^  bs 
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Ebeue  c:  1. 


der  ganze  Kaum. 

Ein  näheres  Eingehen  auf  die  speciellen  Geraden  und  Ebenen,  sowie 
eine  Betrachtung  der  einer  Raumcurve  oder  Fläche  w*®'  Ordnung  zugehörigen 
Ranmcurven  oder  Flächen  lim*®'  Ordnung,  von  denen  die  erstere  in  ca 
2ni- fache,  in  bt  4m- fache;  die  letztere  in  cn  und  b<  6m -fache  Punkte  besitzt, 
ersparen  wir  uns ,  da  ihre  üntersuchang  keine  weiteren  Schwierigkeiten  mehr 
bietet 

8  41.  Eine  Verwandtsohaft  15.  Ordnung:  n»4. 

113.  Haben  die  Flächen  eines  Flächengebüsches  vierter  Ordnung  einen 
Tripelpnnkt   c   gemeinsam;    so   können   sie   von   Doppelpunkten   höchste; 
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122.  Diese  Verwandtschaft  besitzt: 

die  sechs  Yerbindungsgeraden  \CiCk\  der  vier  Tripelpnnkte   zu   Omnd- 

linien , 

die  drei  Vcrbindungscurven  dritter  Ordnung  der  vier  Tripelpnnkte  mit 
je  zweien  der  drei  Doppelpunkte  zu  Grundcurven, 

die  zwOlf  Verbindungslinien  \Qiik\  je  eines  Tripelpunktes  und  eines 
Doppelpunktes  zu  Hauptlinien, 

die  vier  Verbindungscurven  dritter  Ordnung  der  drei  Doppelpunkte  mit 
je  dreien  der  vier  Tripelpnnkte  zu  Hauptcurven, 

die  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  vier  Tripelpnnkte  Ci*  zu  Doppel- 
punkten und  die  drei  Doppelpunkte  hi  zu  einfachen  Punkten  besitzt,  zur 
Hauptflftche,  die  sich  in  einem  Quadriflächen netze  abspaltet,  dessen  Grund- 
punkte C|-,  bi  und  der  der  Hauptfläche  zugeordnete  Hauptpunkt  sind. 

123.  Die  Kernfläche  zehnter  Ordnung  dieser  Verwandtschaft  19.  Ord- 
nung enthält: 

die  vier  Tripelpunkte  C|  zu  fünffachen  Punkten, 

„    drei  Doppelpunkte  it  zu  dreifachen  Punkten 

und   geht    durch   sämmtliche   Orundlinien    und  Curven,    sowie   sämmtliche 
HaupÜinien  und  Curven  einfach  hindurch. 

g  48.  Eine  Yerwandtsohaft  28.  Ordnung:   n«6. 

124.  Der  nächste  Fall  einer  den  vorherigen  analogen,  eindeutig  in- 
volutorischen  Raum  Verwandtschaft  wird  erzeugt  durch  ein  Flächengebüscb 
sechster  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Grundpunkte  b  und  sechs  dreifachen 
Grundpunkten  Cj.  Diese  Verwandtschaft  ist  von  der  23.  Ordnung,  enthält 
als  Grundgebilde: 

sechs  Gerade  |  b  c,- 1  und  sechs  Raumcurven  dritter  Ordnung , 

als  Hauptgebilde: 

15  Gerade  |ctCfc|  und  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung, 
sowie  eine  Hauptfläche  vierter  Ordnung  mit  einem  Tripelpunkt  b  und  sechs 
Doppelpunkten  c,-. 

Die  Kernfläche  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  zwölfter  Ordnung 
mit  einem  siebenfachen  Punkte  b  und  sechs  fünffachen  Punkten  c,-,  welche 
durch  alle  Grund-  und  Hauptlinien  und  Curven  einfach  hindurchgeht  u.  s.w. 

§  44.  Eine  Verwandtschaft  14.  Ordnung  mit  einer  Fundanoiental- 

curve  vierter  Ordnung:   w  =  3. 

125.   Im  Quadriflächengebüsch  kann  durch  Annahme  einer  festen,  allen 
Flächen    gemeinsamen    Fundamentalcurve   überhaupt   keine  Verwandtooliaft 
erzeugt   werden,    da    bei   Annahme    einer   Fundamentalgerad« 
Fundamentalkegelschnittes    überhaupt   gar    keine    abhftn/> 
treten,  eine  cubische  Fundamentalcurve  aber  das  Gebi 
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116.  „Die  Yerbindungslinie  |ca|  des  Tripelpunktes  mit  dem  einfachen 
Omndpnnkte,  sowie  die  zehn  Verbindungslinien  IB^bi^l  je  zweier  Doppel- 
punkte sind  Hauptlinien/ 

„Die  fünf  Verbindungscurven  dritter  Ordnung  des  Tripelpunktes  und 
des  einfachen  Punktes  mit  je  vier  der  Doppelpunkte  sind  Hauptcurven.'' 

117.  nl^Q'  Quadrikegel,  der  die  Orundcurve  f  vom  Tripelpunkte  c  aus 
projicirt,  ist  Hauptkegel.  Allen  seinen  Punkten  gehört  der  ganze  Haupt- 
kegel und  ausserdem  noch  ein  Quadriflftchennetz ,  dessen  Flächen  sich  ausser 
in  den  sieben  Punkten  cabt  noch  in  einem  Punkte  q  schneiden,  dem  dem 
Hauptkegel  zugeordneten  Hauptpunkte.'' 

Die  Verwandtschaft  besitzt  also : 
einen  Tripelpunkt  c, 
fünf  Doppelpunkte  bt*, 
einen  einfachen  Grundpunkt  a, 
fünf  Grundlinien  i  c  bi  | , 
eine  Grundcurve  dritter  Ordnung  f, 
elf  Hauptlinien  |  c  a  |  und  |  b<  hk  \  i 
ftlnf  Hauptcurven  dritter  Ordnung, 
einen  Hauptquadrikegel. 

Die  Kernflächo  der  Yerwandtschaft. 
119.   „Die  Kernflftche  H  der  Verwandtschaft  ist,  da  sich  der  Haupt- 
kegel Ton  ihr  abspaltet,  von  der  achten  Ordnung. 

Sie  geht  durch  die  fünf  Grundlinien  |cbt|  und  die  Grundcurve  f,  so- 
wie durch  die  elf  Hauptlinien  |cvt|  und  |bt'b^|i  und  die  fünf  Hauptcurven 
einfach  hindurch. 

Sie    besitzt    in   c  einen   füuffachen,    in  bi  dreifache   und    in   a    einen 

Doppelpunkt.^ 

Ordnung  der  Yerwandtschaft« 

120.  In  derselben  Weise,  wie  im  vorher  betrachteten  Falle:  n  =  3, 
ergiebt  sich  hier: 

jyDie  eindeutige,  involutorische  fiaumverwandtschaft  ist  von  der 
15.  Ordnung,  jeder  Geraden  l  gehört  also  eine  Raumcurve  C/  der  15.  Ord- 
nung, jeder  Ebene  e  eine  Fläche  0,  der  15.  Ordnung  an,** 

80  dass  ein  näheres  Eingeben  auf  diese  Curven  und  Flächen  erspart  werden 

kann. 

8  42.  Eine  Verwandtsohaft  19.  Grades:  n  — 5. 

121.  Eine  den  drei  letztbetrachteten  Verwandtschaften  7.,  11.  und 
15.  Ordnung  analoge  Verwandtschaft  19.  Ordnung  wird  erzeugt  durch  ein 
Flächengebüsch  fünfter  Ordnung,  dessen  Flächen  sämmtlich 

vier  Tripelpunkte:  Cj,  Cg,  c^,  C4  und 
drei  Doppelpunkte:  bi,  bj,  b^ 
als  Grundpunkt«  gemeinsam  haben. 
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eine  Cnrve  Ci  der  vierten  Ordnung  zu ,  welche  durch  alle  Yon  den  Geraden 
l  nicht  getroffenen  Grundpunkte  a^  einfach  hindurchgeht  und  mit  {  und 
r  zusammen  vollständiger  Durchschnitt  zweier  cubischer  Flfichen  ist' 
„Eine  Hauptgerade  q,-,  a',-  gehört  sich  selber  zu." 

Die  Ebene  c  und  ihre  Fläche  0«. 

130.  „Einer  Ebene  z  gehört  eine  FlKche  4>e  der  14.  Ordnung  zu, 
welche  sich«  in  der  Fundamentalcurve  V  ftlnffach  durchscblingt,  die  ftnf 
Grundpunkte  o^  zu  fünffachen  Punkten  besitzt  und  durch  die  zehn  Haupt- 
geraden  a,-,  a'i  einfach  hindurchgeht.^ 

„Eine  Ebene  £,  welche  durch  einen  Grundpunkt  a^  geht,  gehört  eine 
Fläche  (|>e  der  elften  Ordnung  zu,  welche  sich  in  der  Curve  V  vierfach 
durchschlingt,  03030405  zu  vierfachen,  0|  zum  dreifachen  Punkte  besitzt 
und  durch  a,*,  a'i  geht.*' 

„Einer  Ebene  f,  welche  durch  zwei  Grundpunkte  Ux  nnd  a^  geht, 
gehört  eine  Fläche  4>«  der  achten  Ordnung  zu,  welche  sich  in  f  dreifach 
durch  schlingt,  O3O4O5  zu  dreifachen  und  OjO^  zu  Doppelpunkten  besitzt.^ 

„Einer  Ebene  c^Ko^Og]  gehört  eine  Fläche  der  fünften  Ordnung 
4>«  zu,  welche  f  zur  Doppelcurve  und  O4O5  zu  Doppelpunkten  besitzt, 
und  durch  0|  o^  O3  einfach  hindurchgeht^  u.  s.  w. 

§  45.   Eine  specielle  Verv^andtsohaft  aohter  Ordnung  mit  einer 
Fundamentalourve  seohster  Ordnung:  n==3. 

131.  Eine  merkwürdige  Verwandtschaft  achter  Ordnung,  in  der  jeder 
(leraden  eine  ebene  Curve  achter  Ordnung  entspricht,  wird  definirt  durch  ein 
cubisebes  Flächengebüsch ,  dessen  Flächen  sämmtlicb  eine  Kaumcurve  sechster 
Ordnung  fjj,  die  Schnittcurve  einer  Quadrifläche,  euthalten,  und  ausserdem 
noch  sich  in  einem  Punkte  a  schneiden. 

Dann  ist  die  einzige  durch  fog  gebende  Quadrifläche  P  eine  Haupt- 
fiäcbe  und  spaltet  sich  von  einem  Flächennetze  des  Gebüsches  ab,  als  dessen 
anderer  Theil  das  Ebenenbündel  a  übrig  bleibt. 

Jeder  Geraden  l  entspricht  dann  eine  Curve  achter  Ordnung,  welche 
in  der  Ebene  [<xl\  liegt. 

Man  erhält  sie,  indem  man  [0?]  durch  ein  beliebiges  ([0?]  nicht  ent- 
haltendes) Flächennetz  des  Gebüsches  in  einem  Curvennetze  schneiden  lässt 
und  in  der  dadurch  definirten  ebenen  Verwandtschaft  die  der  Geraden  / 
entsprechende  Curve  aufsucht,  d.  h.  den  Ort  der  Grundpunkte  der  Curven- 
büschel  des  Curvennetzes,  die  einen  Grundpunkt  in  l  haben,  ein  Ort,  der 
im  Allgemeinen  von  der  Ordnung:  («*  —  !),  hier  also  von  der  achten  Ord- 
nung  ist. 
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Zwölftes  Capitel. 
Einige  speciello  mehrdeutige  Verwandtschaften. 

I  46.   Sine  siebendeutige  Verwandtsohaft  siebenter  Ordnung: 

132.  Im  allgemeinen  Quadriflttchengebüsch,  desuen  Flächen  keine  gemein- 
samen Punkte  besitzen ,  gehören  jedem  Punkte  als  Grundpunkt  eines  Flächen- 
nettes  sieben  associirte  Punkte  zU;  welche  eine  siebendeutige  in volu torische 
Verwandtschaft  siebenter  Ordnung  detiniren. 

Keruilftche  der  Ter  wand  tschaft^ 

133.  Die  Kemfläche  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung H,  welche  weder  Doppelpunkte,  noch  Geraden  enthält.  Sie  ist  der 
Ort  der  Spitzen  aller  Kegel  des  Gebüsches. 

Sie  ist  Yon  der  Classe  36. 

Die  Gerade  und  die  £bene. 

144.  Einer  Geraden  l  entspricht  eine  Haumcurve  Ct'  der  siebenten  Ord- 
nung, welche  die  l  in  vier  Punkten  der  Kernfiäche  schneidet. 

Jeder  Ebene  s  entspricht  eine  Fläche  4>/  der  siebenten  Ordnung, 
welche  die  Ebene  e  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  schneidet,  deren  Punkte 
sich  selbst  entsprechen,  also  auf  H  liegen,  und  ausserdem  in  einer  Curve 
dritter  Ordnung  t^«,  deren  Punkte  einander  paarweise  zugeordnet  sind.  Die 
Verbindungslinien  dieser  zugeordneten  Punkte  umhüllen  eine  Curve  sechster 
Classe. 

Auf  jeder  Ebene  giebt  es  eine  Curve  24.  Ordnung,  deren  Punkte  unter 
ihren  zugehörigen  Punkten  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Diese  Doppelpunkte 
liegen  auf  einer  Raumcurve  24.  Ordnung. 

Auf  jeder  beliebigen  Geraden  g  und  Ebene  s  giebt  es  sieben  Paare 
einander  in  der  Verwandtschaft  entsprechender  Punkte,  deren  jedem  noch 
weitere  sechs  Punkte  entsprechen.  Diese  so  erhaltenen  42  Punkte  bilden 
mit  den  sieben  dem  Schnittpunkt  (ge^  entsprechenden  Punkten  zusammen 
die  49  Schnittpunkte  der  l  und  b  entsprechenden  C/'  und  O^'. 

Auf  zwei  beliebigen  Ebenen  £|  und  (^  giebt  es  zwei  Curven  siebenter 
Ordnung,  deren  Punkte  einander  paarweise  in  der  Verwandtschaft  ent- 
sprechen. Die  übrigen  je  sechs  entsprechenden  Punkte  erfüllen  eine  Raum- 
curve 42.  Ordnung. 

Auf  jeder  Ebene  fj  giebt  es  24  sich  selbst  entsprechende  Punkte, 
denen  in  einer  beliebigen  zweiten  Ebene  e^  ^^^^  ^^°  entsprechender  Punkt 
sagehört 

Auf  jeder  Ebene  s^  giebt  es  24  Punkte,  denen  in  einer  beliebigen 
sweiten  Ebene  e^  ein  Doppelpunkt  oder  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
entspricht 

E«lttebrJ/l  tMuthem.uik  u.  l'hyiiik  XXXV,  >'».  *1^ 
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I  Auf  jeder  Ebene  e^  giebt   es   neun   einander  zugeordnete  Punktepaar 

denen  auf  einer  beliebigen  zweiten  Ebene  fj  ^^ch  je   ein  Punkt  entspricfa 

Auf  jeder  Ebene  s^  giebt  es  neun  Punkte,  denen  in  einer  beliebige 
zweiten  Ebene  ^2  ^^^^  j^  ^^^  P^^^  conjugirter  Punkte  entspricht. 

Auf  jeder  Ebene  b  giebt  es  sieben  Punkte,  die  auf  einer  beliebigi 
Geraden  l  noch  einen  entsprechenden  Punkt  besitzen. 

Auf  je  drei  beliebigen  Ebenen  £| ,  f^  >  h  S^^^^  ^s  42  Tripel  einander  ei 
sprechender  Punkte,  deren  jedem  noch  weitere  fünf  Punkte  zugehöre 
welche  den  drei  den  Ebenen  entisprechenden  4>cj,  4>c,,  O«,  gemeinsam  sin 
Diese  5.42  =  210  Punkte,  die  den  3.7  Paaren  entsprechender  Punk 
auf  den  e,  und  |  (^  (3  | ,  s^  und  |  f ^  ^3 1 ,  ^3  und  |  ^j  f^  I  entsprechende 
3.7.6  =  126  und  die  sieben  dem  Punkte  («i^sO  entsprechenden  Punk 
bilden  zusammen  die  343  Schnittpunkte  (O«,  0«,0«,). 

Da  jeder  Doppelpunkt  oder  sich  selbst  entsprechende  Punkt  die  Spit 
eines  Quadrikegels  ist,  lässt  sich  ein  Theil  der  letzteren  Sätze  noch  ande 
aussprechen. 

145.  Denjenigen  Geraden,  welche  entsprechende  Punkte  der  Verwand 

Schaft   verbinden,    gehören    Raumcurven    dritter   Ordnung    an,    welche    d 

Gerade  in  zwei  Punkten  schneiden   und  mit  ihr  Grundcurve  eines  Büsche 

bilden. 

Der  Strahlencomplex. 

146.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Verwandtscbs 
bilden  einen  Strahlencomplex  sechsten  Grades. 

Die  Strahlen  des  Strahlencomplexes  sind  diejenigen  Gemden,  die  nie 
nur  auf  einer,  sondern  auf  unendlich  vielen  Qaadriflächen  des  Gebüsch 
liegen,  die  also  Theile  von  Grundcurven  von  Flächenbüscheln  sind. 

Alle  in  einer  Ebene  liegenden  Complexstrahlen  umhüllen  eine  Cur 
sechster  Classe,  ihre  singulSren  Punkte  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Or 
nung. 

Alle  durch  einen  Punkt  gehenden  Complexstrahlen  bilden  einen  Keg 
sechster  Ordnung.  Ihre  singulären  Punkte  liegen  auf  einer  Raumcur 
19.  Ordnung,  welche  die  Kegelspitze  zum  siebenfachen  Punkte  hat. 

Alle  Complexstrahlen,  welche  zwei  Gerade  g^^  g^  schneiden,  bilde 
eine  Uegelfläche  zwölfter  Ordnung,  welche  g^  und  g^  zu  sechsfachen  Gerade 
besitzt  Die  auf  ihr  liegenden  singulären  Punkte  bilden  eine  Raumcur 
zwölfter  Ordnung. 

Drei  beliebige  Geraden  werden  von  zwölf  Complexstrahlen  geschnitte 

Die  Strablencongruenz. 

147.  Die  Congruenz  der  Complexstrahlen,  deren  beide  singulären  Punk 

zusammenfallen,  ist  von  der 

Ordnung:  14, 

Classe :        6 , 

Rang:        20. 
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D.  h.: 

Durch  jeden  Punkt  y  des  Raumes  gehen  14  Strahlen,  längs  deren  sich 
in  einem  ihrer  Punkte  die  Flächen  von  unendlich  vielen  Büscheln,  die  ein 
Netz  hilden,  berühren. 

In  jeder  Ebene  liegen  sechs  Strahlen,  längs  deren  sich  in  einem  ihrer 
Punkte  unendlich  viele  Flächenbüschel  berühren ,  die  ein  Flächennetz  bilden. 
Oder:  Es  giebt  sechs  Flächenbüschel,  deren  Flächen  sämmtlich  die  Ebene 
berühren. 

Je  zwei  Oeraden  g^  und  ^2  werden  von  20  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  Flächen  je  eines  Flächen netzes  geschnitten. 

Die  Berührungspunkte  aller  durch  eine  Oerade  g  gelegten  Congruenz- 
strahlen  liegen  auf  einer  Raumcurve  18.  Ordnung. 

t  47.  Eine  zweideutige  Verwandtsoliaft  siebenter  Ordnung: 

n«2. 

148.  Haben  die  Flächen  eines  Quadrifiächengebüsches  fünf  feste  Punkte 
gemein,  so  bestimmen  sie  eine  zweideutige  involutonsche  Verwandtschaft 
siebenter  Ordnung. 

Seien  a^ ,  •  •  m  ^^5  ^^^  ^^^^  festen  Grundpunkte. 

Die  Kernfläche  der  Yerwandtsctaaft. 

149.  Die  Kernfläche  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  vierter  Ord- 
iiQng  H,  welche  die  fünf  Grundpunkte  ai  zu  Doppelpunkten  besitzt  und 
<lurch  die  zehn  Verbindungsgeraden  ja^a^l  hindurchgeht. 

JUe  (verade. 

150.  Einer  Geraden  l  entspricht  eine  Curve  Cp  der  siebenten  Ord- 
nung, welche  die  fünf  Grundpuukte  a/  zu  Doppelpunkten  besitzt. 

Einer  Geraden  Z,  welche  durch  einen  Grundpunkt  ai  geht,  entspricht 
eine  Curve  C/^  dritter  Ordnung,  welche  durch  Qj 0304(15  geht,  l  doppelt 
schneidet  und  mit  ihr  die  Grundcurve  eines  Quadriflächenbüschels  bildet. 

Eine  Hanptgerade  |  010^1  =  2  entspricht  sich  selber. 

Es  giebt  zehn  Hauptgeraden  jaia^l. 

Einer  Geraden  Z,  welche  eine  Hauptgerade  {ciia^l  schneidet,  entspricht 
eine  Curve  sechster  Ordnung  C/^,  welche  030^05  zu  Doppelpunkten,  0,0^  zu 
einfachen  Punkten  besitzt. 

Einer  Geraden  Z,  welche  zwei  Hauptgeraden  |a,  02!  und  lOjO^I  schneidet, 
entspricht  eine  Curve  fünfter  Ordnung  C/^,  welche  durch  0,020304  geht  und 
in  O5  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Einer  Geraden  ?,  welche  in  einer  Ebene  [010203]  liegt,  entspricht  eine 
Curve  vierter  Ordnung  C/*,   welche  O4O5  zu  Doppelpunkten  hat. 

Einer  Geraden  ?,  welche  in  [ajOgOg]  liegt  und  durch  den  Schnittpunkt 
dieser  Ebene  mit  der  Linie  IO4O5I  geht,  entspricht  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung C/',  welche  durch  O4O5  geht. 
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Die  durch  a^  gehende  Gerade ,  welche  la^a^l  und  jaga^l  schneidet, 
entspricht  sich  selbst. 

Solche    sich     selbst    entsprechende     Geraden,     die     Schnittgeraden 
IK»  Ö2«8]k>  «4Öß]|,  giebt  es  15. 

Die  Ebene. 

151.  Einer  Ebene  e  entspricht  eine  FlSche  siebenter  Ordnung  Og^^ 
welche  die  fünf  Grundpnnkte  a;  zu  vierfachen  Punkten  besitzt  und  durch 
die  zehn  Hauptgeraden  einfach  hindurchgeht 

Einer  Ebene  e,  die  durch  einen  Punkt  Oj  geht,  entspricht  einer 
Fläche  4>«^  der  fünften  Ordnung,  welche  0^030405  zu  dreifachen,  a^  xom 
zweifachen  Punkte  besitzt. 

Einer  Ebene  t,  die  durch  zwei  Punkte  a^  und  o^  geht;  entspricht  eine 
Fläche  dritter  Ordnung  (|>i,^,  welche  durch  aia^  geht  und  a^a^a^  zu  Doppel- 
punkten besitzt. 

Einer  Ebene  s  =  [a^a^as]  entspricht  eine  zweite,  durch  1 0405 1  gehende 
Ebene  u.  s.  w. 

Diese  Verwandtschaft  war  durch  das  Gebüschskelett  nicht  vollstlLndig 
bestimmt. 


8  48.   Eine  dreideutige  Verwandtschaft  17.  Ordnung:  n^3. 

152.  Betrachten  wir  von  den  durch  ein  cubisches  Flächengebüsch  de- 
finirten  mehrdeutig  involutoriscben  Raum  Verwandtschaften  eine  näher,  die 
erzeugt  ist  durch  ein  cubisches  Flächengebüsch ,  dessen  Flächen  sämmtlich 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  f  und  sechs  Punkte  a,,  ...,  a^  mit  ein- 
ander gemein  haben. 

Das  Flächengebüscb  ist  dadurch  gerade  bestimmt. 

Da  drei  beliebige  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  eine  Kaumcurve 
dritter  Ordnung  vierten  Ranges  gemein  haben,  sich  noch  in  weiteren 
27  —  3(9  — 2) +  4  =  10  Punkten  schneiden  (Cremona,  Raum),  von  denen 
stchs  in  a,-  fest  sind,  so  existiren  vier  variable  Punkte,  d.  h.: 

„Die  Verwandtschaft  ist  dreideutig. ** 

153.  Die  Verwandtschaft  enthält  sechs  Hauptgeraden  ai,  ...,  ag,  die 
sechs  von   den   Punkten  a.  an  die   Fundamentalcurve  f  gelegten   Secanteu. 

154.  Die  Kernfläche 

ist  eine  Fläche  achter  Ordnung  H,  welche  die  Curve  f  zur  Knotencurve 
hat,  in  den  sechs  Punkten  a»  Doppelpunkte  besitzt  und  durch  die  sechs 
Hauptgeraden  a,  einfach  hindurchgeht. 
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155. 

Es  entspricht: 

OBer  beliebigen  Geraden 

fliiier  durch  einen  Qrandpunkt  at 
gdie&den  Geraden 

einer  die  Fondamentalcnrve  f  schnei- 
denden Geraden 

einer  dnrcfa  zwei  Gmndpankte  aia^ 
gdienden  Geraden 

einer  Secante  der  Fundamentalcurve 


Die  Gerade. 

eine  Carve  C  der: 
17,  Ordnong, 


11. 


11. 


5. 


6. 


5. 


f> 


» 


1» 


1» 


welche  die  Punkte: 

a<  zu  dreifachen  Punkten  besitzt, 
at)  •••)  ^6  zu  Doppelpunkten,  ai  zui 

einfachen  Punkte  besitzt, 
ai  zu  Doppelpunkten  besitzt 

welche   durch    die   Punkte  asOias 

einfach  hindurchgeht, 
welche  durch  den  Punkt  a^  einfac 

hindurchgeht, 
welche  durch  die  Punkte  01^80405 

einfach  hindurchgeht. 


einer  dnrdi  einen  Grundpunkt  ai 
gehenden  nnd  die  Fundamental- 
cnrre  f  einmal  schneidenden  Ge- 
raden 

Die  Hauptgeraden  a«  entsprechen  sich  selber. 

Schneidet  eine  Gerade  l\  1,  2,  3,  4  Hauptlinien  a,  so  erniedrigt  sich 
die  Ordnung  ihrer  zugehörigen  Curve  um  1,  2,  3,  4.  Q  ist  also  dann 
Ton  der  16.,  15.,  14.,  13.  Ordnung  und  hat  jeden  auf  einer  von  l  ge- 
schnittenen Hauptlinie  gelegenen  Punkt  zum  Doppelpunkte,  jeden  weiteren 
Gmndpunkt  zum  Tripelpunkte. 

Z.  B.: 

Den  15  Paaren  von  Schnittlinien  je  vierer  Hauptgeraden  aiGka^a/i  ent- 
sprechen 15  Paare  von  Baumeurven  13.  Ordnung,  welche  die  Punkte 
a^aj^o^a^  zu  Doppelpunkten,  a^o^  zu  Tripelpunkten  besitzen. 

156.  Pie  Ebene. 

Es  entspricht:  eine  Flächet  der:       welche  sich  in  f:  und  die  Punkte: 

[tiner  beliebigen  Ebene         17.  Ordnung,      sechsfach  durchschlingt  a<  zu  sechsfachen  Punkte 

besitzt, 
n  0108^40506  ZU  fünffachen,  c 


fünffach 


Ebene,  welche  durch     14. 
Gmndpunkt    oi 
geht 

Ebene,  welche  durch     11. 
swei  Grandpunkte  0|0t 
geht 

Ebene,  welche  durch 
drei  Gmndpunkte  Oj  OiOs 
geht 

Punkten  besitzt  und  durch  die  sechs  Hauptgeraden  ai  einfach  hindurchgeht 


8. 


vierfach 


dreifach 


zum  vierfachen, 

O8O4O5O6  zu  vierfachen ,  oic 
zu  dreifachen, 

04a6  0t  zu  dreifachen,  OiOfO 
zu  zweifachen 


i  49.  Eine  fünf  deutige  Verwandtsohaffe  17.  Ordnung:  n»8. 

157.  Als  Beispiel  einer  Verwandtschaft  mit  Hauptebene  zweiter  Art 
betrachten  wir  noch  die  Verwandtschaft,  die  durch  ein  CubiflSchengebüsch 
dritter  Ordnung  definirt  wird,  dessen  Flächen  sämmtlich  acht  in  einer 
Ebene' TT  gelegene  Punkte  ^j,  ...,  ^g,  und  ausserdem  noch  einen  Doppel- 
punkt i  und  vier  weitere  einfache  Grundpunkte  a^,  ...,  a^  besitzen. 
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XIV.  Zur  Integration  der  binomisohen  Differentialgleiohimg 

dritter  Ordnung. 

Die  binomischen  Differentialgleichungen  sind  von  den  Herren  Briot 
und  Bouquet*)  in  der  ersten  Auflage  ihres  Werkes  über  die  doppelt- 
periodischen PuDctiouen  allgemein  behandelt  worden.  Sie  fanden,  das»  nicht 
mehr  als  elf  Differentialgleichungen  der  Form 


(r:)"-«»'- 


unter  f{u)  eine  ganze  rationale  Function  verstanden,  aus  denen  eindeutige 
doppeltperiodische  Functionen   entspringen,   vorhanden  sind,   dass  sie  sich 
aber  auf  vier  typische  Formen  zurückführen  lassen.    Dasselbe  Resultat  ist  in 
der  Inauguraldissertation   von   Herrn  Netto*)   als  der  specielle  Fall  ent- 
halten, dass  die  Classe  der  betrachteten  Functionen  gleich  Eins  ist.    SpSter 
ist  Herr  Fuchs')  in  einem  Briefe  an  Herrn  Her  mite  zu  den  Formen  der 
binomischen   Differentialgleichungen,    welche   eine   eindeutige   doppeltperio- 
dische  Integralfunction   besitzen,   dadurch   gelangt,   dass   er  den  Satz   vom 
Geschlecht  der   algebraischen   Gleichungen   zu  Grunde   legte.     Herr  Klitz- 
kowski^)  hat  eine  allgemeinere  Form  der  binomischen  Differentialgleichungen 
betrachtet,    für   welche   sieb   die  Briot   und  Bouque tischen  Resultate  als 
Sonderfall  ergeben.     Neuerdings  habe  ich  in  meiner  Inauguraldissertation *'^) 
die  in  Rede  stehenden  Differentialgleichungen  abgeleitet,  indem  ich  von  dem 
Satze,    dass    sich    eine   eindeutige   doppeltperiodische   Function   n*®°   Grades 
durch  eine  rationale  umkehrbare  Substitution  in  eine  solche  zweiten  Grades 
tiberführen  lösst,  ausging  und  eine  Bedingungsgleicbung,  die  bei  der  Trans- 
formation erfüllt  sein  soll,  zu  Grunde  legte. 

Das  Verfahren ,  wodurch  die  Herren  Briot  und  Bouquet  die  binomi 
sehen  Differentialgleichungen    auf  solche   zweiten  Grades   reduciren,    weicht 


1)  Theorie  des  fonctions  doublenient  pcrio^liques.     Paris  1869. 
•2)  De  transfbrmatioue  aequationis  y**  ~  R{.i .  etc.     Berlin  1870. 

3-  Sur  une  equation  differentielle  de  la  forme  fiuy  J~)^^'  ^^^"P^®^  renduB 
1R81. 

4;  Ueber  die  Integration  der  m^*'°  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function. 
Königsberg  188.'{. 

5)  Zur  Integration  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  etc.  Halle  1889. 
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Die  EenUclie. 

161.  Die  KeroflScbe  der  Verwandtschaft  ist,  da  sich  von  ihr  die  Ebene  n 
abspaltet,  eine  j.,_^^^  „  ^.^^^^^  ^^^^^^^^ 

welche  b  zum  fünffachen,  di  zu  doppelten,  pi  zu  einfachen  Punkten  be- 
sitzt und  durch  die  16  Hauptlinien  erster  Art:  |bai|,  Ibpij,  Itk  hin* 
durchgeht.  i 

Ordnnngr  der  Yerwandtsehafl. 

162.  In  derselben  Weise,  wie  im  Vorhergehenden,  ergiebt  sich: 
„Die  Ordnung  der  Verwandtschaft  ist  =17." 

„Einer  Geraden  l  gehört   eine  Raumcurve  C/  der  17.  Ordnung'  zu." 
„Einer   Ebene   €   gehört   eine   Flfiche  (|>«    17.  Ordnung    zu,    welche 
durch  sämmtlichc  Hauptgebilde  hindurchgeht**  u.  s.  w. 

Wie  man  sieht,  ist  also  bereits  bei  den  niedrigsten  Flächengebüschen 
n  =  2|  3,  ...  die  Zahl  und  die  Verschiedenartigkeit  der  durch  sie  detinirteu 
iuYolutorischen  Raum\erwandtschaft  eine  sehr  grosse,  und  wuchst  mit 
steigendem  n  bei  dem  massenhaften  Auftreten  von  Grundcurven  und  Haupt- 
ebene rapide  ins  Unbegrenzte. 
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2)  io(y)  «*  +  A  (y)  u  +  L,(y)  =  0, 
wenn 

^o(y)  =  cioH3y -  öj) ,    -Lj (y)  =  Oo(3y2 _ ^^^) ^    L^i!/)  =  y^-  ao^ag. 

Durch  Differentiation  von  Gleichung  2)  nach  y  und  u  folgt: 

Hier  ist  nun  

mit  EinfÜhning  von 

/•*(«) =p(«) 

und  ausserdem 

2L^(2,)u  +  L,  (y)  =  }/Lilfj)-4L,(y)  ^(7). 
Setzt  man  femer 

L,*  (y)  -  4io(y)  i,(y)  =  9ao'/.  //(y) , 

WO  R(y)  die  Darstellung  hat: 

»C^  R(y)  =  -  3y«  +  4a,jr»  -  6a,fl,j,»  +  laao^ajy  +  a^^a,*  -  4ai03), 
SO  wird  die  Transformation 

3)  _^'L.+-t  =  0 

yUiu)      VH(u) 

einmal  darch  die  Formel 

4)  y  =  ao'3^P(«")-Qo« 

und  umgekehrt  durch  den  aus  2)  resultirenden  Ausdruck 

geleistet.     Dabei  entspricht  dem  Werthe  m  =  oo  der  Werth  t/  =  oo  und  um- 
gekehrt.     Um    an   Stelle    des    speciellen   Werthes  w  =  qo   einen   beliebigen 

H  =  Uq  zu  substituiren ,  führen  wir 

1 

u  = 

U  —  Wq 

ein.     P(w)  werde  nach  Potenzen  von  h  —  Uq  geordnet: 

Q(ii)  =  («  -  «„)'••  (fou''  +  r,»«'^  +  r,  «'+  r3)^ 
und  eine  Function  C(w')  so  bestimmt,  dass 

ist,  dann  verwandelt  sich  3)  in 

dxi     dy 

wo   SR(^)   aus   Ä(?/)   durch  Vertauschung   von   a<   mit  r,-  für   i  =  0,  1,2,3 
hervorgeht,  und  die  Integralausdrücke  4)  und  5)  gehen  resp.  in 

und 


,^  -3.v^-Hror,-3roH/9i(y) 

aro(3y-r,) 
über,  wo 
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»"3  =  ^3  • 

Aus  der  Formel  für  u   finden  wir: 

7^    „_„  _  ''K)  -  3y»  +  (g.  +  3 ttp«,)  /'(«„)  +  3 Vp{u^)  ^at (y) 

^  ""     2  ir»  -  ao  ÖK) 

um  endlich  u  durch  die  Weierstrass'sche  p- Function  ausgedrückt 
zu  erhalten,  haben  wir  nur  die  allgemeine  elliptische  Function  zweiten 
Grades  y  in  die  genannte  Function  mit  der  Nebenbedingung  überzuführen, 
dass  für  y  =  yo  5  =  00  wird.  Die  bezüglichen  Formeln  sind  von  Herrn 
Weierstrass^)  entwickelt  worden  und  liefern  für  den  Fall  y^j  =  Qo: 


^~  2  27r„%s  +  r,»-3ror, 


und 

«J  ^'''^'^=9Ts^'^'- 27ro^5  +  r.^-3ror, 

WO  in  dem  für  die  Irrationalit&t  gegebenen  Ausdrucke  an  Stelle  von  y  die 
davor  stehende  Formel  in  Anwendung  zu  bringen  ist.     Dabei  bezeichnet 

und  die  Invarianten  g^  und  g^  haben  die  Werthe: 
8)       g,^(), 

9s  =  -  36  (n*^8^-4n^''8  +  ISrofif^rj  -  ir^r^^  -  27 fo'rj«). 

Somit  stimmt  ^3  bis  auf  einen  Factor  mit  der  Discriminante  von  $(u ) 
überein ,  einer  Function ,  deren  Bedeutung  aus  der  Gleichung 

hervorgeht.  Da  nun  $(u)  aus  P{u)  durch  lineare  Transformation  ent- 
standen ist,  so  unterscheiden  sich  ihre  Discriminanten  nur  durch  Factoren, 
und  es  ergiebt  sich: 

^)    i73  =  -  p(«i*ö8*  -  4aoa8^  +  ISooa,  0,03  -  4(i^^a^  -  27 Oo'«»*), 

so  dass  wir  schliesslich  erhalten: 

10)«  =  ^^ (3^  27  y^  Vl'iMo)  VS+l8l'-[u,)s+^'l''^,)  [(o,+3ao«,r/''(«,)  - 9 Op /*(«,)] , 
2  275^g(wo)  +  />'»K)-3P(t4,)(a.  +  3aoWo) 

27  s  YQ  (Wo)  +  ^  *  K)  -  3  P(w„)  (ai  +  3  aot*o) 

1)  Vergl.  die  VorleBungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  aus 
dem  SommerBemester  1883. 
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Was  die  Darstellung  von  8  durch  die  Thetafnnotion  angeht,  ao  tritt 
hier  gegen  den  allgemeinen  Fall  eine  Vereinfachung  ein,  die  eine  Folge 
unserer  Integrationsmethode  ist.     Wir  finden  nämlich: 

8 
je  —  5n  =  I  — 


r     d8 


woraus 

w&hrend   sich  im   Allgemeinen  s  —  Zq  als   die  Differenz  zweier  Normalinte- 

grale  darstellt. 

Die  hier  auftretende  />- Function  ist  dieselbe,  auf  welche  man  bei  der 

Theilung  der  Curve 

2co8^q> 


r3  = 


Vgi 


in  6g +1  gleiche  Theile  gefQhrt  wird.  Das  zugehörige  Periodenpaar  ist 
(2(0,  2ea>),  wenn  e  eine  Wurzel  der  Gleichung 

bedeutet.  £ine  solche  p -Function  hat  aber  die  charakteristische  Eigenschaft, 
complexe  Multiplication  und  zwar  im  Gebiete  der  dritten  Einheitswurzeln 
zuzulassen.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  daher  auch  den  doppeltperiodischen 
Functionen  zu,  welche  einer  binomischen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung und  dritten  Grades  genügen. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  darauf  hinweisen,  wie  die  Frage,  wann 
die  durch  1)  definirte  Function  in  eine  einfachperiodische  resp.  rationale 
Function  ausartet,  durch  Betrachtung  der  p- Function  entschieden  werden 
kann.     Bekanntlich  geht  diese  in  eine  Exponentialfunction  über,  falls 

und  in  eine  rationale  Function,  falls 

5^2  =  0,     ^3  =  0, 

Berücksichtigt  man  nun  die  in  8)  und  9)  gegebenen  Werthe  der  Invarianten, 

so  erkennt  man,  dass  die  Differentialgleichung  1)  keine  einfach  periodische 

Function  definiren  kann,   und  dass  ihr  eine  rationale  Function  von  e  dann 

gentigt,  wenn  die  Gleichung  ^,   ,       ,, 

/>(t/)  =  U 

gleiche  Wurzeln  besitzt,  ein  Resultat,  das  schon  von  den  Herren  Briot 
und  Bouquet  gefunden  worden  ist. 

Berlin,  im  Juli   1890.  Dr.  Jahnke. 


XV.  üeber  einen  Sati  ans  der  projaotiviiobeiL  Oeomttris. 

im  27.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift,    S,  380,    aUllt  Herr  BchlBmilcb 
folgenden  Satz  auf: 

Ka  aei  ABCD  ein  gewöhnliches  Viereclc,  E  der  DurchBchoitt  von 
AC  und  BD.  F  der  von  AB  «od  CD,  G  der  von  DA  und  BC;  wird 
nun  ABCD  mittels  eines  beliebig  genüblten  Projectionscentrums  0  per- 
spectivisch  auf  eine  Ebene  projicivt,  welche  die  Gerade  FG  in  sich  ent- 
halt, und  iBt  ÄB'C'D'  die  entstandene  Abbildung,  so  gehen  die  vier 
Geraden  AC\  BD',  CA',  DB'  durch  einen  und  denselben  Punkt  P.  Dreht 
aich  die  Projectionsebene  um  FG,  go  durchläuft  P  die  Gerade  EO. 

Dieser  zuuüchst  von  Herrn  Sachse  (Jahrg.  27  S.  381  flg.)  und  später 
einfacherer  Art  von  den  Herren  Schroeter  (Jahrg.  28  S.  178  flg.)  und 
Quidde  (Jahrg.  28  S.  192)  bewiesene  Satx  kann  als   ein   besonderer  Fall 
folgenden  allgemeineren  aufgefa*st  werden: 

Pro jicirt  man  ein  vollständiges  Viersei t  aus  einem  Punkte 
les    Raumes    auf   eine    andere   Ebene    und    verbindet    irgend 
wei  Gegenpuukte  des  einen  Vierseits  wechselweise  mit  den 
DtspiecbecdenGegenpunkten  des  andern  durch  zwei  Gerade, 
0  schneiden  sich  diese  auf  einer  bestimmten  Geraden. 
Znm  Beweise  dieses  Satzes  nehmen   wir  in  der  Ebene  t  ein  vollstän- 
diges VierBeit  abcd  an  nnd  bezeichnen  seine  Gegeupunkte 
ah  und  cd  mit  A  und  B,   • 
ac     „     Vd    ,    G     „     D, 
a'd     „     fec     „     £     „     F. 
Projiciren   wir  dann   dieses  Vierseit  aus  einem  Punkte  0  des  Ranmea 
auf  eine  Ebene    (',    so    erhalten  wir  in   dieser  ein   vollständiges   Vierseit 
a'b'c'd'  mit  den   Gegenpunkten  A'  und  B",   C  und  D\  E'  und  f.     Ver- 
binden  wir   ferner  die  Gegenimnkte  jl  und  B  des  eiuen  Vierseita  wechsel- 
weise   mit   den    entsprechenden  Gegenpunklen  A'  und  B'  des  andern  durch 
die  Geraden  AB'  au-1  BA',   so  schneiden   sich   diese  in   einem  Punkte  P 
weil  diese  beiden  Paare  von  Gegecpunkten  in  einer  durch  0  gehenden  Ebene 
liegen.     Da   nun   in   dem  Viereck  ABB'A'  die  Gegenseiten  AA'  und  BB' 
durch   0,    die    Gegenseiten   AB    und    AB'  durch    einen   Punkt   A'  auf  der 
Schnittlinie  s  der  Ebenen  i  und  c  und  die  Gegenseiten  AB  und  BA'  durch 
P  gehen,    so   ist  letzterer  Punkt  harmonisch  getrennt  von  0  durch  die  Ge- 
raden AB  und  A'B'.   also  auch   durch  die  Ebenen  t  und  f'.     P  liegt  also 
auf  derjenigen    durch   $  gehenden  Ebene  n,    welche  von  0  durch  t  und  f' 
harmonisch  getrennt  ist.     Andererseits  ist  auch  P  harmonisch  getrennt  durch 
OA  und  OB  von  S,  folglich  geht  die  Gerade  OP  durch  denjenigen  Punkt 
T  auf  der  Diagonale  AB,  welcher  der  Geraden  s  conjugirt  ist. 

In  ganz  übnlicber  Weise  ISsst  sich  zeigen,  dass  der  Punkt  P^,  in  wel- 
die  Geraden  CD'  und  DO'  sich  schneiden,  1.  auf  jener  Ebene 
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und  2.  auf  einer  Geraden  0  T, ,  welche  die  Diagonale  CD  in  dem  zu  s  con- 
jngirien  Punkte  trifft.  Ebenso  liegt  der  Punkt  P^^  durch  welchen  die  Ge- 
raden EF'  und  FE'  gehen,  1.  auf  der  Ebene  n  und  2.  auf  der  Geraden 
OP^y  welche  die  Diagonale  EF  in  dem  zu  8  conjugirten  Punkte  T^  trifft. 
Diese  drei  auf  den  Diagonalen  ABy  CD  und  EF  des  vollständigen 
Yierseits  gelegenen  Punkte  T,  Tj  und  Tj,  welche  der  Geraden  s  conjugirt 
sind,  liegen  nun  aber  selbst  in  einer  Geraden  ^  Projiciren  wir  nämlich 
aus  einem  Punkte  R  des  Baumes  die  Figur  der  Ebene  «  auf  eine  zu  der 
Ebene  Rs  parallele  Ebene  p,  so  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  dieser  Ebene 
die  Projection  von  s^  und  folglich  sind  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  des 
Yierseits  in  p  die  Projectionen  von  T,  T^  und  1\.  Da  nun  aber  nach 
Gauss  jene  drei  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  liegen,  so  gilt  dies  auch 
von  T,  T,  und  T,. 

Weil  /*,  P|  und  P^  die  Projectionen  von  den  in  der  Geraden  t  gelegenen 
Punkten  T,  T,  und  T^  sind,  so  liegen  sie  in  der  Ebene  Ot^  und  da  sie 
andererseits  auch  Punkte  der  Ebene  n  sind,  so  liegen  sie  auf  der  Schnitt- 
linie p  dieser  beiden  Ebenen. 

Dreht  sich  c'  um  5,  so  behält  die  Ebene  Ot  ihre  Lage  bei,  folglich 
beschreibt  alsdann  p  in  der  Ebene  Ot  um  den  Punkt  S  einen  Strahlen- 
bttschel  erster  Ordnung,  welcher,  wie  man  leicht  erkennt,  zu  dem  Ebenen- 
büschel s{t)  projectivisch  ist. 

F(ir  den  Fall,  dass  die  Projectionsebene  e'  durch  eine  Diagonale  des 
Yierseits  in  a,  z.  B.  .durch  AB  geht,  hat  7^,  weil  alsdann  AB'  auf  BA 
fällt,  eine  unbestimmte  Lage  in  dieser  Geraden,  folglich  mUssen  die  mit  /' 
in  einer  Geraden  liegenden  Puokte  P^  und  P^  zusammenfallen.  Dies  ist 
der  Schlömilch'scbe  Satz.  Wir  sehen,  wie  er  sieb  als  ein  besonderer 
Fall  des  hier  entwickelten  erweist. 

Das  Correlat  des  Satzes  kann  wie  folgt  ausgesprochen  werden: 

Schneiden  sich  zwei  vollständige  Vierkante  in  einem  vollständigen 
Viereck  und  bringt  man  irgend  zwei  Gegenebenen  des  einen  Vierkants 
wechselweise  zum  Durchschnitt  mit  den  entsprechenden  Gegenebenen  des 
andern  Vierkants,  so  liegen  die  beiden  Scbnittgeraden  in  einer  Ebene, 
die  durch  eine  bestimmte  Gerade  geht 

Saarbrücken,  im  Juni   1890.  Dr.  Theodor  Meyer. 


XVL  Bemerkung  über  eine  zahlentheoretisohe  Formel. 

Bei  der  Berechnung  der  Anzahl  der  Prini/.ableu  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Zahlenraunies  nach  der  MeisseJ 'sehen  Recursionsforniel *  ist  eine 
Function  (P(m,  n)  von  Wichtigkeit,    welche  die  Anzahl  der  Zahlen  in  dem 

*  Mathematische  Annalen,  Bd.  11 
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Gebiete  der  natürlichen  Zahlenreihe  von  1  bis  m  darstellt,  die  durch  keine 
der  n  ersten  Primzahlen  theilbar  sind. 

So  ist  z.  B. 

(|>(30,6)  =  5 

die  Anzahl  der  Zahlen  im  Gebiete  von  1  bis  30,  welche  durch  keine  der 
6  ersten  Primzahlen 

Ä  =  2,    1)2  =  3,    ...,    i>e  =  13 
theilbar  sind. 

Lftsst  man  m  unbestimmt  und  scheidet  für  ein  gegebenes  n  aus  der 
natürlichen  Zahlenreihe  alle  Zahlen  aus,  die  durch  irgend  eine  der  n  ersten 
Primzahlen  theilbar  sind,  so  bemerkt  man,  dass  die  Reihe  in  Abschnitte 
zerflKllt,  die  in  Bezug  auf  die  Aufeinanderfolge  der  Intervalle  cougruent 
sind.     Denn  sttmmtliche  unendlich  vielen  Zahlen  von  der  Form 

Sl'Pi'Pi  -"Px  »»-Pn  +  f 

(unter  g  und  r  ganze  Zahlen  verstanden)  sind  durch  eine  der  n  ersten 
Primzahlen  px  theilbar  oder  nicht,  je  nachdem  r  durch  p«  theilbar  ist  oder 
nicht.     Es  stellt  also 

7f  =  P| .  Pj  . . .  Pn 

ein  Zahlengebiet  dar,  dessen  Intervalle  sich  periodisch  wiederholen. 

Diese  Eigenschaft  der  periodischen  Wiederholung  ermöglicht  eine  Er- 
leichterung bei  einer  wirklichen  Berechnung  der  Function  (I>{m,  n),  sobald 
man  im  Stande  ist,  die  Anzahl  der  zu  einer  Gruppe  von  dem  Umfange  1 
bis  n  gehörigen  Zahlen  von  vornherein  anzugeben.     Da  nun 

^('r,n)  =  p,.p,...p„.(l-i)(l-l)...(l-l) 

80  erhttlt  man  leicht  die  von  Herrn  M eis  sei  bei  der  Berechnung  von  Prim- 
zahlmengen im  II.  Bande  der  Matliem.  Annalen  benutzte  Formel: 

^(^.i>i.P2---Pn  +  r)  =  5F.(Pi-l)(p2-l)...(p„-l)  +  <P(r,w). 

Nun  bin  ich  durch  Herrn  Bischof  Baranowski  in  Kowno  darauf 
aufmerksam  gemacht  worden,  dass  jede  Reihe,  welche  einer  Function 
0(in,  n)  entspricht,  neben  der  periodischen  Wiederkehr  derselben  Inter- 
valle auch  eine  symmetrische  Vertheilung  derselben  innerhalb  jeder  Gruppe 
n  zeigt,  und  dass  auch  diese  Thätsache  bei  einer  auszuführenden  Etechuung 
mit  Vortbeil  verwendet  werden  könnte. 


*  Wertheim,  Elemente  der  Zahlentheorie,  S.  19,  20. 
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Offenbar  ist  nSmlioh  anch  die  Theilbarkeit  der  Zahl 

durch  die  Primzahl  px  bedingt  durch  die  Theilbarkeit  der  Zahl  r. 

Die  Bemerkung  des  Herrn  Baranowski  weist  also  auf  eine  Er- 
gänzung der  MeisseTschen  Formel  hin,  welche  nun  folgende  Form  an- 
nehmen würde: 

<^(^.Pi.ft...Pii±r)  =  ^.(l)i-l)(ft-l)...(p,-l)  +  <I>(r,  n). 

Die  Ergänzung  durch  das  Minuszeichen  hat  freilich  nur  fttr  den  Fall 
Bedeutung,  dass  m  näher  an  der  obem,  als  an  der  untern  Grenze  einer 
Periode  liegt. 

Eisenach.  Dr.  Carl  Hossfeld. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Ueber  Marcus  Marci  de  Kronland. 

Von 

Dr.  W.  Laska 

in  Prftg. 


Schon  seit  längerer  Zeit  sammle  ich  Materialien  zu  einer  Geschichte 
der  exacten  Wissenschaften  in  Böhmen  und  hoffe,  wenn  kein  Hindemiss 
dazwischen  kommt,  schon  in  dem  nächsten  Jahre  mit  der  Pnhlication  der 
Quellen  zn  heginnen. 

Diesmal  möchte  ich  nur  bei  Gelegenheit  einer  Bemerkung  etwas  über 
Marcus  Marci  mittheilen. 

In  dem  Aufsatze  von  E.  Gelcich,  üeber  die  Geschichte  des  Stosses, 
der  in  den  letzten  Heften  dieser  Zeitschrift  publicirt  wurde,  finde  ich  S.  45 
die  Bemerkung,  dass  die  Schrift  Marcus  Marci,  De  proportione  motus,  den 
englischen  Physikern  unbekannt  geblieben;  denn  sonst  hätten  ja  Männer 
wie  Wallis  und  Hujgens  nicht  versäumt,  die  englische  Akademie  auf 
sie  aufmerksam  zu  machen.     Goethe  hatte  Marcus  Marci  gekannt. 

Dass  Huygens  sehr  bald  die  Kunde  von  diesem  Werke  erhielt,  ja, 
dass  Marcus  Marci's  Schriften  ihm  durch  Einnereus  von  Loewen- 
thurm  schon  im  Jahre  1654  zugeschickt  wurden  und  dass  sie  von  Huygens 
gelesen  wurden,  geht  aus  einem  Brief  Huygens'  an  Einnereus  hervor.* 
Huygens  tadelt  sie  sehr.  Doch  enthalten  sie  so  viele  treffliche  Bemer- 
kungen und  eine  ausgezeichnet  philosophische  Begründung,  die  stets  auf 
die  Erfahrung  zurückgeht,  dass  sie  in  der  Geschichte  der  exacten  Wissen- 
schaften immer  eine  ehrenvolle  Stelle  einnehmen  werden. 

Ausserdem  hat  er  ja  bekanntlich  die  Gesetze  des  Stosses  zuerst  unter- 
sucht, ohne  jedoch  zn  den  heutigen  Formeln  zu  gelangen. 

Ich  erlaube  mir,  auf  einzelne  Stellen  und  Capitelttberschriften  hin- 
zuweisen, in  der  Hoffnung,  dass  sie  einen  Forscher,  dem  mehr  Zeit  zur 
VerfQgung  steht  als  mir,  zu  weiteren  Studien  veranlassen  werden. 


•  Oeuvres  compl.  de  Huygens  pub.  p.  1.  Soc.  holland.  des  sdenc    Tov 
p.  307.    Editio  1888. 

Hitt  Ut.  Abthlg.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Pbyt.  XXXV,  1. 


Historisch -literarische  Abtheilung. 

Für  die  wichtigsten  seiner  Schriften  werden  allgemein  unerkannt: 

I.  De  proportione  motus  sen  regnla  sphygmica  ad  celeritaten 

et  tarditatem  palsanm  ex  illius  motu  ponderibus  geometricii 

librato  abeqne  errore  metiendam.    Pragae  1639.  « 

II.  De  proportione  motas  fignrarum  rectilinearam  et  circuli  qua 

dratnra  ex  motu.    Pragae  1648. 

III.  Thaumantias:  liber  de  arcu  coelesti  deque  colorum  appa 
rentium  natura  ortu  et  causis,  in  quo  pellucidi  opticae  fontei 
a  Bua  Bcaturigine  ab  his  vero  colorigeni  rius  dirivantur,  duci 
buB  geometria  et  physica  hermetoperipatetica.  Pragae  1848. 

Ausser    diesen   besitze    ich   noch  von  ihm    folgende  minder  wichtig< 

Schriften: 

IV.  Idearum  operatricium  idea.    Pragae  1639. 

V.  Labyrintus  in  quo  ria  ad  circuli  quadraturam  pluribus  media  exhibetur 
Pragae  1653. 
In  der  Bibliothek  der  k.  k.  Universität  befinden  sich  ausserdem : 
VI.  Obseryationes  exactico-philosophicae.    Pragae  1647. 
VII.  De  causis  natur.  pluviae  pnrpureae  bnixellensis.    Pragae  1647. 
VIII.  Dissertatio  de  natura  iridis.    Pragae  1650. 
IX.  De  longitudine  sen  de  differentia  inter  duos  meridianos  una  cum  mott 

Tero  lunae  inyenienda  ad  iempus  datae  observationis  1650. 
Einige  der  wichtigeren  Capitel  sind  die  folgenden: 

Ans  der  Schrift  de  proportione  motns  I. 

Positio  IV.    VirtuB  agendi  et  actio  inter  se  sunt  aequales. 

Propositio  IV.    Impulsus  in  quodlibet  puDcto  circuli  per  liaeam  fit  tangcntem, 

Propositio  VII.     Velocitas    motus   eandem   rationem    habet    quam    intervalla 

rationem  vero  suorum  temporum  reeiprocam. 
Propositio  XII.    Incrementa  yelocitatis  rationem  habent  quam  temporum  qua- 

drata. 
Propositio  XV.    Motus  ex  eodem  puncto  per  lineas  subtensas  (Kreisseimen)  siml 

aequales  motui  per  diametrum  ejuedem  circuli. 
Propositio  XXXII.    Motus  perfecte  mixtus  fit  per  diametrum  parallelogrami 

ct\ju8  latera  constituit  motus  simplex. 

In  der  zweiten  De  proportione  motus  stellt  er  als  Axioma  III  auf: 
Motus  grayium  fit  per  lineas  rectas  se  intersecautes  in  mundi  centro. 

Nicht  minder  wichtig  ist  die  Schrift  Thaumantias. 

Hier  wird  die  Dispersion,  Hefraction  und  Reflexion  besprochen. 

Zunächst  JDe  iride  trigonia  (Prismenspectrum)  illius  proprictatihiis  et- 
earundem  causis.  In  der  observatio  II  wird  gesagt:  Colores  in  iride  Pri- 
marii sunt  quatuor:  puniceusy  mridis,  caeruleus  et  purpureus :  vcluti  fascis  a 
se  discreti.  Sodann  wird  in  Theorema  XX  gezeigt,  dass  Hefradio  super - 
veniens  (wiederholte  Refraction)  radio  coUorato  non  tnutat  speciem  coloris, 

Als  causa  refractionis  wird  S.  126  die  contractio  radiorum  in  medic 
denso^  oh  fnuUUudinem  materiae  angegeben.  Sodann  wird  die  Reflexion  be 
sprechen.  Diese  höchst  wichtige  Stelle  theile  ich  etwas  ausführlicher  mit. 
S.  132  Z.  4  V.  u. 


üeber  Marcas  Marc!  de  Kronland. 

Frincipiis  ergo  positis  insistendo,  dico  ab  iisdem  catms  reflexionem  et 
refradionem  pravenire.  Quia  enim  radiationes  luminosae  sphaerice 
et  in  orhem  fiunt  radiisrectis  ex  uno  communi  centro  luce  pro- 
pagata  ...  Unüas  autem  sphaerae  radiosae  ah  uniiaie  medii  pendet  ...  Ät 
vero  cum  medium  occurit  partium  magis  minusve  confertarum;  non  eo  quo 
prius  tenare  progredi  potest:  unde  neglecta  suaf  in  jus  et  leges  novae 
sphaerae  se  addicit:  cujus  centrum  est  punctum  jncidentiae. 

Zum  Schiasse  möchte  ich  bemerken,  dass  sich  freilich  bei  Marcus 
Maroi  Wahres  und  Falsches  beisammenfindet ,  dass  aber  selbst  das  Falsche 
in  seinem  System  begründet  ist.  Er  sacht  mit  allem  Ernst  die  Wahrheit, 
macht  sich  selbst  Einwürfe,  die  er  widerlegt,  bespricht  stets  die  Meinungen 
Anderer,  indem  er  die  bezüglichen  Stellen  ihrer  Schriften  an  geeigneten 
Orten  anführt,  so  dass  seine  Leistung  für  die  damalige  kritiklose  Zeit  nicht 
hoch  genag  angeschlagen  werden  kann. 


Becensioneiu 


Oreek  Oeometry  from  Thaies  to  Enolid  by  Georqb  Johnston  Allman, 
LL.  D.,  D.  Sc.;  Fellow  of  the  Bojal  Society;  Professor  of  Mathe- 
matics  in  Qaeen's  College,  Oalway;  Member  of  the  Senate  of  the 
Royal  üniyersity  of  Ireland.  Dublin  üniversity  Press  Series  1889. 
Dablin  n.  London.  XII,  237  pag. 
Herr  All  mann  hat  1877  angefangen,  Abhandlungen  über  die  älteste 
griechische  Geometrie  in  einer  in  Dublin  unter  dem  Titel  Hermathena  er- 
scheinenden Zeitschrift  zu  veröffentlichen.  Die  ersten  dieser  eine  zusammen- 
hängende Reihe  bildenden  Abhandlungen  hat  Referent  in  dem  I.  Bande 
seiner  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  berücksichtigt,  in  den 
folgenden  Abhandlungen  ist  umgekehrt  das  oben  genannte  Werk  von 
Herrn  AI  Im  an  benutzt,  benutzt  freilich,  wie  jedes  frühere  Werk  von  jedem 
gewissenhaften  späteren  Schriftsteller  benutzt  werden  soll  und  muss,  unter 
kritischer  Prüfung  und  unter  ehrlicher  Nennung  Dessen,  was  man  ihm 
schuldet.  Wir  freuen  uns,  sagen  zu  dürfen,  dass  im  Grossen  und  Ganzen 
die  Ergebnisse  nur  gesicherter  auftreten,  welche  Bretschneider  1870 
der  Hauptsache  nach  zuerst  zusammenstellte,  aufweiche  dann  der  Referent 
und  theils  mit,  theils  nach  ihm  so  zuverlässige  Forscher  wie  Herr  AI  Im  an 
in  England,  Herr  PaulTannery  in  Frankreich  zurückkamen.  Wir  könnten 
kaum  einen  wichtigen  geschichtlichen  b'atz  aussprechen,  der  durch  diese 
wiederholte  Sichtung  und  Prüfung  voll&töndig  umgestossen  wäre,  mag  auch 
Einzelnes  noch  strittig  bleiben.  Herr  All  man  hat  nun  seine  sämmtlichen 
Aufsätze  in  einen  Band  vereinigt  und  dieselben  dadurch  leichter  zugänglich 
gemacht,  als  solches  früher  der  Fall  war,  da  die  Verbreitung  der  Dubliner 
Hermathena  insbesondere  auf  dem  Festlande  eine  kaum  nennenswerthe  ist. 
Freilich  war  Herr  All  man  mit  Sonderabzügen  seiner  Untersuchungen 
gegen  die  eigentlichen  Fachgenossen  freigebig,  aber  selbstverständlich  auch 
nur  gegen  diese,  während  die  Buchausgabe  die  weiteste  Verbreitung  er 
möglicht.  Ob  Herr  Allman  bei  Veranstaltung  der  Buchausgabe  nicht 
Aenderungen  hätte  vornehmen  können  und  sollen,  ist  Geschmacksache. 
Herr  Allman  hat  es  vorgezogen,  von  Aenderungen  im  fortlaufenden  Texte 
abzusehen  und  nur  am  Schlüsse  7  Seiten  Zusätze  beizufügen,  in  welchen 
er  sich  mit  einigen  Einwürfen  und  neueren  Ansichten  abzufinden  sucht. 

Cantor. 


A  Hittor;  of  the  atndy  of  mathematioa  at  Combrid^  by  W.  W.  Rousb 
Ball,   Fellow  and   lecturer  of  Trinity   College,   Cambridge.     Cam- 
I  bridga  1889  at  the  university  Press.    XVI,  264  pag. 

H  Wir  haben  eiaen  Baad  über  Ge&chichte  der  Malhematik  desselbeu  Ver- 
^kaseFB,  Bd,  XXSIV  hiat.-Ut.  Äbth.  8.  103  —  105,  nicht  anders  als  ungünstig 
zu  beurtbeilen  vertaocbt.  Der  uns  heute  zum  Bericht  unterbreitete  Band 
trfigt  eine  nur  uni  ein  Jahr  höhere  Jahreszahl,  scheint  aläo  in  ziemlich 
rascher  Arbeit  gefertigt.  Wenn  man  Solches  auch  manchen  Stellen  aumerkt, 
wo  das  Festina  lente  entecliieden  zu  wünschen  gewesen  wSre,  welches 
wir  Herrn  Ball  als  wghl  zu  beachtende  Zukunftsregel  dringend  empfehlen 
möchten,  so  ist  doch  der  GeBammteindruck  des  neuen  Werkchens  ein 
wesentlich  angenehmerer.  Herr  Ball  gehört  selbst  der  Cambridger  Hoch- 
schule an.  Die  Schriften,  welche  auf  die  Entstehung  und  Entwickelung 
dieser  seiner  geistigen  Heimath  sich  beziehen ,  standen  ihm  dort  leicht  und 
volhahlig  zur  Verfügung.  Ueberdiea  führte  die  überall  begreifliche,  in 
England  ganz  vorzugsweise  entwickelte  Liebe  znr  ErziehungsstÄtte,  aus  der 
er  hervorgegangen  und  an  der  er  weiter  wirkt,  seine  Feder,  So  konnte, 
wir  möchten  beinahe  sagen,  so  musste  ein  reiferes  Werk  entstehen,  für 
welches  der  Verfasser  keinen  über  den  eigenen  Sehkreis  hinausreichenden 
Boden  nutzbar  zu  machen  hatte,  dafür  aber  umsomebr  in  die  Tiefe  drang. 
Der  Inhalt  ist  in  zwei  ziemlich  gleichen  Raum  erfüllende  Tbeile  ge' 
gliedert.  Die  erste  Äbtheilucg,  8. 1—137,  schildert  in  sieben  Capiteln 
die  Mathematiker  der  Universität  Combridge.  Ginige  von  ihnen,  denen 
auch  die  aligemeine  Geschichte  der  Mathematik  einen  Platz  einzuräumen 
nicht  unterlassen  kann,  sind  etwas  ausführlicher  behandelt.  Wir  nennen 
in  der  Reihe  ihrer  Zeitfolge  Robert  Becorde,  Henry  Briggs,  John 
Wallis,  Isaac  Barrow,  Roger  Cotes  und  natürlich  in  allererster  Linie 
den  Heros  der  Universilät  Cambridge,  den  Weltmathematiker  Newton. 
Ueber  seine  unsterblichen  Verdienste,  über  die  nur  etwa  durch  Archimed, 
Fermat  und  Gauss  ihm  streitig  zu  machende  erste  Stellung  unter  den 
Mathematikern  aller  Zeiten  wird  kaum  ein  Streit  möglich  sein,  und  wenn 
Herr  Ball  ihm  ein  eigenes  Capitel  widmet,  so  sind  wir  weit  entfernt  zn 
meinen,  er  habe  damit  zu  viel  getban,  eher  zu  wenig.  Trotzdem  müssen 
wir  wiederholen,  was  wir  in  der  Besprechung  des  früheren  Buches  sagten. 
Herr  Ball  hatte  die  Gerechtigkeit  gegen  Newton  nicht  darin  finden  sollen, 
dasa  er  ungerecht  gegen  L ei  b n i z  wurde;  er  hKtte  nicht  N e w t o n's 
Charakter  seinem  Geiste  gleichstellen  dürfen;  er  hatte  mit  einem  Worte 
nicht  einseilig  Partei  für  den  PurteigSnger  ergreifen  sollen.  Newton'a 
Benehmen  gegen  Flamsteed  musste  genügen,  den  Satz  unterdrücken  zu  lassen, 
jener  sei  gegen  seine  Gegner,  wenn  nicht  grossmüthig,  doch  stets  gerecht 
gewesen. 

Die   zweite  Abtheilung,    S.  138  —  254,    handelt   in    vier  Capiteln   von 
eiigliioh«m  Univeraitäteleben  und  Sitten,  tdd  d«r  Ectwickttlung  Gm 
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und  den  dort  gelehrten  Dingen,  von  der  Erwerbung  wissenschaftlicher 
Grade  nnd  Ton  den  in  den  mathematischen  Wissenschaften  za  Grunde  ge- 
legten Lehrbüchern.  Dieser  Abtbeilung  gegenüber  müssen  wir  ein  eigent- 
liches Ortheil  ablehnen.  Von  allen  diesen  Sachen  wnssten  wir  so  gat  ab 
Nichts,  bcTor  wir  Herrn  Ball 's  anziehende  Schilderungen  gelesen  hatten. 
Wir  haben  indessen  aus  den  am  Anfange  auseinandergesetzten  Ghründen 
nicht  die  geringste  Veranlassung,  daran  zu  zweifeln,  dass  wir  hier  vor  einer 
zutreffenden,  bis  ins  Einzelne  richtigen  Schilderung  uns  befinden  und  wir 
wissen  dem  Verfasser  um  so  aufrichtigeren  Dank  dafür,  je  schwieriger  es 
sonst  für  den  Ausländer  ist,  sich  über  diese  ganz  eigenartigen  Zuetfinde 
eine  richtige  Kenntniss  zu  erwerben.  Cahtor 


Philipp  Melanohthon  als  Fraeoeptor  Oermaniae  von  Dr.  Karl  Hastfbudbr, 
Professor  am  Gymnasium  in  Heidelberg.  Berlin  1889  bei  A.  Hofmann 
&  Co.  XXVni,  687  8.  (VIT.  Band  der  Monumenta  Germaniae 
Paedagogica.  Unter  Mitwirkung  einer  Anzahl  von  Fachgelehrten 
herausgegeben  von  Karl  Kehrbach.) 

Den  m.  Band  des  grossartig  angelegten  Sammelwerkes  von  Schul- 
ordnungen, Schulbüchern  und  pädagogischen  Miscellaneen  aus  den  Landen 
deutscher  Zunge  haben  wir  Bd.  XXXIII  hisi-lit.  Abth.  S.  109  —  111  an- 
gezeigt. Er  enthielt  Günther *s  Geschichte  des  mathematischen  Unterrichts 
im  deutschen  Mittelalter  bis  zum  Jahre  1525  und  war  durch  seinen  Gegen- 
stand ,  wie  durch  seinen  Verfasser  uns  und  unseren  Lesern  zum  Voraus  warm 
empfohlen.  Der  VII.  Band  dagegen  schien  der  Ueberschrift  nach  einer  Be- 
sprechung in  dieser  Zeitschrift  wenig  zu  bieten,  und  wenn  Referent  auch 
als  Heidelberger  das  Vergnügen  der  Bekanntschaft  des  Verfassers  hat,  als 
Mathematiker  mnsste  er  dessen  Namen  nicht  kennen.  Dass  wir  trotzdem 
unsere  Leser  auf  das  Hartfei  de  rasche  Buch  aufmerksam  zu  machen  für 
richtig  halten,  beruht  darauf,  dass  Melancbthon  unzweifelhaft  eine  Pers6n- 
licbkeit  von  nach  Gegenstand  und  Wirkungskreis  so  weit  sich  erstreckendem 
Einflüsse  war,  dass  auch  die  Mathematik  sich  diesem  Einflüsse  nicht  ent- 
ziehen konnte,  und  Herr  Hartfelder  hat  es  vortrefflich  verstanden,  die 
Vielseitigkeit,  man  wäre  fast  versucht,  zu  sagen,  die  Allseitigkeit  seines 
Helden  ins  richtige  Licht  zu  setzen.  Unsere  Aufgabe  kann  es  nicht  sein, 
über  das  ganze  Buch  zu  berichten,  dessen  Bedeutung  die  theologische 
Facultät  der  Universität  Heidelberg  durch  Ernennung  des  Verfassers  -zum 
Doctor  der  Theologie  anerkannt  hat;  wir  beschränken  uns  auf  die  Betonung 
Dessen ,  was  für  den  Geschichtsschreiber  der  Mathematik  aus  dem  stattlichen 
Bande  zu  erlernen  ist.  Es  deckt  sich  dieses  allerdings  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  mit  den  Scblusscapiteln  von  Günther 's  obengenanntem  Werke, 
sowie  mit  den  ersten  Druckbogen  von  Unger's  Methodik  der  praktischen 
Arithmetik  (Leipzig  1888),  aber  doch  nur  so,  wie  man  von  der  Verwandt- 


Bobaft  dreier  Gemälde  reden  könnte,  deren  zwei  am  Sussersten  Bande,  ein- 
mal rechts,  einmal  links,  eine  Fereöulichkeit  erkennen  laesen,  die  auf  dem 
I  dritt«n  Bilde  den  ganzen  Mittelgrund  Etattlicb  erfüllt. 

^m  Philipp  Melauchlhon  war  schon  zu  Lebzeiten  Praeceptor  Germaniae  ge- 
Pjiinnt.  Deutschlands  Lehrer  bat  er  um  den  Unterricht  sich  verdient  ge- 
macht, welchen  Nomen  auch  die  Bildungsstätten  führten,  am  welche  es 
eich  bandelte.  Eine  Art  von  soluben  Bildungsstättfin  mtUsen  wir  freilich 
ausnehmen,  die  Volksschule.  Vorschriften  für  diese  hat  Melanchtbon  nicht 
gegeben;  erst  die  niedere  Lateinschule,  in  drei  Classen  zerfallend  und  darum 
Trivialschule  genannt,  erfreute  sich  des  Wohlwollens  des  für  die  Schule 
begeisterten  Humanisten,  der  so  sehr  Humanist  war,  doss  er  einen  Unter- 
richt nicht  würdigte,  welcher  nicht  in  lateinischer  Bpracbe  eilbeilt  wurde, 
also  selbst  den  Unterricht  in  der  Universitötaspracbe  als  ersten  Lebrgegen- 
stand  bedingte.  nUio  Schulmeister",  sagt  M.,  „soüeo  selbst,  soweit  möglich, 
nichts  denn  lateinisch  mit  den  Knaben  reden."  Scbulberr  dieser  niederen 
Lateinacbnle  war  nicht  mehr,  wie  früher,  eine  kirchliche,  sondern  eine  weit' 
liehe  Behörde.  In  gemeinsamer  Berücksichtigung  des  fUr  Staat  nnd  Kirche 
Unentbehrlichen  war  dem  Staate,  beziehungsweise  der  Stadt,  die  Pflicht 
auferlegt,  Ersatz  fUr  die  arg  heruntergekommene  reine  Kirchenscbule  zu 
schaffen.  Um  so  auffallender  erscheint  es  dem  heutigen  Leser,  daas  die 
Lebrgegenälände ,  welche  den  praktischen  Lebensbedürfnissen  gegenwärtig 
weit  mehr  zugezählt  werden,  als  die  Kenntniss  der  lateinischen  Sprache,  doss 
Rechnen,  Geschichte  und  Geographie  der  Trivialschule  fremd  sind,  Erst 
die  Universität  und  die  ihr  ziemlich  gleichstehende  böbere  Schule  zu  Nürn- 
berg, die  auch  wirklich  in  nicht  allzuhinger  Frist  zur  Universität  Altorf 
sich  umwandelte,  kennen  Lehrer  der  Mathematik  und  raath omatischen  Unter- 
richt niedrigsten  Gegenstandes.  „Die  Anfangsgründe  der  Arithmetik,  das 
Addiren  und  Suhtrahiren  sind  unbedingt  zum  täglichen  Gebrauche  noth- 
wendig  und  so  leicht,  dass  Knaben  sie  erlernen  können;  die  Begeln  der 
Mnltiplication  und  Division  erfordern  allerdings  ein  wenig  mehr  Aufmerksam- 
keit, aber  bei  einiger  Anstrengung  werden  sie  doch  bald  begriffen."  So 
lauten  M.'s  Ansichten  über  den  arithmetischen  Gehalt  von  Universitäts- 
Torlesungen.  Zu  ibrer  Betbätigung  hielt  er  zwei  Profcssuren  der  Mathematik 
für  notbwendig  unter  den  zehn  Professuren  der  philosophischen  Facultät, 
wie  man  damals  gerade  statt  des  früheren  Namens  der  Artisten  zu  sagen 
anfing.  Der  beutige  Mathematiker  wird  halb  spöttisch,  halb  mitleidig  von 
der  seinen  Amts  Vorgängern  gestell(«n  Aufgabe  hören ,  und  dennoch  wird  er 
M.  gegenüber  sich  zu  Dank  verpflichtet  fühlen,  denn  dieser  schuf,  freilieb 
in  Nachahmung  einer  Einrichtung  der  Wiener  Univereit£t,  welche  auf  Kaiser 
Maximilian  zurückgeht,  für  Deutschland  die  Form,  der  die  sich  entwickelnde 
Wissenschaft  allmülig  erst  den  Inhalt  liefern  sollte.  M.  begnügte  sich  nicht 
damit,  in  dieser  allgemeinen  Weise  für  unsere  Wissenschaft  einzutreten.  Er 
bat  an  der  Herausgabe  mathematischer  Werke  sich  wenigstetu  daioh  Yoit 
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reden  betheiligt,  and  unter  den  so  durch  ihn  empfohlenen  Schriften  nennen 
wir  StifeTs  Arithmetica  integra,  das  bedeutendste  mathematische  Werk 
eines  deutschen  Verfassers  im  XVI.  Jahrhunderte.  Auch  einige  Declamationen 
M.'s  sind  zu  nennen.  Declamationen  nannte  M.  lateinische  Beden,  welche 
bei  festlichen  Anlässen  von  ihm  selbst  oder  von  Anderen ,  für  die  er  sie  schrieb, 
vorgetragen  wurden.  Eine  solche  Declamation  verfasste  M.  als  Antritts- 
yorlesnng  fCLr  Joachim  Bhaticus.  Eine  zweite  über  Begiomon tan us  hielt 
er  selbst.  Als  eine  dritte  Declamation  M.'s  hat  in  der  Ausgabe  seiner 
Werke  (Corpus  Beformatorum  ed.  CO.  Bretschneider  XI,  531 — 544, 
Halle  1843)  die  Bede  Abdruck  gefunden,  welche  einst  Begiomontanns 
in  Padua  als  Einleitung  zu  seinen  Vorlesungen  über  Alfraganus  hielt. 
Bei  der  grossen  Seltenheit  des  Nürnberger  Druckes  jener  Bede  von  1537 
ist  die  Möglichkeit 9  dieselbe  auch  unter  M.'s  Namen  zu  lesen,  gewiss  sehr 
angenehm,  aber  dass  M.  sie  jemals  als  sein  Eigenthum  beansprucht  haben 
sollte,  scheint  uns  wenigstens  unmöglich.  Wir  yermuthen  hier  eine  kleine 
Ungeschicklichkeit  des  Herausgebers  des  Corpus  Beformatorum,  dadurch 
hervorgerufen,  dass  in  jenem  Nürnberger  Drucke  von  1537  ausser  der 
Bede  des  Begiomontanns  auch  eine  ^Epistola  Philippi  Melanthonis  nuncu- 
patoria  ad  Senatum  Norimbergensem"  abgedruckt  ist,  und  dass  die  Urheber- 
schaft der  Bede  und  des  Briefes  vermengt  wurden.  Unsere  Leser  dürften 
an  diesen  geringfügigen  Auszügen  aus  einem  kleinen  Theile  des  umfang- 
reichen Bandes  erkennen,  wie  vielerlei  in  demselben  abgehandelt  ist. 
M/s  Denkspruch  war:  „Multum,  non  multa.^  Sein  Biograph  hat  „multum 
et  multa"  geliefert  Cantor. 


Oeschiohte  der  unendlichen  Beihen  von  Dr.  B.  Reiff  ,  Professor  am  Gym- 
nasium zu  Heilbronn.  Tübingen  1889.  Verlag  von  H,  Laupp.  IV, 
212  S. 

Beferent  glaubt  seinen  Bericht  mit  den  Worten  beginnen  zu  sollen, 
dass  ihm  selten  eine  sorgsamere,  fleissigere,  sauberere  Arbeit  in  die  Hände 
gekommen  ist,  als  die  vorliegende.  Herr  Reiff  bat  mit  tiefem  Verständ- 
nisse die  Aufgabe  gestellt,  er  hat  sie  unter  Bewältigung  ihrer  grossen 
Schwierigkeiten  zu  lösen  gewusst  und  seinen  hoffentlich  recht  zahlreichen 
Lesern  die  Gelegenheit  geboten,  in  der  mathematischen  Sprache  der  Gegen- 
wart zu  lesen,  was  in  der  Ausdrucksweise  der  betreffenden  Schriftsteller 
selbst  sich  anzueignen  nicht  immer  so  leicht  ist,  als  Mancher  denken  mag. 

Herr  Reiff  hat  seinen  Gegenstand  in  drei  Abschnitten  behandelt.  Der 
erste  Abschnitt  ist  der  der  beginnenden  Beschäftigung  mit  unendlichen 
Reihen  gewidmet.  Wallis,  der,  beiläufig  bemerkt,  das  Zeichen  der 
Unendlichkeit  eingeführt  zu   haben   scheint,   Brouncker,   Mercator   mit 

seiner  Entwickelung  von  -r—r- —  durch  fortgesetzte  Division,  JamesGregory, 


dem  der  Name  der  Eeihenconvergenz  zu  verd&nkea  ist,  Bind  die  MSnner, 
welche  den  Boden  vorbereiteten,  auf  welclien  dann  Newton,  Leibniz, 
Jacob  und  Johann  Bernoulli  den  Samen  etreuten,  aus  welchem  eine 
neue  Lehre  entstehen  sollte,  üeber  Newton's  Abhandlung  „De  analjsi 
per  aequationes  numero  terminorum  infinitas"  wird  verdien termassen  aus- 
führtich  berichtet.  Als  Zweiter  der  Zeit  nach  erscheint  Leibniz,  aber 
mit  anderen  Zwecken,  mit  anderen  Hilfsmitteln.  Müsaig,  wie  der  Streit 
um  das  Erfinderrecht  der  Infinitesimalrechnung,  zu  welcher  die  beiden 
-Nebenbuhler  von  ganz  verschiedenen  Seiten  und  auf  von  einander  ver- 
scbtedenen  Wegen  gelangten,  wUre  es  zu  fragen,  wieviel  in  der  Beihenlehre 
der  Eine  etwa  von  dem  Andern  entlehnt  habe.  Bei  Leibniz  ist  ins- 
besondere die  Anwendung  der  von  Desciirtes  erfundenen  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  auf  unendliche  Beihenentwickelung  merkwürdig, 
und  die  erste,  wenn  auch  noch  nicht  vollbewuüEt«  Anwendung  des  Satzes 
von  der  Convergenz  eolcber  Reihen,  deren  Glieder  bei  wechselndem  Vor- 
zeichen kleiner  und  kleiner  werden.  Die  beiden  Bernoulli  sammeln  die 
durch  sie  selbst  wesentlich  vermehrte  Reihenlehre  zu  einem  Ganzen. 

In  dem  zweiten  Abschnitt«  zeigt  sich  die  Periode  der  formalen  Be- 
handlungs weise  der  Reihen.  Moivre  mit  der  Erweiterung  des  binomischen 
Satzes  zum  polynomischen  (einer  Aufgabe,  der  Leibniz  sieb  allerdings 
schon  1695  zugewandt  hatte),  dann  mit  der  Erfindung  der  recurrent«n 
Reihen  steht  an  der  Spitze  dieses  Zeitraumes,  ihm  zunächst  Brook  Tay- 
lor. Stirling  und  Mac  Laurin  setzen  ihre  Arbeiten  fort.  Letzterer 
bringt  die  vorher  in  ihrer  Bedeutung  verkannte  T  ay  1  o  r 'sehe  Reibe  zu 
richtiger  Würdigung.  Die  Periode  gipfelt  in  Euler,  an  ihrer  unteren  Grenz- 
scheide  steht  Lagrange.  Der  erst«  Bond  von  Euler's  Einleitung  in  die 
Analysis  des  Unendlichen  stellt  zugleich  das  erste  Lehrbuch  der  Reihenlehre 
dar,  fussend  auf  der  Binom iaientwickelung.  In  einem  Aufsatze  von  1754 
ist  die  erste  nach  trigonometrischen  Functionen  von  Vielfachen  der  Ver- 
Snderlichen  fortschreitende  Reihe  summirt.  So  waren  jetzt  die  beiden  Haupt- 
gattangen  unendlicher  Reihen  der  Wissenschaft  erwarben,  aber  es  war  eine 
nur  formale  Errungenschaft.  Vergeblieh  hatte  Varignon,  hatte  Nico  laus 
Bernoulli  vor  Anwendung  divergenter  Reiben  gewarnt,  vergebens  Euler 
selbet  1734  ein  Convergenzkriterium  entdeckt.  Die  ausschliesslich  formale 
Bebandlungs weise  blieb  siegreich,  nnd  selbst  Lagrange  hält  es  noch  Mr 
erlaubt,  von  der  Entwickelbarkeit  jeder  Function  in  eine  Potenzreihe  seinen 
Ausgang  zu  nehmen. 

Der  dritte  Abschnitt  führt  uns  zur  Periode  der  exacten  Bebandlnngs- 
weise,  die  mit  Gauss  beginnt,  Caucby,  Abel,  Raabe,  Kummer, 
Bertrnnd,  Ossian  Bonnet  sind  die  Namen  der  M&nner,  welche  die 
Kenntnisa  der  Convergenzbedingungen  vorzugsweise  verbreiteten.  Dirichlet 
gab  der  Lehre  von  den  trigonometrischen  Reiben  eine  feste  Grundlage. 
Stokes  und  Seidel  schufen  den  Begriff  der  gleichmfiesigen  Coavergens, 
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Damit  bricht  die  Oeschichte  der  Lehre  von  den  unendlichen  Beihwi  ab. 
Sie  geht  in  den  Entwickelangen  unserer  neuesten  Mathematik  anC  Sie  wird 
Gegenwart.  Cawo«. 

A  Bibliography  of  Oeodesy  hj  J.  Howard  Oorb,  B.  S.  Ph.  D.,  Professor  of 

mathematics,  Columbian  University;  sometime  astronomer  U.  8.  Geo- 
logical  survey;  acting  assistant  ü*  S.  coast  and  geodetic  surrej; 
autbor  of  elements  of  geodesy.  Washington  1889.  GoTemment 
Printing  Office.    200  pag.    4^ 

Der  Verfasser  erzählt  uns  in  der  Vorrede  die  Entstebungsweise  des 
Bandes,  welcher  heute  im  Drucke  vollendet  vor  uns  liegt.  Ehr  stellte  sidi 
1885  die  Aufgabe,  eine  Geschichte  der  Geod&sie  zu  schreiben,  stiess  aber 
gleich  zu  Anfang  auf  die  Schwierigkeit  des  überall  sich  vordrängenden 
Zweifels,  ob  denn  auch  die  gesammte  Literatur  des  Gegenstandes  bewältigt 
sei?  Wir  können  Herrn  Gore  diesen  Zweifel  recht  deutlich  nachempfinden, 
der  uns  bei  unseren  eigenen  Arbeiten  genau  ebenso  gequält  hat  und  der 
sicherlich  keinem  gewissenhaften  Geschichtsforscher  erspart  geblieben  ist 
Herr  Gore  fing  nun  an,  für  seine  schriftstellerischen  Zwecke  Titel  von 
Werken  geodätischen  Inhaltes  zu  sammeln  und  alphabetisch  zu  ordnen.  Aber 
siehe  da,  die  Sammlung  wuchs  zu  nicht  geahntem  Umfange  an  und  stellte 
schliesslich  selbst  ein  Buch  dar.  Verschiedene  gelehrte  Körperschaften  er- 
boten sich  zur  Herausgabe  des  so  entstandenen  Werkes,  ihm  wie  sich  selbst 
dadurch  ein  glünzendes  Zeugniss  ausstellend.  H.  Gore  bat  begreiflicher 
Weise  geglaubt,  das  Anerbieten  annehmen  zu  müssen,  welches  in  seiner 
Heimath  ihm  gemacht  wurde,  und  somit  erschien  der  Band  als  eine  Ver- 
öffentlichung der  Küsten-  und  Landesvermessungsbehörde  der  Vereinigten 
Staaten  von  Nordamerika.  Damit  ist  für  Jeden,  der  irgend  einmal  eine 
Veröffentlichung  dieser  Behörde  sah,  zugleich  ausgesprochen,  dass  die  Aus- 
stattung Nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Will  eine  derartige  Bibliographie 
brauchbar  sein,  so  muss  sie  eine  doppelte  Anordnung  besitzen,  einmal  nach 
dem  Gegenstande  der  aufgeführten  Schriften  und  zweitens  nach  dem  Namen 
ihrer  Verfasser.  Herr  Gore  hat  in  der  That  diese  beiden  Anordnungen  ge- 
troffen, hat  sie  aber  beim  Drucke  in  eine  Keihenfolge  verbunden,  so  dass 
ein  Namens-  und  Inbaltsverzeichniss  einheitlich  vor  uns  liegt.  Inwieweit 
Vollständigkeit  erreicht  ist,  kann  nur  lüngerer  Gebrauch  erkennen  lassen. 
Stichproben,  die  wir  auch  nach  verhältnissmässig  seltenen  und  weniger  be- 
kannten Werken  anstellten,  fielen  nicht  ungünstig  aus.  Caktor 


Janus,   ein  Datumweiser  für  alle  Jahrhunderte,   zusammengestellt  von  Dr. 
J.  E.  DoLiARius.     Leipzig,  Dyk'sche  Buchhandlung. 

In  der  Grösse  eines  gewöhnlichen  Wandkalenders  und  zum  Preise  von 
nur  1  Mark    ist  hier  eine  ganz  angenehme  Vorrichtung   geschaffen,    welche 


durch  eine  in  genShnIichen  Jabren  einmal ,  in  ScbaUjabren  zweimal  zu  voU- 
liehende,  leicht  auf  ihre  Richtigkeit  zu  prüfende  Verschiebung  zam  wirk- 
lichen Kalender  des  betrefibuden  Jahren  wird.  RUckwUrts  reicht  die  Be- 
nutzbarkeit  bis  zu  Christi  Geburt,  voi'wärts  bis  zum  Ende  des  Jahres  2099. 
Praktisch  ist  duher  die  Bezeichnung  „für  alle  Jahrhunderte"  immerhin 
gerechtfertigt,  und  wahr  ist  auch,  was  der  Verleger  neben  dem  Haupt- 
Torzuge  der  einfachen  Schiebereinstellung  K-tont,  dass  die  Tafel  die  Daten 
dea  ganzen,  nicht  blos  eines  halben  Jahres  auf  einen  Bück  ersichtlich  macht, 
und  tlass  das  AufEachen  nach  einmal  eingestelltem  Schieber  so  rasch  wie 
bei  einem  gewöhnlichen  Kalender,  den  man  vor  sich  zu  haben  wühnen 
kann,  erfolgt.  __^_  Cantor. 

Die  Ueteorologie  ihrem  neuesten  Standpunkte  getnUss  und  mit  besonderer 
Berücksichtigung  geographischer  Fragen  dargestellt  von  Dr.  S.  Güntheb. 
Mit  71  Abbildungen.  MUncben,  Verlag  von  Th.  Äckermann.  1889, 
8".  VIII,  3fJ4  S. 
In  den  Werken  von  Sprung,  von  Hann  und  Woeikow,  von  van 
ebber  besitzen  wir  musterhafte  Leistungen,  auBserordentlich  reiche  und 
pchOne  wissenschaftliche  Darstellungen  der  Eauptzweige  der  Meteorologie, 
picht  minder  in  den  kleineren  Büchern  von  Klein  und  Mohn  auf  das 
Wichtigste  sich  beschränkende,  im  besten  Sinn  populäre  Behandlungen  des 
^'g^annten  Wissenszweiges,  der  theoretisch  ebenso  interessant,  als  praktisch 
wichtig  ungleich  in  der  regsten  fortschreitenden  Enlwickeluog  begriffen  ist. 
Oleichwohl  glaubte  der  Verfasser,  dass  es  fehle  „an  einem  nicht  zu  umfang- 

I reichen  Buch,  welches  zunächst  die  Wünsche  der  Studirenden  ins  Auge  fasst 
lind  den  meteorologischen  Tagesfragen  in  weiterem  Babmen  gerecht  zu  werden 
^cbt,  zugleich  auch  nach  Möglichkeit  die  massenhaft  anschwellende  scbrift- 
^llerieche  Arbeit  der  allerneuesten  Zeit  verwerthet"  —  und  eben  ein  solches 
poch  will  er  nun  in  der  vorliegenden  Arbeit  darbieten. 
Diese  wendet  sich  drum  auch  in  erster  Linie  an  Studirende  der  Natur- 
wissenschaften und  der  Erdkunde,  dann  überhaupt  an  einen  nicht  mit  der 
Fachwelt  im  engeren  Sinne  zusammenfallenden  Leserkreis,  Gerade  aus  letz- 
terem Grunde  ist  von  der  Verwendung  und  AusnüUuug  mathematischer 
Betraehtungen  und  Formeln  fast  durchweg  Abstand  genommen,  wohl  aber 
tritt  allerorten  im  Buche  das  Bestreben  zu  Tage,  Gedankengang  und  Er- 
gebnisse der  von  den  Männern  der  Wissenschaft  durchgeführten  bezüglichen 
mathematischen  Untersuchungen  dem  Leser  in  aachgemtisBer  Umschreibung 
vorzutragen  und  zwar  wirklich  die  Meteorologie  in  ihrer  neuesten  Gestaltung 
vorzutragen. 

Und  auch  auf  das  zweite,  wie  alle  seitherigen  Werke,  so  auch  dieses 
H&ch  des  Verfassers  kennzeichnende  Merkmal  sei  hier  sofort  hingewiesen, 
pf  du  die  gttuie  Darstellung  beherrschende  Bestrebeii,   die  gesobiehtliohQ 
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gefasst  werden  können;  leider  konnten  hierbei  Kiessling's  Untersuchungen 
noch  keine  Benützung  finden. 

Das  Vorstehende  zeigt,  einen  wie  reichen  Inhalt  der  Verfasser  auf  den 
knapp  300  Seiten  seines  Buches  zu  bewältigen  verstanden  hat.  Dabei  ist, 
trotz  der  fast  zu  reichen  Sto£Eianhäufung «  die  Form  der  Darstellung  £Ewt 
durchweg  deutlich  und  klar,  so  dass  das  Buch  entschieden  empfohlen  werden 
kann ,  trotz  der  einzelnen  Ausstellungen ,  die  ich  oben  zu  machen  hatte  und 
zu  welchen  selbst  noch  eine  weitere  zugefügt  werden  könnte,  nämlich  den 
gar  zu  häufigen  (Gebrauch  wohl  yermeidbarer  Fremdwörter  betreffend  — 
oder  sollten  nicht  z.  B.  generell,  illusorisch  und  gar  die  „passagdre  Hebung' 
(S.  178)  u.  Aehnl.  vermieden  werden  können? 

Die  Ausstattung  des  Buches  ist  gut,  nur  hätte  von  Seiten  des  Verlegefs 
für  eine  gleichmässigere  Zeichnung  der  Figuren  gesorgt  werden  sollen.  Man 
vergleiche  nur  Fig.  53  mit  50  oder  46  und  gar  mit  Fig.  7!  Solch'  rohe 
Figuren,  wie  Nr.  7  oder  21  oder  selbst  26  sollten  heute  doch  nicht  mehr 
geboten  werden;  dies  zu  vermeiden  ist  der  Verleger  dem  Leser,  wie  dem 
Verfasser  in  gleicher  Weise  schuldig.  p  Xreütleih. 


Fehler  bei  Bestimmung  der  Sohwingnngsdaner  von  Magneten  und  il 
EinfluBs  auf  absolute  Messungen  der  Horizontalintensität  des 
Erdmagnetismus.  Von  E.  Leyst.  St.  Petersburg  1887.  In  Com- 
mission  der  kais.  Akademie  (Leipzig,  Voss*  Sortiment).     4^.    33  S. 

Untersuchung   über   Nadelinclinatorien.     Von  E.  Leyst.     Ebenda.     4^. 
133  S.     2  Tafeln. 

Nach  dem  Vorgange  A.  v.  Humboldt 's  wird  die  Grösse  der  erd- 
magnetischen  Stärke  gemeiniglich  durch  die  Schwingungen  einer  horizontal 
frei  beweglichen  Nadel  gemessen,  doch  war  allerdings  schon  früher,  be- 
sonders von  Kühlrausch,  darauf  hingewiesen  worden,  dass  dieses  Ver- 
fahren mit  mancherlei  Fehlerquellen  behaftet  sei ,  und  wesentlich  aus  diesem 
Grunde  hat  man  sich  neuerdings  der  Wägungsmethode  in  ihren  verschie- 
denen Abzweigungen  (Toepl  er  und  L.Weber)  zugewendet.  Herr  Leyst, 
Observator  des  berühmten  geophysikalischen  Observatoriums  von  Pawlowsk, 
untersucht  in  der  zuerst  erwähnten  Abhandlung  jene  Fehler  auf  analytischem 
Wege,  indem  er  den  Einfluss  berechnet,  welchen  die  unrichtige  Bestimmung 
einer  der  zahlreichen  in  die  Schlussformel  für  die  Horizontalcomponente 
eingehenden  Grössen  auf  das  Resultat  ausübt.  Er  findet,  dass  die  noch 
erträgliche  Grösse  einer  gewissen  Störung  —  in  den  S.  9  formulirten  Lehr- 
satz hat  sich  ein  auf  den  ersten  Blick  selbst  als  kleine  Störung  empfundener 
Druckfehler  eingeschlichen  —  der  Schwingungsdauer  der  Magnete  umgekehrt 
proportional  ist.  Fernerhin  lehrt  er  die  Folgen  abzuschätzen,  welche  sich 
aus  einer  Veränderung  der  zu  messenden  Kraft  im  Verlaufe  der  Beobachtung 
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^^B      Die  AusfDhrangen   sind  tiberall  recht  deatlich  —  mit  wenigen  Ans- 
^^VBhmen.     So  ist  die  Unterscheidung  der  HageUrten  (3.  29)  gewiss   nioht 
aberklar;  so  w&re  eine  deutlicbere  Aufkl&rang  zu  Fig.  10,  eine  deutlichere 
Figur  selbst  statt  Fig.  11  wobl  zu  wünschen;  wenn  dsjin  das  August'scbe 
Psychrometer  denn  doch  „lu  einer  Art  sonverainer  Herrschaft  sich  empor- 
geschwungen hat"   (S.  54),    Bö  war   dieses   mindestens   ebenfalls   abzubilden 
und    nicht    abzuthun   durch   einen   Hinweis    auf  Fig.  7,    welche    man   nicht 
wenig  genug  ansehen  sollte;  so  wSro  femer  zur  Beschreibung  der  Fuess- 
Bchen  Windfahne  die  Zugabe  einer  Figur  sehr  erwünscht;   so  dürfte  8.  67 
die    den    Beaufort'echen    Stärkemhlen    entsprechende    annähernde    Luft- 
geachwindigkeit  in  Met«rn  angegeben  sein. 
^U        Das  zweite  HauptstUck  (3,77—149)  bringt  „die  Lehre  von   den 
^PPeweguugen  in  der  Atmosphäre",    die  sogen,  dynamische  Meteorologie  und 
^B  Ist   im  Wesentlichen   eine  Popnlariäirung   des  schon  genannten  Werkes  von 
3prang.   Natürlich  ist  hier  das  baris che  Wind gesetz  zunächst  geschichtUch 
das   Ziel,    gleichwie  weiterhin   methodisch    die  Unterlage   der   Betrachtung; 
^H^txtere  wird  scbliesblicb  auch  dem  grossen   atmosphärischen  Kreislauf  ge- 

■hobt 

^Bß      Als  Einschaltung  zn  betrachten  ist  der  Abschnitt  über  Luftolektricilät 
tS.  99— 117)  und  der  über  die  kosmische  Meteorologie  (3.  117—125);   in 

jenem  wird  eine  Entsoheidnng  über  die  ursächliche  Bedingtheit  nicht  ge- 
geben, in  diesem  eine  Einwirkung  der  SonnenSecken  sowohl,  wie  eine  des 
Mondes  auf  die  Luftbewegung  als  unmerklich  abgewiesen. 

Das  dritte  HauptstUck  (8.  149-198)  ist  der  „Allgemeinen  Klima- 
tölogie",  das  vierte  Hanptatück  (S.  198-237)  der  „Speoiellen  klima- 
tischen Beschreibung  der  Erdoberfläche"  gewidmet,  und  wie  iiu  vorigen 
Hftuptatück  das  Werk  von  Sprung,  so  geben  hier  die  betreffenden  Werke 
von  Hann  und  Woeikow  die  Grundlage  ab;  auch  hier  wiederum  ist  die 
geschichtliche  Entwickelung  der  Lehren  mit  überans  grosser  Sachkenntniss 
und  weiserer  Beschränkung  mit  aufgenommen  und  die  klimatische  Kenn- 
zeichnung der  grossen  Haupt-  und  der  kleinen  Eiuzelgebiete  wird  in  dankeus- 
werther  Weise  zusammengefasst. 

Zwei  Anhänge  beschliessen  das  Buch.  Der  erste  Anhang  (S.  237 
bis  268)  verbreitet  sich  über  „Praktische  Witterungakande"  und  behandelt, 
an  van  Bebber's  bekanntes  Handbuch  sich  anlehnend,  die  Meteorologie 
des  Meeres  ond  der  Küsten  sammt  Sturmwarnung  und  Witterungavorher- 
verkündigung ,  sowie  in  Kürze  die  Meteorologie  im  Dienste  der  Land-  und 
Forstwirlhachaft;  gerade  dieser  erste  praktisch  wichtige  Anhang  ist  äusserst 
klar  und  dürfte  wohl  dem  Buche  viele  Leser  gewinnen.  —  Der  zweite  An- 
hang (S.  2G8^296)  giebt  endlich  noch  eine  geschichtlich  entwickelnde  und 
physikalisch  begründende  Darlegung  der  so  mannigfachen  Erscheinungen  und 
Lehren,    die    unter  dem    Namen   der    „Meteorologischen    Optik"   : 
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gestellt  Ton  Dr.  L.  Hükbnbb,  Oberlehrer  am  Ojmnasiiiiii  sa  Sdhweid- 
nitz.     Leipzig,  Druck  and  Verlag  Yon  B.  O.  Tenbner.    1888.     XVI, 

340  S,    8«. 

Das  vorliegende  Werk  verdient  die  Bezeichnung  einer  originellen  Arbeit 
im  vollsten  Maasse.  Die  Tbatsache,  dass  Kreis-  and  HyperbelfnnetioDeD 
zwei  einander  in  jeder  Hinsicht  gleichwerthige  analytische  Glebilde  seieB, 
ist  ja  wohl  eine  allseitig  zagestandene,  allein  der  Versach,  dieeen  UmstMid 
in  einem  elementargeometriscben  Systeme  zar  conseqaenten  Darohftthnmg 
za  bringen,  ist,  soweit  wenigstens  des  Berichterstatters  Kande  reicht »  noch 
nicht  unternommen  worden.  Wie  sich  die  Schale  gegen  diese  Nenenug 
zu  verhalten  habe,  das  bildet  ftb:  ans,  da  wir  ja  nicht  für  eine  didakÜBchs 
Zeitschrift  die  Anzeige  zu  liefern  haben,  diesmal  keinen  (Jegenstand  der 
Untersuchung;  der  VerflEtöser  selbst  denkt  sich  sein  Buch  zunftchat  blos  in 
den  Händen  der  Lehrer  und,  f%b-*s  Erste  wenigstens,  noch  nicht  in  denen 
der  Schaler,  obwohl  er  annimmt,  dass  der  Lnhalt  nirgends  über  das  Ver- 
ständniss  eines  Oberprimaners  hinausgehe.  Mag  dies  auch  etwas  in  opti- 
mistisch gedacht  sein,  so  wird  doch  sicherlich  das  Buch  einem  strebenden 
Lehrer  eine  Fülle  von  Anregungen  bringen,  die  er  später  beim  Unterricht 
zu  verwerthen  in  der  Lage  ist;  aber,  davon  ganz  abgesehen,  schon  an  und 
für  sich  enthält  diese  i, Trigonometrie  im  weitesten  Wortsinne',  wie  man 
sie  wohl  nennen  könnte,  der  eigenartigen  Darstellungen  genug,  am  ihr, 
ohne  jede  llücksicht  auf  unmittelbare  pädagogische  Verwendung,  einen 
selbständigen  Werth  zu  sichern.  \ 

Schon  die  Einführung  der  gewöhnlichen  goniometrischen  Functionen 
vollzieht  sich  in  einer  von  dem  üblichen  Heigange  mehrfach  abweichenden 
Weise,  nämlich  durch  Vergleichung  von  Rechtecks-  und  Dreiecksflächen. 
Die  Erweiterung  der  Begriflfe  Sinus  u.  s.  w.  auf  stumpfe  und  erhabene 
Winkel  betrachtet  der  Verfasser,  ohne  allerdings  dieses  Ausdruckes  sich  zu 
bedienen,  als  einfachen  Ausfluss  des  HankeTschen  Permanenzgesetzes  und 
stellt  sie  der  allgemeinen  Definition  der  Potenz  rt'*""^  als  Analogon  zur 
S«'it<;.  Daran  echliesst  sich  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreieckes, 
deren  Formeln  er  da  und  dort  eine  weniger  beachtete  oder,  wie  auf 
Soitt;  24,  hall)  und  halb  in  Vergessenheit  gerathene  Seite  abzugewinnen 
vorsteht.  Von  den  Halbmessern  des  Umkreises,  des  Inkreises  und  der  drei 
Ankreise  wird,  wie  dies  jetzt  überhaupt  vielfach  geschieht,  ein  ziemlich 
ausgedehnter  Gebrauch  gemacht,  um  die  früher  entwickelten  Formeln  ge- 
schmeidiger und  eleganter  zu  gestalten,  und  auch  die  Lehre  von  den  Drei- 
oekstransversale«  wird  gründlich  abgehandelt.  Während  sonst  gewöhnlich 
das  Additionstheorom  an  die  Spitze  gestellt  wird,  leitet  es  der  Verfasser 
durch  einen  sehr  einfachen  und  uns  persönlich  in  dieser  Form  neuen  Ge- 
dankengauLT  aus  der  Formel  n  =  h  cosy -{- c  cosß  her  und  führt  so  den 
Nachweis,  dass  die  gesammte  ebene  Trigonometrie  in  dem  von  ihm  auf- 
gestellten Systeme  dreier  homogener  Gleichungen  enthalten  sei.     Die  Polj- 


gonometrie,  die  sich  auf  den  jetit  erst  zugezogenen  Coordinatenbegriff 
stutzt,  schliesst  sieb  an  die  Trigonometrie  an,  ond  es  werden  in  diesem 
Abschnitte  zugleich  die  Formeln  für  schwingende  Bewegungen  hergeleitet, 
nm  für  Ausdrücke  von  der  Form  (mji  + «)  eine  Veranschanlichung  zu  ge- 
winnen. Die  Betrachtung  derjenigen  Curven,  welche  für  Tangens  und 
Sinus  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  bekannte  Wellenlinie  für  Sinus, 
fuhrt  von  gelbst  zur  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  hiermit  ihre  Stellung 
neben  dem  Kreise  angewiesen  erhSlt.  Indessen  werden,  ehe  man  zu  ibrer 
näheren  Untersuchung  schreitet,  zuvor  noch  die  Lehrsätze  von  Moivre 
und  die  verschiedenen  Beiheuentwicklungen  vergenommen,  bei  welch'  letzteren 
sich  auch  Gelegenheit  bietet,  den  Leser  mit  der  imaginSren  Einheit  und 
ihren  Potenzen  vertraut  zu  machen. 

Die  Veranlassung,  byperboliscbe  Argumente  und  Functionen  ins  Auge 
zu  fassen,  ergiebt  sich  dem  Verfasser  durch  eine  üeberlegung,  welche, 
seiner  eigenen  Angabe  zufolge,  das  geometrische  Gegenstück  jener  algebraischen 
Recnrsionsgleicbangen  darstellt,  auf  welchen  Ooetting  in  seiner  Schrift 
„Die  Functionen  Cosinus  und  Sinus  beliebiger  Elemente"  (Berlin  1881)  die 
ganze  Goniometrie  aufgebatit  hat.  So  werden  die  Grundformeln  sehr  leicht 
erhalten,  die  Einerleibeit  der  cjklischen  und  hyperbolischen  Functionen 
beim  Uebergange  des  Argumentes  aus  dem  reellen  in  das  imaginäre  Gebiet 
nnd  umgekehrt  bietet  sich  gleichfalls  ganz  ungezwungen  dar;  sehr  hUbsch 
ist  u.  A.  die  Anwendung  der  Hyperbel fnnctionen  auf  die  Quadratur  der 
Parabel.  Unter  den  einen  bedeutenden  Platz  einnehmenden  Rechnungen. 
in  denen  Kreis-  und  Hyperbel funetionen  vermischt  miteinander  auftreten, 
ist  nns  manches  Neue  und  nicht  minder  die  grosse  Fertigkeit  des  Verfassers 
in  der  Transformation  verwickelter  Formeln  aufgefallen.  Die  Nutzanwendung 
beschränkt  sich  auch  nicht  auf  die  Ebene,  sondern  es  wird  auch  zur  dritten 
Dimension  aufgestiegen  und  fUr  die  durch  die  Umdrehung  von  Kegel- 
schnitten entstandenen  Kfirper  die  Inhalts-  und  Oberflüchenbestimmung 
durchgeführt,  wobei  sich  die  Auflösung  cubischer  Gleichungen  irreducibeln 
und  reducibeln  Falles  als  Corollar  binzugesellt.  Die  Projection  wird  dabei 
vielfach  und  sehr  geschickt  verwendet.  Manches,  was  wir  hier  sehen,  ist 
in  der  Tbat  würdig,  Gemeingut  der  Lehrbücher  fUr  Analysis  und  höhere 
Geometrie  zu  werden,  so  z.  B.  die  Complanation  des  zweiaxigen  Rota- 
tjonsellipsoides. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  die  rHumliche  Trigonometrie ,  deren 
Begründung  nicht  minder  an  vielen  Orten  die  ausgefahrenen  Gleise  verlässt. 
Vielleicht  wäre  es,  zuraal  da  in  früheren  Capiteln  auf  die  Anschaulichkeit 
entschieden  Wertb  gelegt  ist,  Manchem  erwünscht  gewesen,  die  Deduction 
nicht  so  ausscbliessend  analytisch  gebalten  zu  sehen,  wie  sie  es  in  Wirk- 
lichkeit ist.  Die  zur  Darlegung  des  Nutzens  dieser  Disciplin  in  ziemÜchem 
Umfange  einge streuten  sphitrlscb- astronomischen  Aufgaben  werden  durchweg 
auch  mit  Zuhilfenahme  der  hyperbolischen  Fnnctionen   aufgelöst,   die  sich 
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in  Tielleieht  mierwarieter  Weise  gerade  für  die  Probleme  der  naatiaclm 
Astronomie  sehr  fSrderlich  erweisen.  Sodann  aber  geht  der  Yer&Bser  n 
einer  Einftthrnng  in  die  Sph&rik  selbst  über  und  erledigt  deren  wiehtiigtlB 
Sttze,  fiberall  an  das  gn^hische  Bild  anknüpfend,  mit  einem  TerbittDi»- 
mlssig  geringen  Aufgebote  von  eigentlichem  Calcol.  Sogar  das  apoUooiaehs 
Taktionsproblem  anf  der  EngelflSche  and  die  sphärischen  EegebchmtlB 
werden  in  den  Sjreis  der  Erörterung  gezogen.  Nachdem  dann  geieigt  isfti 
wie  sich  f&r  den  Eugelradius  unendlich  alle  Wahrheiten  der  sphiriaelMn 
in  solche  der  ebenen  Trigonometrie  verwandeln,  reiht  sich  noch  eine  An- 
wendung der  Baumtrigonometrie  auf  die  Eörperlehre  an,  welche  in  der 
Bestimmung  der  wichtigen  Elemente  für  die  Construction  der  fünf  regd- 
mSssigen  Polyeder  gipfelt  Literargescbichtliche  Noten  beenden  das  Bodi 
und  machen  den  Leser  mit  Erscheinungen  des  Büchermarktes  Ton  ver- 
wandtem Charakter  bekannt. 

Eenntniss  der  Infinitesimalrechnung  wird  nicht  vorausgesetst,  die  alge- 
braische Vorbildung  dagegen  muss  immerhin  eine  etwas  tiefer  gehende  sein, 
nicht  sowohl  der  thatsSchlicben  Anforderungen  halber,  sondern  mehr  des- 
halb, weil  der  Verfasser  einen  geübten  Formelrechner  allenthalben  vorans- 
setzt.  Von  den  Determinanten  wird  nur  ganz  gelegentlich  ein  ziemlich 
beschrftnkter  Gebrauch  gemacht.  Die  Liersemann 'sehen  Anschauungen 
über  das  unendlich  Grosse  und  Kleine,  zu  denen  sich  auch  Herr  Hn ebner 
bekennt,  haben  uns  niemals  behagt  und  können  es  auch  jetzt  nicht,  denn 
wir  vermögen  erstens  nicht  einzusehen,  dass  damit  ein  wirklicher  Gewinn 
erzielt  werde,  und  befürchten  ferner,  dass  der  Anfänger  durch  die  Aus- 
drücke c,  6  und  n  sich  sehr  leicht  verleiten  lassen  könnte,  veränderliche 
Grössen  als  constante  zu  behandeln.     Doch  dies  nur  nebenbei. 

München.  Dr.  S.  Günther. 

Bing*s  Kreiswinkel»  ein  Beitrag  zur  Lösung  der  Quadratur  des  Kreises. 
Redigirt  vom  Regierungsbauftihrer  Dorst.  Druck  und  Verlag  von 
Schleicher  &  Schtill  in  Düren. 

Der  Unterzeichnete  würde  eine  Kritik  des  vorliegenden  Schriftchens  für 
unnöthig  halten ,  wenn  dasselbe  nicht  von  Seiten  des  Verlegers  mit  folgender 
Keclame  ausgestattet  wäre  (S.  4): 

Nachstehendes  Gutachten  ging  uns  von  einer  Autorität  ersten 
Ranges  zu: 

„Ich  halte  den  Kreiswinkel  für  ein  sehr  nützliches  Instrument,  da 
die  Anwendung  desselben  die  rasche  und  ex  acte  Lösung  einer  grossen 
Zahl  mathematischer  Aufgaben  ermöglicht,  ohne  dass  man  nöthig  hat, 
umständliche  Rechnungen,  gegebenen  Falls  unter  Zuhilfenahme 
trigonometrischer  Tabellen  durchzuführen.** 

L.  Pinzger, 

Prot  d.  Matchinenbankonde  am  königl.  PolTtechnikum  in  Aachen. 
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Wie  viel,  oder  besser,  wie  wenig  au  diesen  Behauptungen  ist,  wird 
das  Folgende  zeigen. 

Im  Vorworte  sagt  der  Erfinder  Ed.  Bing  (technischer  Director  einer 
Waggonfabrik  in  Riga),  dass  die  Bemühungen,  den  Kreis  durch  Conatruc- 
tionen  zu  rectificiren  und  quadriren,  „noch  heutzutage  fortgesetzt 
werden"  — ;  das  gilt  allerdings  fUr  unwissende  Dilettanten ,  nicht  aber  fUr 
Mathematiker,  denen  bekannt  ist,  dass  n  nicht  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  sein  kann. 

Unter  „Kreiswinkel  b"  versteht  der  Verfasser  den  durch  die  Gleichung 
cosa^^j/n  bestimmten  spitzen  Winkel,  welcher  (auf  Brachtheile  von 
Secunden  genau)  =27''35'5("/'  ist  und,  in  Hartgummi  ausgeführt,  von  dem 
Verleger  bezogen  werden  kann.  Für  einen  über  dem  Dnrcbmesser  d  be- 
schriebeneu Kreis  ist  nun  dcosu  die  Seit«  des  Quadrats  von  gleicher  Fläche, 
dcos'a  die  LSnge  des  Rreisquadranten ;  ebenso  leicht  lassen  sich  die  um- 
gekehrten Aufgaben  durch  Projectioneu  ISseu,  und  es  mag  dies  bequem 
fflr  solche  Zeichner  sein,  die  viele  Kreise  tu  qnadriren  bez.  zu  rectificiren 
haben. 

Die  Quadratur  einer  aus  den  Halbaxen  a  und  t  constmirtfin  Ellipse 
wird  auf  die  Quadratur  des  Kreises  vom  Durchmesser  a-]-b  zurückgeführt 
(Nr,5),  so  dass  die  EllipseuflUche  =  ^i(a  + ft}*  sein  mÜBste,  Hier  zeigt  sich 
eine  grobe  Unwissenheit,  die  nicht  selten  zu  riesigen  Fehlem  führt;  beispiels- 
weise ist  im  Fallen  =  11,  b  =  'S  die  wahre  Ellipsenfläche  =  33  ji=  103,67, 
die  nach  der  vorigen  Formel  berechnete  =49ii=  153,04,  also  um  circa 
&07o  zu  gross  und  überdies  grösser  als  die  FlOcbe  des  um  die  Ellipse 
construirfea  Rechtecks  22  ,  6  =  132.  — 

Das  Problem  der  „Verwandlung  eines  Kreisbogens  in  eine  gerade  Linip* 
bezeichnet  der  Verfasser  als  „ein  hßohst  wichtiges,  welches  bis  jetzt 
nicht  graphisch  gelSstwerden  konnte,  sich  aber  überraschend 
leicht  mittels  des  Kreiswinkels  löst."  Dazn  erhält  man  folgende 
Anweisung:  Ziehe  im  Kreise  vom  Halbmesser  CÄ^  1  die  zu  einander  senk- 
rechten Durchmesser  ^CB  und  D<7£,  nehme  den  Periplieriewinkal  £jiff  =  «, 
lege  GH  normal  zu  AB  (so  dass  AII=ijt),  schneide  von  B  nach  C  hin 
die  Strecke  DJ  =  Ä1I  ab,  beschreibe  aus  S  und  J  mit  dem  Radius  AH 
Kreisbßgcn ,  die  sieb  in  K  schneiden ;  wird  nun  von  dem  festen  Punkte  K 
nach  irgend  einem  Punkte  F  des  Kreisquadranten  AD  die  Gerade  KF  ge- 
zogen, welche  die  Sehne  Aß  m  L  schneidet,  und  wird  ferner  durch  X 
eine  Parallele  zu  iJi/'gelegt,  die  AB  in  JU  trifft,  so  ist,  „fast  mathematisch 
genau",  AM~arcÄF.*  Durch  Einfachheit  überrascht  diese  Construction 
sicherlich  nicht,  da  sie  das  Ziehen  von  7  Geraden  und  2  Kreisbögen  ver- 
langt; sie  ist  aber  auch   überflüssig,   da  man   seit  200  Jahren  eine  sehr 


*  Die  zugehörige  Fig.  6  paiit  insofern  nicht  zum  Texte,  al«  darin  Pin  einer 
Oeraden  mit  K  und  C  liegt,  wOlhtead  der  Tut  aiu  beliebige!  F  vorauasetxt. 
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fjfgmte  ud  lotki  ta  merkcsde  graphische  L5diiiig  des  besfMt^diaMB  Pio- 
blems  keBBt,  Ton  der  fireflieh  der  Yerfuier  nichts  xn  wissen  aelieiat.^ 

Hienn  knfliift  sich  die  Triseetion  des  Winkels,  ,|die  als  nnlösbmres 
Problem  gilt*,  sowie  die  Theilnng  eines  Bogens  in  beliebig  tM  gkidie 
Theile,  mithin  noch  die  Constniction  regelmissiger  ^VleleckeL  Ein  paar  Bei- 
spide  hieno  sind  folgoide. 

Die  Seite  des  r^elmissigen  Siebenecks  soll  in  einem  Dreiecke ,  wtJAes 
den  Badins  1  sor  Basis  nnd  die  Winkel  60^  and  a  sn  anliegenden  WinkA 
hat,  die  G^^enseite  ra  L60^  sein,  nbd  der  begangene  Fehler  ^^^^^ 
s=  0,000085  betragen.    Dieser  Constniction  wflrde  die  Siebenecksseile 

entsprechen,  welche  Ton  der  wahren  Siebenecksseite  0,86777  nm  0,00098 
differirt  Der  wirkliche  Fehler  beträgt  demnach  mehr  als  das  Zehnfaehe 
der  Torigen  Angabe. 

Für  das  IS-Eck  wird  schlechtweg  a  =  27035'öO"  statt  des  wahren 
Centriwinkels  27^AV32^'  genommen  und  als  Fehler  3^9  =  0,00327  an- 
gegeben.    Hier  ist  der  wirkliche  Fehler  =  0,00161,  also  nur  halb  so  gross. 

Die  sedio  aurea  einer  Geraden  ÄB^l  will  der  Ver&sser  gleichfiüls 
mittels  des  Kreiswinkels  bewerkstelligen;  man  soll  nftmlich  ein  Dreieck 
ÄBD  ans  ÄB^  L  BAD  =  30^  L  ABB  =  a  constroiren  nnd  an  dessen  Höhe 
DE  den  Kreiswinkel  in  D  so  anlegen,  dass  der  freie  Schenkel  desselben 
die  Gerade  AB  zwischen  E  und  ^  in  C  trifft,  wo  nun  AC  der  grössere 
Abschnitt,  nnd  der  begangene  Fehler  ff^Y  =  0,000568  sein  soll.  Abgesehen 
davon,  dass  hier  die  bekannte  einfache  und  genaue  Construction  von  AC 
durch  ein  Näherungsverfahren  ersetzt  wird,  das  ein  besonderes  Instrument 
verlangt,  enthält  das  angegebene  Verfahren  einen  starken  Irrtbum.  Das- 
selbe liefert  nämlich 

^C=^?^|^/a»«  =  0,618577 

statt  des  wahren  Wertbes 

^C=  i  (^  -  1)  =  0,668035, 

mithin  beträgt  der  Fehler  0,049458,  d.  h.  circa  das  Achtundachtzig- 
fache  der  Angabe.  Schon  bei  so  kleinen  Dimensionen  wie  -45  =  6  Centi- 
meter  erreicht  der  Fehler  die  sehr  merkliche  Grösse  von  fast  3  Millimetern, 
die  weit  über  das  erlaubte  Maass  hinausgeht. 

Nach  dem  Mitgetheilten  bleibt  es  geradezu  räthselhaft,  wie  Herr  Prof. 
Pinzger  ein  so  klägliches  Dilettantenmachwerk  empfehlen  konnte. 

*  Ist  FQ  ein  aus  dem  Mittelpunkte  0  beschriebener  Ereisbogen,  so  nimmt 
man  längs  TO  die  Strecke  PB  =  SPO  und  zieht  EQ  bis  zum  Durchschnitte  S 
mit  der  Kreistangente  an  P;  für  Z-PO^<; 46°  ist  dann  sehr  nahe  PS  =  arcPQ, 
Bei  grösseren  Winkeln  rectificirt  man  den  halben  oder  Viertelbogen  u.  s.  w. 

SCHLÖMILCH. 


Dar  TTntemokt  in  der  analytiichen  Qeometrie,  FUr  Lehrer  and  £nm  Selbst- 
unterricht von  Dr.  Wilhelm  IfftuuuG,  Diredor  der  Ober- Realschule 
zu  BrauDschveig.  Mit  53  Figiireu  im  Text.  Braunschweig  bei  Otto 
Salle.  1889.  XVI,  311  S. 
Der  durch  sein  Lehrbuch  der  Physik,  sowie  durch  zahlreiche  Abband- 
lungen  im  pSdagogischeu  Archiv  wohlbekannte  Verfasser  beahaichtigt  durch 
das  vorliegende  Werk ,  die  erfahruugsmllasig  mit  grosaen  Schwierigkeiten  ver- 
knüpfte erste  Einführung  in  die  analytiache  Geometrie  der  Ebene 
Lehrer  und  Schülern  eq  erleichtern.  Dasselbe  ist  vorzugsweise  und  sein 
erster  (allgemeiner)  Theil  ausschliesslich  für  Lehrer  bestimmt.  Iltnsicht- 
lieh  der  Methodik  des  Unterrichtes  stellt  der  Verfasser  Anschaulich- 
keit und  Kürze  in  den  Vordergrund.  Er  verwirft  daher  das  rein  analy- 
tische Verfahren ,  dem  Anschaulichkeit  ganz  und  Kürze  je  nach  umständen 
abgesprochen  werden  muss.  Vielmehr  soll  der  Schüler  analytisches  und 
Euklidisches  Verfahren  wie  zwei  stets  bereite  Werkzeuge  zur  Hand  haben 
und  Reclmungen  vermeiden,  wo  es  nur  geht.  Weiter  fordert  der  Verfasser, 
dass  auf  der  obersten  ünterrichtsstufe  hauptsächlich  das  Auffinden  von 
Sätzen  geübt  werde,  weniger  das  Beweisen  derselben,  und  zeigt  hierauf  an 
einzelnen  Musterbeispielen ,  wie  er  sich  die  praktische  Durchführung  dieser 
Grundsätze  denkt.  Was  sodann  die  Anwendungen  betrifft,  so  identificire 
rnEUi  nicht  analytische  Geometrie  und  Kegels chnittslebre;  wem  es  nur  um 
letztere  zu  thun  ist,  der  verfahre  lieber  nach  Euklidischer  Methode,  die 
das  Ziel  rascher  erreichen  lässt.  Vielmehr  soll  der  Schüler  durch  Beispiele 
aus  der  Physik,  astronomischen  Geographie  u.  s.  w.  „in  der  analytischen 
Geometrie  ein  nothwendiges  und  nneritetzliches  Bilfsmittel  zur  Erforschung 
und  zur  Darstellung  von  Vorgängen  in  der  Natur  kennen  lernen",  üeber 
diesen  Punkt  spricht  sich  der  Verfasser  besonders  eingehend  aus.  Von  den 
hierher  gehörigen  Aufgaben  seien  genannt:  Brechung  des  Lichtes  durch 
Kalkspath,  Gestalt  der  Erdbahn,  Gestalt  des  Erdkörpsrs,  hyperbolische 
Figur  Kwiachen  zwei  Platten  durch  Haarröhrchenkraft  entstanden,  para- 
boloidische  OberflSche  eines  mit  Wasser  gefüllten  Cylinders  im  Drehungs- 
zustand n.  s.  w.  Besonderes  Gewicht  legt  er  endUch  auf  die  graphische 
Wiedergabe  numerischer  Gleicbnngen  und  bietet  namentlich  ein  reich- 
haltiges Uebungsmaterial  quadratischer  Gleichungen  mit  zwei  Veränderlichen, 
aus  welchen  Mittelpunkte,  Äxen  u.  s.  w.  der  zugehörigen  Kegelschnitte  be- 
stimmt werden  sollen,  um  nun  dem  analytisch -geometrischen  Unterricht 
den  ium  Gedeihen  nothwendigen  Raum  zu  verschaffen,  schranke  man 
die  geometrischen  ConcurrenzfKcher  nach  Möglichkeit  ein. 
Man  verschone  den  Schüler  der  Oberclassen  mit  besonders  schwierigen  Auf- 
gaben und  mit  Kunstgriffen,  die  ziemlich  werthlos  und  sogar  bedenklich 
sind.  Ebenso  sei  die  plan  massige  Untersuchung  der  Kegelschnitte  nach 
Euklidischer  Art  als  vollständig  überflüssig  zu  verwerfen  und  auch  die  so- 
geniuiate  neuere  Geometrie  vom  Unterricht  auszuschliessea.     Da  iudess  die 
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LehrplSne  Ton  1882  für  Bealgymnasien  und  Oberreabchulen  die  Orandlefaren 
der  synthetischen  Geometrie  verlangen ,  so  m5ge  man  die  Sfttze  TOn  den 
harmonischen  Gebilden  and  den  polaren  Beziehnngen  beim  KreiB  dnieh- 
nehmen,  die  Betrachtung  der  Kegelschnitte  als  Ereisprojectionen  und  als 
Erzengnisse  projectiyischer  Ponktreihen  und  Strahlenbüschel  aber  habe  bei 
ihrer  geringen  Verwendbarkeit  auf  anderen  Gebieten  für  die  Schale  keinen 
Werth. 

Diesem  allgemeinen  Theil  folgt  als  besonderer  ein  auf  den  obigen 
Ghnindsätzen  aufgebautes  Lehr-  und  Uebungsbuch.  Dasselbe  ist  so 
gründlich  bearbeitet,  dass  es  auch  sehr  wohl  zum  Selbstunterricht  benntzt 
werden  kann.  Es  zerf&Ut  in  drei  Stufen,  von  denen  jede  folgende  an  die 
Denkarbeit  des  Schülers  grossere  Anforderungen  stellt ,  als  die  vorhergehende. 
Die  erste  Stufe  umfasst  die  Capitel,  welche  man  gemeiniglich  anf  der 
Schule  durchzunehmen  pflegt.  Hierbei  ist  fast  durchgängig  das  recht- 
winklige Coordinatensjstem  benutzt,  ausserdem  sind  mehrfach  üebersichten 
aufgestellt,  welche  den  Stoff  enthalten,  der  dem  Gedächtniss  durch  fort- 
gesetzte Uebungen  einzuprägen  ist.  Auf  der  zweiten  Stufe  werden  die 
abgekürzte  Bezeichnungsweise  der  Gleichungen  gerader  Linien,  polare  Be- 
ziehungen beim  Kreis  und  Kegelschnittsgleichungen  für  schiefwinkliges 
System  behandelt,  endlich  auf  der  dritten  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades ,  ihre  Entstehung,  ihre  Anwendung  auf  Kegelschnitts -Eigene 
Schäften  und  ihre  geometrische  Bedeutung. 

Aus  den  obigen  Angaben  wird  man  wohl  zur  Genüge  erkennen,  dass 
das  vorliegende  Buch  die  Frucht  einer  reichen  pädagogischen  Erfahrung  ist 
Von  den  Grundsätzen  des  Verfassers  wollen  wir  namentlich  die  Verbindung 
der  analytischen  Geometrie  mit  der  Euklidischen  hervorheben ,  da  wir  gerade 
diese  für  einen  wesentlichen  Fortschritt  unseres  heutigen  analytisch -geo- 
metrischen Unterrichts  halten.  Ist  doch  auch  in  der  höheren  Geometrie  der 
Gegensatz  zwischen  analytischem  und  synthetischem  Verfahren,  der  zu 
Steiner 's  und  Magnus'  Zeiten  in  der  schärfsten  Weise  hervortrat,  schon 
seit  Jahrzehnten  zum  Ausgleich  gebracht.  Man  versäume  daher  nie,  den 
Schüler  darauf  hinzuweisen,  wie  oft  sich  ein  durch  mühsame  Rechnung  ge- 
fundenes Resultat  auf  synthetischem  Wege  durch  einfache  und  anschauliche 
Betrachtungsweise  herleiten  lässt. 

Die  beiden  einzigen  Punkte,  in  welchen  wir  mit  dem  Verfasser  nicht 
übereinstimmen,  sind  die  Anwendungen  der  Euklidischen  und  neugeometrischen 
Methode  auf  die  Kegelschnitte.  Erstere  soll  nur  im  Dienst  der  analytischen 
Geometrie  auftreten ,  eine  selbständige  Verwendung  derselben  aber  wird  ver- 
worfen. Nun  giebt  es  aber  eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Sätzen,  welche 
sich  rein  Euklidisch  weit  einfacher  beweisen  lassen,  als  selbst  mittels  ge- 
mischter Methode,  wie  z.  B.  auf  S.  37,  S.  151  etc.  Wenn  nun  auch  in 
solchen  Fällen  der  Verfasser  der  letzteren  das  Wort  redet,  so  befindet  er 
sich  im  Widerspruch  mit  der   an  verschiedenen  Orten  (z.  B.  auf  derselben 
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S,  'il)  geSnBserten  Ansicht,  immer  den  einfacfasten  Weg  zu  wählen.  Unseres 
Erachtens  führt  man  den  Schüler  am  heaten  nach  der  von  ihm  bereita  als 
bewährt  erkannten  Euklidischen  Methode  in  die  Kegelschnittslehre  ein,  und 
»war  in  der  Classe,  in  welcher  die  Kreislebre  eingeübt  wird,  da  er  schon 
in  dieser  sehr  wohl  im  Stande  i»t,  die  ersten  einfachen  Constriictionen, 
namentlich  die,  welche  sich  auf  die  Tangente  beziehen,  zu  verstehen  und 
anzuwenden.  Sodann  behandle  man  die  Kegelschnitte  in  der  Stereometrie 
als  SchnittSguren  des  TJmdrehungslfegels  und  zwar  nach  der  jetzt  allgemein 
verbreiteten  Methode  der  Dandel  in' sehen  Kugeln.  Die  graphische  Den- 
tnng  numerischer  quadratischen  Gleichuagen,  auf  welche  der  Verfasser  mit 
Recht  Gewicht  legt,  würden  wir  ebenfalls  lieber  als  Vorbereitung  zum  Unter- 
richt der  analytischen  Geometrie ,  und  zwar  in  der  Algebra  durchgenommen 
sehen.  Man  würde  sich  auf  diese  Weise  mehr  dem  bistorischeu  Weg  nahern, 
dessen  allgemeine  Ignorirung  sich  zweifellos  in  der  Schule  rScht.  Denn  als 
Bedilrfniss  tritt  die  enalytische  Geometrie  erst  in  der  Curvenlehre  auf,  in 
der  Lehre  von  der  Geraden  und  dem  Kreis  wird  sie  dem  AnfUnger  immer 
gekünstelt  erscheinen.  Ist  aber  erst  der  Schüler  in  der  angegebenen  Weise 
stofflich  und  methodisch  vorbereitet,  so  werden  die  Schwierigkeiten,  welche 
sich  ohne  diese  Vorbereitung  zeigen,  von  selbst  verschwinden.  Was  endlich 
die  Gründe  betrifft,  welche  der  Verfasser  gegen  die  neuere  Geometrie  geltend 
so  stimmen  wir  ihm  nur  dann  bei,  wenn  er  letztere  im  Sinne 
r's  auffasst.  Warum  will  man  aber  nicht  statt  deren  die  Central- 
projection  Poncelet's  wühlen?  Letztere  ist  unbedingt  vom  pUdagogiscben 
Standpunkt  aus  der  ersteren  vorzuziehen.  Ist  nun  der  Schüler  mit  den  har- 
monischen Gebilden  und  den  polaren  Beziehungen  beim  Kreis  bekannt  ge- 
worden, was  ja  der  Verfasser  dem  Schulunterricht  noch  zugestehen  will, 
ipeisa  er  ferner  (S,  210) ,  dass  sich  jeder  Kegelschnitt  centrisch  zum  Kreis 
LlBrojiciren  lässt,  so  ist  das  gesammte  Material  entwickelt,  um  die  Haupt- 
Hitze  der  neueren  Geometrie  am  Kegelschnitt  ohne  irgendwelche  Schwierig- 
Iteit  auffinden  und  beweisen  zu  kfinnen.  Der  Schüler  lernt  nun  in  sehr 
prenig  Stunden  den  ganzen  Giltigkeit^bereich  der  SStze  von  den  polaren 
Hebilden  kennen  und  findet  zugleich,  dass  der  Satz  vom  ebenen  Schnitt  des 
meradeu  Kreiskegels  nicht  allein  „an  sich  interessant"  ist,  sondern  dass  er 
pilie  fundamentale  Bedeutung  hat.  Aber  gerade  da,  wo  Lehrer  und  Schüler 
me  Frucht  ilirer  gemeinsamen  Arbeit  gemessen  können  —  schneidet  der 
i Verfasser  den  Faden  ab ,  damit  die  analytische  Geometrie  nicht  leide-  Dem 
'1(8nnen  wir  allerdings  nicht  beipflichten. 

■        Indesb  berührt  diese  Meinungsverschiedenheit  den  analytisch-geometrischen 
Unterricht  selbst  zu  wenig,    und  es  sind  der  Vorzüge  des  Buches    so  viele, 
■hs  wir  ihm   im  Interesse  des  mathematischen  Unterrichts  eine  weite  Ver- 
keilung wünschen. 
W      Tharandt.  Fa.  Weinmgister. 
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Methodik  der  stetigen  Deformation  von  sweiblättrigen  Eiemann'tohen 
Flächen.  Ein  üebungsbuch  für  den  geometrischen  Theil  der  Functionen- 
theorie.    Von  Fhitz  Hofmann.    Halle,  Louis  Nebert.     1888. 

Gestalt  und  Deformation  der  Bie man  naschen  Flftcben  stellen  an  die 
Vorstellungskraft  des  Studirenden  der  Functionentheorie  hohe  Anforderungen. 

Mit  der  vorliegenden  Schrift  will  der  Verfasser  diese  Schwierigkeiten 
fiberwinden  helfen ,  indem  er  in  anschaulicher  Weise  die  Vorgänge  bei  der 
Umformung  der  sich  unmittelbar  darbietenden  Typen  in  andere  besser  lu 
fibersehende,  sogenannte  Normalflftchen  auseinandersetzt.  Viele  durch 
Schattirung  gut  plastisch  wirkende  Figuren  lassen  die  verschiedenen  Processe 
des  ,,Umstfilpens*',  des  „Ansetzens  und  Beseitigens  von  Henkeln '"*"  m.  s.  w. 
leicht  verfolgen.  Kurz,  das  Buch  bietet,  was  es  bieten  soll.  Im  Interesse 
der  Leser  desselben  sei  es  erlaubt,  auch  an  dieser  Stelle  auf  eine  richtig- 
stellende Bemerkung  des  Herrn  Dyck  (Math.  Ann.  Bd.  32  S.  458)  bezfig- 
lich  §  8  hinzuweisen. 

Hannover.  C.  Bodbnbbro. 


Die  synthetisehen  Omndlagen  der  Theorie  des  Tetraedroid-Complezei. 
Von  Fritz  Hofmann.  (Separatdruck  aus  Grüne rt's  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  2.  Beihe  Theil  V.)  Leipzig  1887,  C.A.Eoch's 
Verlag. 

Der  untersuchte  Complex  ist  vom  zweiten  Grade  und  wird  gebildet 
durch  die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
in  vier  harmonischen  Punkten  schneideu. 

Der  Inhalt  des  ersten  der  beiden  Abschnitte,  in  welche  die  Arbeit  zer- 
fallt, gipfelt  in  dem  Nachweise,  dass  der  Complex  vom  zweiten  Grade 
sei.  Hierbei  legt  der  Verfasser  besonderes  Gewicht  darauf,  zu  zeigen,  dass 
eine  als  von  der  zweiten  Ordnung  erkannte  Curve  sich  auch  wirklich  durch 
projective  Büschel  erzeugen  lasse.  Auf  die  Pflicht  des  Synthetikers ,  einen 
solchen  Nachweis  zu  erbringen,  machte  früher  Schur  schon  einmal  auf- 
merksam. 

Der  zweite  Abschnitt  ist  der  Singularitätenfläche  gewidmet.  Der  Ver- 
fasser sagt  zwar,  dass  die  Ermittelung  der  Knotenpunkte  einfacher  synthe- 
tischer Behandlung  noch  ganz  gut  zugänglich  sei,  aber  er  construirt  sie 
nicht  und  entnimmt  ausserdem  wichtige  Sätze  der  analytischen  Geometrie. 
Dasselbe  gilt  für  die  Doppelebenen,  denn  die  Angabe  einer  Collineation, 
welche  die  eine  der  gegebenen  Flächen  zweiten  Grades  in  eine  Kugel,  die 
andere  in  ein  Eotationshyperboloid  überführt,  fehlt.  Durch  diese  Collineation 
wäre  allerdings  eine  Doppelebene  in  die  unendlich   ferne   transformirt  und 


•  Vergl.  über  diese  Dinge  auch  Klein:   „üeber  Riemann's  Theorie   der 
algebraischen  Functionen 'S  iusbesondere  Seite  28. 


i  dieser  eateprechende  Ebene  wäre  die  gesuchte.  Da  also  der  Zneck,  an 
1  bei  Heranziebung  metriacher  Eigenschaften  denken  könnte,  näm- 
lich eine  wirkliche  Durchfllbrnng  der  Construclion,  doch  nicht 
erreicht  wird,  ao  ist  es  nicht  lecbt  verstfindUcb ,  weshalb  der  Boden  der 
rein  projectiven  Geometrie  verlassen  wurde. 

Auf  die  bekannten  sjnthetigchen  Behandlungs weisen  der  allgemeinen 
[  Comptexe  zweiten  Grades  ist  kein  Bezug  genommen.  Die  Schrift  wiril  da- 
f  lier  ihren  Leaeikreia  unter  Denjenigen  suchen  müssen,  welche  sich  speciell 
k<iOr  den  Tetraedroid-Complei  interessiien. 


LBeitr&^  zu  giraphUctieii  Aasgleiohnngen.    Inauguraldissertation  von  Cabl 

Genge.     Zürich,  1887. 

Die    Methode    der    kleinsten   Quadrate   stellt   bei    der  Bestimmung   der 

f  IT abrsc heinlichsten  Loge  einea  Punktes,   für  welchen    mehr  als  zwei,    nicht 

durch  denselben  Punkt  gebende  Bestimmungageraden  derselben  Ebene,    als 

sich  widersprechende  geometrische  Oerter  gegeben  sind,  die  Bedingung  auf, 

dass   die  Summe   der  Quadrate   aller  Abstände   des   gesuchten   Punktes  von 

jenen  Geraden    ein  Minimum   sein    müsse.     Bei   ungleichen  Gewichten    sind 

■  den  Abstünden  noch  constante  Factoren  beizufügen.    Die  genannte  Quadrat- 

I  anmme  ist  für  jeden  Punkt  der  Ebene  eine  ganz  bestimmte  Grösse.    Trägt 

'    mau  sie  ala  Ordinate  aenkrccht  zur  Ebene  in  dem  betreffenden  Punkt  auf, 

so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Ordinalen  auf  einer  krummen  Fläche,   und 

das  gewünschte  Minimum  entspricht  einem  FlSchenpunkt,  dessen  Taugen ten- 

ebene  parallel  der  gegebenen  ist.     Für  eine   gegebene  Gerade    erbält  man 

Keinen  parabolischen  Cf linder,  weloher  die  Ebene  längs    dieser  Geraden    be- 

I  rtihrt,   für   zwei    Punkte   ein    elliptisches   Paraboloid,    dessen    Scheitel    der 

^    Schnittpunkt  der  beiden  Geraden   ist,  welche    ihrerseits  Spuren   conjugirter 

Durchm esserebenen  sind.     Bei  drei  und   mehr  Geraden  erhält  man  immer 

noch  eine  aolche  Fläche,    deren  Aie    senkrecht   zur  Ebene   steht,   aber  das 

Minimum  ist  jetzt  nicht  mehr  Kuli,   sondern  die  Entfernung   des  Scheitels 

von  der  Ebene.*     Die  Methode  des  Verfassers  zeigt  nun,  wie  man  ans  den 

Involutionen   conjugirter   Durchmesserebenen    der   Paraboloide   von    (n  —  1) 

Geraden    diese    Involution    des   Paraboloids  von   fi   Geraden   ableiten ,    und 

damit   die   Bestimmung   der    gesuchten    Scheitet  pro jection    durch    allmäliges 

Aufsteigen  bis  zur  gegebenen  Anzahl  erledigen  kann. 

en  ist  das  Paraboloid  durch  sechs  Ordinalen,  da  der  unendlich 
l'ftme  Punkt  mit  seiner  Tangenten  ebene  drei  Constanten  äquivalent  ist. 
ftjene  Ordinalen  können  zweckmässig  gewählt  werden   auf  den  Seiten   eines 

*  Dired  ans  den   Febtergleichnngen  wurde  das   Paraboloid   gefunden  von 
Jordan.    VergL  d.  Zeitsohi.  1871,  S.  lU— IST. 
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Rechtecks ,  von  dem  iwei  Ecken  mit  Sdmit^iaikteii  gegehener  Geraden  za- 
sammenfallen ,  wodurch  sich  noch  Manches  Tareinüiriii. 

Ueber  den  praktischen  Werth  der  Methode  m5gai  die  GeodSten  ent- 
scheiden. Beachtung  verdient  die  interessante  Schrift  aehon  wegen  der 
strengen  Systematik  im  Gange  der  Entwickelnng. 

Hannover.  C.  Rookibxbo. 

Hetse  snm  Anfortigen  zerlegbarer  KrTstallmoddle.   FOr  den  Unterricht  an 
höheren  Lehranstalten  heransgegeben  und  erl&ntert  von  Dr.  W.  Wabgb, 
ordentl.  Lehrer  am  Königstfidtischen  Gymnasium  zu  Berlin.     Neun 
Tafeln  und  Text.     Berlin  1888,  B.  Glrtner*s  Verlagsbuchhandlung. 
Beim  Entwürfe  der  vorliegenden  Netze  war  hanptsSchlich  der  Gesichts- 
punkt massgebend,   ein  Anschauungsmittel  zu  schaffen,   durch  welches  die 
Schiller,  welche   keine  Kenntnisse    der  Stereometrie   und    Projectionslehre 
haben,  während  des  kurzen  mineralogischen  Unterrichts  ein  klares  Bild  von 
den  einfachsten  Gesetzen  der  Krjstallographie  gewinnen  können.    Die  Modelle 
sollen  ans  Pappe  und  zwar  vom  Schiller  selbst  hergestellt  werden.    Das 
einfachste  selbstgefertigte  Modell   kann  gewiss ,  was  den   Nutzen  ftbr   den 
Schiller  anlangt ,   mit  dem  vielleicht  viel  eleganteren  käuflich  erworbenen 
concurriren  und  so  ist  der  zu  Grunde  liegende  Gredanke  ein  guter.     Es  ist 
nur  die  Frage,  ob  sich  Zeit  zu  Derartigem  erübrigen  lässt     Eine  zweck- 
mässige Arbeitstheilung ,   wie  sie  der  Verfasser  vorschlägt,   lässt  wohl   eine 
Bejahung  dieser  Frage  zu,   namentlich   da  die  Netze   in   geeigneter  Grösse 
gezeichnet    vorliegen     und    nur     ein    Uebertragen    mit    Copirnadel     noth- 
wendig  ist. 

Von  den  Gestalten  sind  33  dem  regulären  und  11  dem  hexagonalen 
System  entnommen.  Die  einzelnen  Theile,  aus  welchen  ein  Modell  auf- 
gebaut wird,  lassen  an  letzterem  einerseits  die  verschiedenen  wichtigen 
Schnitte  erkennen ,  andererseits  bringen  sie  Klarheit  über  die  Entwickelung 
einer  Krystallform  aus  einer  andern.  Z.  B.  lässt  sich  die  Combination  von 
Würfel  und  Octaeder,  ein  als  Cubo - Octaeder  bezeichneter  Körper,  durch 
Aufsetzen  von  Pyramiden  sowohl  zur  einen  als  der  andern  Grundgestalt 
ergänzen.  Die  Sammlung  ist  jedenfalls  des  Versuchs  einer  Einführung  werth. 
Uebrigens  will  der  Verfasser  noch  im  nächsten  Schulprogramm  (1889,  Gärt- 
ner's  Verlag)  seine  Ansicht  über  die  Methodik  des  elementaren  krystallo- 
graphischen  Unterrichts  ausführlich  darlegen. 

Hannover.  C.  Rodenbrro. 

Frojectivische  Maassstäbe.  Ein  Hilfsmittel  zum  Studium  der  synthetischen 
Geometrie  von  Dr.  Felix  Buka,  Oberlehrer  am  städtischen  Real- 
progymnasium zu  Charlottenburg  und  Privatdocent  an  der  königl. 
technischen  Hochschule  zu  Berlin.  Berlin,  Winkelmann  &  Söhne. 
1888. 
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Die  Theilung  der  beiden  auf  Carton  angeführten  projectivischen  Maasa- 
stübe  bestellt  aus  Punkteu  zweier  projectiviscber  Punktreihen.  Die  Punkte 
sind  BO  gewählt,  dasa  zu  jedem  Paar  auch  die  beiden  ihm  zugeordneten 
entsprechend  gleichen  Strecken  abgelesen  werden  können.  Durch  Veräcbiehon 
der  Maassstübe  an  einander  kann  man  folglich  nach  und  nach  alle  diese 
Streckenpaare  zur  Decknng  bringen.  Es  ist  gewiss  gut  und  lehrreich  für 
den  AnfilDger,  wenn  ihm  dieser  Vorgang  einmal  vor  Äugen  geführt  wird. 
Ebenso  nützlich  ist  es,  zu  sehen,  wie  bei  Coincidenz  zweier  entsprechender 
Punkte,  aber  nicht  vereinigten  TrSgern,  die  Verbindungalinien  beliebiget 
entsprechender  Punkte  genau  durch  einen  Punkt  gehen.  Allgemeine  Lagen 
der  Maassstäbe  führen  unmittelbar  zu  einer  Tangentcnsebaar  eines  Kegel- 
Bchnitts,  die  Parabel  natürlich  aufgenommen.  Vereinigt  man  im  Schnittpunkt 
der  Träger  zwei  Theilpunkte ,  so  kann  man  unmittelbar  zwei  conjugirte 
Durchmesser  angeben.  Sind  jene  Punkte  iashesondere  Endpunkte  entsprechend 
gleicher  Strecken,  so  erhält  man  die  Aien.  Auf  diese  und  andere  Benutznuge- 
arten  wird  im  begleitenden  Teitu  hingewiesen,  unter  hliufiger  Bezugnahme 
auf  SteinBr-Schröter's  „Kegelschnitte". 

Als  Anschauungsmittel,  aber  nur  als  solches  ist  das  Gebotene 
recht  empfehlenäwerth.  Kegelschnitte  aus  beliebig  gegebenen  Elementen 
kann    man   nicht  mit  den    Maassstäben    conslruiren.     Ich    finde,    dasu   alle 

Eegelsohuitte  der  Gleichungsform  -g  +  vj  ^  1  erhalten  werden  kCnnen ,  für 
welche  26  <  Abstand  der  Potenzpunkte  der  beiden  Heihen  ist. 

Hannover.  C.  Rodbnbkrq. 

TTebun^Btoff  fUr    den    praktiiohen  Unterricht   in    der  Frojeotionilehre 

(Parallel -Perspective,    Central  -  Perspective   und    Schattenlehre),    von 
Dr.  Guido  Hauck,   geh.  Regie rungsrath  und  Professor  an  der  Tech- 
nischen   üochschule    la    Berlin.      Zwei    Hefte.      Berlin    1888,    Jul. 
Springer. 
Für  das  plan i metrische  „gobundene  Zeichnen"  ist  längst  durch  Entlehnung 
von  Kunstformen  des  architektonischen  und  textilen  Flächen  Ornament  es  ein 
reichhaltiger  üebungsstoff  geschaffen  worden ,   der  neben  den   abstract  geo- 
metrischen CoDütructions aufgaben  verwerthet  wird  und  durch  die  ihm  inne- 
wohnende Kraft  auf  die  Ausbildung  des  Formensinnes  des  Schülers  von  wohl- 
thätiger  Wirkung  ist,  Mit  den  vorliegenden  Heften  hat  der  Verfasser  begonnen, 
bezüglich  der  körperlichen  Gebilde  etwas  Aehnliches  zu  schaffen.  Die  gebotenen 
Beispiele  sind  dadurch  gewonnen,  dass  architektonische  Motive  unter  Wahrung 
ihres  orsprUnglich  ästhetischen  Gehaltes  auf  ihren    stereo metrischen  Grund- 
gedanken zurückgeführt  wurden.    Die  dargestellten  Gegenstände  sind  Kreuze, 
Denksteine,     gegliederte    Obelisken,    Altar,    FachwerkhSu sehen ,    gotbische 
TbÜriB«,   Gesimse  im  Style  der  Benaissauce  u.  dergl.     Die  Gliederungen 
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sind  durchweg  so  ein&ch  wie  mOglich  gehalten ,  meist  geimdliiiig;  Corven 
(Kreisbogen)  kommen  nur  da  zur  Verwendiing,  wo  es  aas  Isthetiaehen 
OrQnden  nnerlässlich  erscheint.  Die  Formen  sind  sehr  geschickt  gewShtt. 
Das  Aufiareten  vieler  einspringender  Winkel  macht  es  dem  Anflünger  nicht 
leicht,  aus  dem  gegebenen  Grand-  and  Aufrisse  die  riamliche  Gestalt  heraus- 
zulesen ,  and  diese  Schwierigkeit  fordert  zur  selbstlndigen  Ableitung  weiterar 
Ansichten  durch  Anwendung  der  verschiedenen  Transformationen,  beziehungs- 
weise zur  Herstellung  der  Perspective  oder  Angabe  der  Beleuchtung  auf. 
Das  häufige  Auftreten  von  Wiederkehren  veranlasst  zu  ein^r  steten  Benutzung 
des  wichtigen  Diagonal -(Gehrungs-)  Fluchtpunktes  in  der  Perspective. 

Der  Berichterstatter  benutzt  die  Hefte  in  den  üebungsstunden ;  die 
Gegenstände  werden  gern  gezeichnet  und  der  Preis  von  1  Mark  filr  das 
Heft  (eines  genflgt)  ist  ein  so  niedriger,  dass  von  jedem  Studirenden  die 
Anschaffung  erwartet  werden  darf.  Dann  kann  man  während  des  Vortiags 
an  einem  einfachen  Beispiele  die  Verwendung  zeigen  und  sich  umsomehr 
das  Anzeichnen  verwickelter  Figuren  ersparen,  als  überall,  wo  es  wflnschens- 
werth,  die  Construction  auf  dem  Blatte  selbst  kurz  angegeben  ist. 

Die  Benutzung  des  gebotenen  Stoffes  kann  allen  Lehrern  der  darstellenden 
Geometrie  wärmstens  empfohlen  werden. 

Hannover.  C.  Rodbhbbso. 


Lehrbuch  der  Differential -Gleichungen  von  Dr.  Andrew  Russell  Forsyth, 
Professor  am  Trinity  College  zu  Cambridge.  Mit  einem  Anhange: 
Die  Resultate  der  im  Lehrbuche  angeführten  Uebungsaufgaben  ent- 
haltend, herausgegeben  von  H.  Maser.  Autorisirte  üebersetzung. 
742  S.  Braunschweig,  Druck  und  Verlag  von  Friedr.  Vieweg  &  Sohn. 
1889.     Preis:  14  M. 

Bei  dem  Mangel  an  ausführlicheren  deutschen  Lehrbüchern  über  die 
Integration  der  Dififerentialgleichungen  ist  es  mit  Freuden  zu  begrüssen, 
dass  Herr  H.  Maser  eine  gelungene  Üebersetzung  des  vortrefflichen 
Buches  von  Forsyth  geliefert  hat. 

Das  Werk  zerfällt  in  zehn  Capitel  und  behandelt  auf  circa  46  Druck- 
bogen in  elementarer  Weise  die  Theorie  der  Differentialgleichungen,  wo- 
bei das  Integrationsproblem  betont  ist,  während  eigentliche  functionen- 
tbeoretische  Untersuchungen  ausgeschlossen  sind. 

In  leicht  fasslicher  Weise  führt  der  Verfasser  den  Studirenden  in  die 
Vorbegriffe  ein  und  erledigt  sodann  im  zweiten  Capitel  die  einfachsten 
Integrationsmethoden  der  Gleichungen  erster  Ordnung.  — 
Hervorgehoben  sei  die  Behandlung  der  singulären  Lösung  mit  geometrischen 
Anwendungen.  —  Man  wird  in  diesem  Capitel  eine  kurze  Theorie  des  inte- 
grirenden  Factors  erwarten.  Indessen  bemerkt  der  Herr  Herausgeber  im 
Vorwort,    „dass   die   theoretisch    allerdings    sehr  wichtige,    praktisch   aber 
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immerhin  nur  fragticben  Wertb  besitzende  Methode  des  integrirendea  Factors 
ganz  übergangen  iat". 

Wir  möchten  dem  nicht  beistinuneo.  Der  Begriff  des  integrirenden 
Factors  ist  nun  einmal  ein  so  fundamentaler,  dass  er  in  einem  umfassenden 
und  sei hstSnd igen  Lehrbach  nicht  feblen  darf.  Und  wenn  man  auch  jenen 
Factor  bei  dem  eigentlichen  Integrationsproblem  zur  Koth  entbehren  kann, 
so  bleibt  er  doch  —  selbst  vom  praktischen  Standpunkt  aus  —  ausserordent- 
lich wichtig  durch  seine  specißsche  Bedeutung  in  der  Geometrie  und 
Mechanik.  —  Üebrigens  ist  an  manchen  Stellen  des  Lehrbuches,  z.B.  S.  20 
ond  99  7om  integrirenden  Factor  Gebrauch  gemacht  worden. 

Im  dritten  Capitel  findet  man  die  allgemeine  lineare  Differential- 
gleicbnng  mit  constanten  Coefficienten.  Hier  tritt  nns  Forayth 
'ftls  englischer  Originalmathematiker  entgegen:  Er  benutzt  daselbst  das  Sym- 

(i  d' 

bol  jD  für  ^1  D'  für  — ^  n.  e.  w.     Dieses   Symbol    gehorcht    bekanntlich 

den  Grundregeln  der  Algebra  und  darf  auch  mit  negativem  Indei  —  als 
Integral  —  eingeführt  werden ,  so  das9  durch  selbiges  die  erheblichsten  und 
elegantesten  Vereinfachungen  gegeben  sind. 

Merkwürdiger  Weise  hat  diese  Bezeichnungsart  in  den  deutschen  Lehr- 
büchern bisher  fast  gar  keine  Berücksichtigung  gefunden,  obscbon  dieser 
CalcUl  durch  Cayley,  Boole,  Harley  u.  Ä.  seit  längerer  Zeit  streng 
nnd  sorgfältig  aasgebildet  ist 

Im  vierten  Capitel  sind  vermischte  Methoden  aafgeführt.  Zunfichst 
werden  behandelt  die  Gleichungen,  in  denen  (/<">  eine  Function  von  x,  oder 
jr,  oder  y'""'',  oder  y'"  — 'i  ist,  überhaupt  Gleichungen,  fUr  welche  die 
Ordnung  erniedrigt  werden  kann.    Dann  findet  man  die  eiacten  Gleichungen. 

Weiterhin  kommt  Verfasser  gelegentlich  der  Beduction  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  die  Normalform  auf  die  In- 
variante der  Coefficienten  und  auf  die  Schwarz'gche  Abgeleitete 
EU  sprechen,  dann  auf  die  Aeqnivalenz  zweier  Gleichungen.  Den  Schluss 
dieses  Capitels  bilden  die  bekannten  allgemeinen  Sstze  Über  lineare  DifTe- 
rentialgleicbungen  (Variation  der  Constanten)  und  geometrische  Anwendungen 
ITrajectorien), 

Das  fünfte  Capitel  bringt  die  Integration  durch  Beiben.  Zuerst 
wird  die  Differentialgleichung  der  bypergeometrtschen  Fnnctionen 
Iberer  Ordnung,  symbolisch; 

in  Betracht  gezogen.  Dann  aber  werden  die  in  der  Physik  so  wichtigen 
Gleichungen  von  Legendre  und  Besael  durch  Reihen  integrJrt,  ihr  Zu- 
eammenbang  erörtert,  die  Kugelfunctionen  P„  und  Q„  eingeführt,  in- 
gleichen  die  BeBsel'eche  Function  J«  und  endlich  gewisse  von  der 
Diffeiantialgleichung  abhängige  tügenschaften   dieser  Functionen  entwickelt. 
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metrische  Betrachtungen  von  seihst  darhietende  DnalitStsprincip  findet 
Berücksichtigung. 

Fflr  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 

F{x,  y,  g,p,  g)  =  0 
wird  die  Methode  von  Lagrange  und  Charpit  vorgeschlagen  und  ihr 
Erfolg  an  den  Hauptformen  gezeigt.  —  Die  allgemeinste  Differentialgleiehniig 
mit  beliehig  vielen   unabhängigen  Veränderlichen  wird  nach  der  Methode 
Jacobi's,  wie  sie  sich  in  dessen  Dynamik  vorfindet,  integrirt. 

Den  Schluss  des  neunten  Capitels  bildet  die  Bonr*sche  Methode  fftr 
simultane  paiüelle  Differentialgleichungen. 

Nun  die  partiellen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 
Nach  Feststellung  derBegriffe^yVollständiges  Integral^  und  „Zwischen- 
integral^  werden  die  einfachsten  Fälle  der  linearen  Gleichung 

Br  +  Ss  +  Tt^y 
integrirt.     Hierauf  wird  auf  eben  dieselbe   Gleichung  die  Methode  von 
Monge  angewendet,  wobei  die  allgemeinere 

Br  +  88  +  Tt+  U(rt-$^  =  V 
von  selbst  in  den  Kreis  der  Betrachtung  hineingezogen  wird.     Aus   dieser 
Gleichung    wird    schliesslich   mitfels    des   Dualitätsprincipes   die    ent- 
sprechende abgeleitet 

Jetzt  folgen  die  Methoden  von  Laplace  ftlr  lineare  und  von 
Poisson  für  homogene  Gleichungen.  Die  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  Constanten  Coefficienten  werden  mittelst  sym- 
bolischer Methoden  integrirt.  Die  Analogie  dieser  Differentialgleichungen 
mit  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  tritt  deutlich  hervor;  der 
ganze  Calcul  ist  höchst  elegant. 

Unter  den  vermischten  Methoden,  die  Capitel  X  abschliessen ,  sei 
die  Integration  der  Gleichung 

du __    ^d^u 

erwähnt.  Diese  in  der  Theorie  der  Wärmeleitung  auftretende  Gleichung 
wird  zunächst  durch  Reihen,  dann  durch  bestimmte  Integrale  (nach  Rie- 
mann  und  Laplace)  gelöst. 

Durch  Reihen  wird  femer  die  wichtige  Gleichung 

integrirt.  Endlich  wird  an  dieser  Stelle  noch  die  Ampöre'sche  Anf- 
lösungsmethode  der  Gleichung 

Er  +  Ss  +  Tt+  U{rt  -  5«)  =  F 
mitgetheilt. 

Nun  auch  ein  Wort  über  die  Aufgaben  des  Forsyth 'sehen  Buches. 

Man     findet    über    achthundert    üebungsbeispiele    den    verschiedenen 

Capiteln   einverleibt;  viele   derselben    sind   den  Originalabhandlungen 
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Daselbst  wird  zunächst  jene  Differentialgleichung  integrirt,  welche  das 
Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  darstellt;  dann 
wird  nach  einem  andern  Verfahren  der  allgemeine  Fall  eines  Systems 
von  n  —  1  Gleichungen  (AbeTsche  Transcendente)  zwischen  n  Veränderlichen 
behandelt. 

Nach  diesem  kommen  die  totalen  Differentialgleichungen  mit 
mehr  als  zwei  Veränderlichen,  für  welche  die  Bedingung  der  Inte, 
grabilität  aufgestellt  und  die  Integration  geleistet  wird.  Die  geometrische 
Interpretation  fehlt  nicht. 

Endlich  wird  die  Methode  ausgedehnt  auf  Gleichungen  mit  n  Ver- 
änderlichen. 

Der  zweite  Theil  dieses  Capitels  ist  den  simultanen  Differential- 
gleichungen gewidmet. 

Behandelt  werden: 

1.  Die  linearen  Gleichungen  mit  constanten  Goefficienten 
in  der  symbolischen  Form 

derselbe  Fall  für  drei  abhängige  Veränderliche.     Hierbei  ist  Bücksicht  ge- 
nommen auf  die  Reellität  resp.  Gleichheit  der  Wurzeln  der  Charakteristik. 

2.  Simultane  Gleichungen  mit  veränderlichen  Goefficienten. 
—  Nachdem  gezeigt  ist,  dass  es  genügt,  ein  System  von  n  Gleichungen 
der  ersten  Ordnung  zu  betrachten,  wird  dieses  auf  eine  einzige  Gleichung 
n**'  Ordnung  zurückgeführt. 

Die  Sonderfälle,  in  denen  sich  Vereinfachungen  ergeben,  sind  durch 
passende  Beispiele  gekennzeichnet. 

3.  Das  der  Dynamik  entnommene  Gleichungssystem,  welches 
die  Bewegung  eines  Punktes  bestimmt,  den  ein  Eräftecentrum  nach  dem 
Gravitationsgesetze  anzieht 

Wir  kommen  nun  zu  den  beiden  Schlusscapiteln  IX  und  X  des  Buches, 
in  welchen  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
dann  diejenigen  der  zweiten  und  höheren  Ordnung  abgehandelt  werden. 

Hier  überrascht  die  Vollständigkeit  des  Dargebotenen,  und  eine  sach- 
gemässe  Gliederung  erleichtert  das  Eindringen  in  die  Methoden  ungemein. 

Nach  den  nöthigen  allgemeinen  Erörterungen  und  der  Classi- 
fication der  Integrale,  wobei  auf  die  geometrische  Deutung  stete 
Bücksicht  genommen  ist,  wird  die  Integration  von  Lagrange 's  linearer 
Differentialgleichung  vorgeführt  und  das  Verfahren  auf  Gleichungen 
mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  ausgedehnt. 

Dann  kommen  die  sogenannten  Haupt  formen,  gewisse  leicht  inte- 
grirbare  Gleichungen,  die  sich  durch  ihre  geometrische  Bedeutung 
auszeichnen,  wie  die  Differentialgleichung  der  abwickelbaren  Flächen,  der 
Cylinderflächen ,   die  Clairaut'sche  Form  n.  s.  f.      Das  sich  durch  geo- 
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theilnog  festzuhaltenden  Ergebnisse  zusammengestellt,  die  neuanftretenden 
Schwierigkeiten  markirt  und  die  bequemsten  Wege  zu  ihrer  üeberwindnng 
gezeigt,  Addition  und  Subtraction  sind  anfangs  wegen  ihres  engen  An- 
schlusses ans  Aufwärts  -  und  Abw&rtszählen  mit  Recht  bevorzugt.  Nur  lifttten 
wir  gewünscht,  dass  der  Satz  (S.  25):  |,Die  Grundlage  alles  Bechnens  ist 
das  Zählen **  an  die  Spitze  gestellt  und  dass  die  Reihenübungen  (8.27)  als 
sprungweises  Zählen  aufgefasst  und  auf  sie  ebenso  grosses  Gewicht  gel^ 
worden  wäre,  als  auf  das  |, Vollmachen  des  Zehners".  Da  alles  Rechnen 
ein  Schreiten  von  Zahl  zu  Zahl  (in  verschieden  grossen  Schritten)  ist,  so 
müssen  die  verschiedenen  Schritte  geübt  werden,  und  wir  halten  es  nach 
dem  Grundsatze  vom  Leichten  zum  Schweren  {Hr  zweckmässig,  wenn  nach 
dem  Einerschriti  (dem  Zählen)  der  Zweierschritt  (d.  i.  das  Zählen  in  geraden 
und  in  ungeraden  Zahlen),  dann  der  Dreierschnitt  etc.  in  entsprechend 
grossen  Zahlgebieten  geübt  wird.  Die  Beihenübungen  und  die  dekadischen 
Ergänzungen  bilden  eine  sichere  Grundlage  für  alle  Species. 

In  der  zweiten  Abhandlung:  „üeber  Rechenunterricht  und 
Rechenbücher*  giebt  der  Verfasser  einen  geschichtlichen  üeberblick  über 
seine  schriftstellerische  Thätigkeit  auf  dem  Gebiete  des  Rechnens.  Ent- 
stehung, Bestimmung  und  Einrichtung  seiner  Rechenbücher,  sowie  die  Ver- 
änderungen derselben  bei  Neuauflagen  sind  kurz  angegeben.  Auch  werth- 
volle  Winke  fCir  den  Unterricht  findet  man  hier  und  da.  Die  weite  Ver- 
breitung der  Rechenbücher  von  Harms  resp.  Harms-Kallius  beruht  nicht 
zum  geringsten  Theile  auf  ihrem  inneren  Werthe. 

Leipzig -Reudnitz.  Dr.  Unger. 

Der  Brocard*Bche  Winkel  des  Dreiecks.  Eine  geschichtliche  Studie  von 
Dr.  A.  Emmerich.  Beilage  zum  36.  Jahresberichte  des  Realgymnasiums 
zu  Mühlheim  a.  d.  Ruhr.     (1889.     Progr.  Nr.  455.)     24  S. 

Ist  ABC  ein  gegebenes  Dreieck ,  so  giebt  es  in  dessen  Innerem  zwei  Punkte 
Sl ,  Sl\  welche  folgende  Winkelbeziehungen  eintreten  lassen : 

LSIÄB=^SIBC=SICA  und  LSl'ÄC=^  Sl' CB  =:  ^' BA. 

In  beiden  Fällen  ist  der  dreimal  auftretende  Winkel  derselbe.  Er  wird 
durch  den  Buchstaben  co  bezeichnet  und  heisst  seit  1883  der  Brocard'sche 
Winkel,  nachdem  seit  1881  die  Punkte  .ß,  Sl'  den  Namen  der  Brocard- 
schen  Punkte  erhalten  haben.  Diese  Punkte  und  dieser  Winkel  sind  aller- 
dings nicht  erst  durch  H.  Brocard  den  Mathematikern  gekennzeichnet 
worden.  Grelle  hat  sie  1816  entdeckt.  C.  F.  A.  Jacobi  (von  Pforta)  hat 
ihnen  1825  ein  gehaltvolles  Schulprogramm  gewidmet.  Andere,  vorwiegend 
deutsche  Schriftsteller  folgten  bis  1855.  Dann  aber  traten  die  Punkte 
wieder  in  Vergessenheit.  H.  Brocard  hat  sie  1875  neu  entdeckt,  und  an 
seine  Veröffentlichung  reihten  sich  so  viele  andere  an,  immer  neue  und 
neue  Eigenschaften  des  Dreiecks  enthüllend,  dass  man  berechtigt  ist,  von 


»i 


Becensionen.  35 

einer  seit  jener  Zeit  entstandenen  neusten  Geometrie  Jes  Dreiecks  za  redea, 
und  dass  man  die  Ehre ,  einigen  ihrer  Gebilde  den  Namen  gegeben'  la  baben, 
fQglicb  DemjeuigeD  gönnen  darf,  der  sie  tbatäSchlich  erst  zum  Allgemein- 
gut der  Geometer  machte.  Mit  den  Brocard'schen  Gebilden  in  nahem 
Zusammenhang  stehen  weitere  Punkte.  Gerade,  Kreise,  denen  die  neuere 
Literatur  die  Namen  der  Herren  Grebe,  Lemoine  u.  s.  w.  beigelegt  hat. 
i  Herr  Emmerich  hat  eich  die  dankbare  Aufgabe  gestellt,  eine  Geschichte 
I  dieser  neuen  Forschungen  zu  schreiben.  Er  beginnt  mit  der  Geschichte  des 
.rd'schen  Winkels  und  verspricht  die  Gescbichte  jener  anderen  hier  nur 
beiläufig  erwühnten  Gebilde  folgen  zu  lassen.  Wir  hoffen  sehr,  er  werde 
Bein  Versprechen    ISsen,    zudem,    da    er   selbst   als   Scbriftstelter    auf   dem 

IBngedeuteten    Gebiete    wiederholt    aufgetreten    ist    nnd  es    Tollständig    be- 
herrscht, 
Ai 
do 
? 


Cantor. 


f 


Anf^be  und  Anscb&nnng  besonders  in  der  Stereometrie,  vom  Oberlehrer 
Professor  Dr.  R.  Schwerins,  Beilage  zum  Jahresbericht  des  kCnigl, 
Gymnasiums  zu  Coesfeld.  1888—1889.  (1889.  Progr.  Nr.  335.) 
Coesfeld.     11  S. 

)r  Inhalt  dieser  Program mabbandlnng  macht  sie  zu  einer  solohen  in 
doppelter  Bedeutung.  Sie  ist  nicht  bloe  einem  Jahresberichte  beigegeben, 
Ine  entbält  das  Programm  ihres  Verfassers  über  manche  Fragen  des  mathe- 
latischen  Mittelscbulunterrichts.  Referent  war  wiederholt  in  der  Lage,  sich 
entschuldigen  zu  sollen,  wenn  er  glaubte,  in  derartige  Dinge,  fUr  die  er 
keinerlei  Erfahrung  mitbringt,  als  solche,  die  er  sehr  mittelbar  sich  erwarb, 
hineinreden  zu  dUrfen,  Auch  heute  können  wir  nur  unter  dem  gleichen 
Vorbehalte,  unter  diesem  aber  vollständig  unsere  MeinungsUbereiustimmung 
mit  Herrn  Scbwering  aussprechen.  Mancherlei  Worte  haben  wir  in  seiner 
Abhandlung  gelesen,  die  wir  vollgiltig  unterschreiben.  Das  Hauptgewicht 
legt  er  auf  die  Untersuchung,  wie  wohl  der  jetzt  fast  widerspruchslos  an- 
genommene Satz,  dass  die  Aufgabe  es  sei,  in  welcher  der  mathematische 
nnterricbt  gipfeln  müsse,  in  der  St«reometrie  zur  Anwendung  zu  kommen 
babe.  Er  will  die  Aufgabe  so  gefasst  wissen,  dass  die  zu  Auflösungen 
nothwendigen  Zeichnungen  stets  in  der  Kbene  vollzogen  werden,  wie  sie 
ja  auch  nur  in  der  Ebene  vollzogen  werden  können.  Einige  Beispiele  er- 
örtern seine  Meinung  nSher,  z.  B.  die  Aufgabe,  die  Höbe  des  Tetraeders  zu 
finden ,  dessen  sechs  Kanten  gegeben  sind.  Er  will  daneben  die  Rechnungs- 
aufgabe auch  nicht  missen,  welche  dazu  fahre,  dass  der  Schüler  den  Stoff 
sich  vollends  aneigne,  der  ihm  vorher  immer  noch  mehr  oder  weniger  fremd 
gegenüberstehe.  Diese  beiden  Punkte  dürften  die  wichtigsten  sein,  welche 
Herr  Schwering  in  der  gewandten,  oft  etwas  humoristisch  gefärbten 
Sprache  behandelt,  welche  unsere  Leser  an  ihm  kennen.  Cautob 
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Heber  die  Karren,  deren  Bogen  einer  Potens  der  Abseisse  proportioBil 
ist,  von  Dr.  Richard  Müller.  Besonderer  Abdruck  ans  dem  Pro- 
gramm des  KOnigl.  Bealgymnasiums  zu  Berlin.    Ostern  1889.    16  S* 

Ueber  die  Bectification  gewisser  gegebener  Gurren  habeta  in  den  lettten 
Jahren  namentlich  die  Herren  Humbert  und  de  Longchamps  in  den 
Comptes  Bendus  der  Pariser  Akademie  sehr  lesenswerthe  üntersnchnngea 
veröffentlicht.  Herr  Müller  geht  von  der  entgegengesetzten  Aufgabe  aus. 
Er  bestimmt  die  Curve,  für  welche 

5  =  arc^  mithin (^y=(fia)«.a?''-«-l. 

Aus  s  =  axf*  folgt,  dass  nur  von  solchen  Curven  die  Bede  sein  soll, 
deren  Bogenlänge  auf  der  Ordinate  des  Anferngspunktes  beginnt,  wo  gleich* 
zeitig  x  =  0  und  s  =  0.  Daraus  folgt  weiter,  dass  x=^0  ein  endliches 
y  liefern  muss,  und  daraus  wieder,  dass  0<fi<l  sein  muss.  ZnnSchsi 
allerdings  verlangt  die  obige  Differentialgleichung  nur  {fia)*.x^f*^^  —  1^0 
auch  bei  d;  =  0,  welches  2 fi  ^2^0  zur  Folge  hat,  oder  fi <  1  •  Wird  nun 
das  Integral  x^ 

y  =  +  /V(f*a)»a!2A*-i_l  dx 

0 
gebildet,  wo  x^  derjenige  äusserste  Werth  von  x  ist,  bei  welchem  die  Wnrzel- 

grCsse  aufhört,  reell  zu   sein,  und  entwickelt  man   die  Wurzelgrösse   zum 

Zwecke  der  Integration  noch  Potenzen  von  «*"'*,   so  wird   unter  Annahme 

von  immer  positiven  Quadratwurzeln 

1         1        x'^-f^  . 

y  =  const  +  ö^'*  —  ö  •  ö r  •  •  •  > 

/i    ^ —  fi      jLia 

also  y  endlichen  Werthes   auch  bei  x  =  0,   nur   wenn  2^ft>0,   wo    die 
obere  Grenze  vermöge  der  früheren  Betrachtungen  auf  1  heruntergeht. 

Nachdem  so  für  jn  und  für  x  Grenzen  gewonnen  sind ,  innerhalb  deren 
eine  wirkliche  Curve  von  der  Gleichung  s=^azf^  vorhanden  ist,  geht  der 
Verfasser  zu  seiner  Hauptaufgabe  über,  der  Umwandlung  der  Gleichung  in 
eine  solche  von  geschlossener  Form  zwischen  x  und  y^  und  er  findet,  dass 
die  dabei  erforderliche  Integration  am  leichtesten  von  Statten  geht,  wenn 
man  eine  neue  Veränderliche  u  einführt,  durch  welche  x  wie  y  ausgedrückt 
wird.  Allerdings  genügt  hier  nicht  eine  algebraische  Beziehung  zu  diesem 
neuen  Parameter.  Trigonometrische  und  elliptische  Functionen  sind  es,  die 
in  Gebrauch   treten,  wie  an   mehreren  Beispielen   zur  Darstellung  gelangt. 

Cantob, 

£uler8*8  Methode  der  Farameterdarstellung  algebraischer  Kurven,  von 
Hermann  Hahn,  ordentl.  Lehrer  an  der  Margarethenschule.  Wissen- 
schaftliche Beilage  zum  dritten  Jahreäbericht  über  die  Margarethen- 
schule in  Berlin.     Ostern  1889.     32  S. 
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Die  Aufgabe,  eine  Uesultirende  aus  einer  Anzahl  von  Gleichongea  za 
finden,  ia  welcher  gewiaae  Grössen  nicht  mehr  vorkommen,  besitzt  ein 
Gegenstück  in  der  Änfgale,  gegebene  Gleichungen  zwischen  mehrereu 
GrÖHsen  als  Resultirende  aus  einem  Systeme  von  mehr  Gleicbiiugen  mit 
noch  mehr  GrCssen  aufzufassen.  So  behandelt  die  Lehre  von  den  Kaum- 
curveu,  so  diejenige  von  den  Oberfiltchen  den  Gegenstand  ihrer  Untersuchungen. 
So  ist  das  bekannte  JoacbimsthaTsche  Verfahren  zur  Auffindung  der  Be- 
rührung» 11  nien  an  eine  ebene  Curve  mittels  der  Substitution  — 7— '  ^ — —  ='  £ 
aiirzorassen.  Im  engsten  geistigen  Zusammenhang  damit  steht  auch  die 
ParameterdarBtellung  algebraischer  Cnrven,  wobei  man  F(x,y)  =  0  ersetzt 
durch  a:=:(p, (e)  nnd  j/^tp^le),  wobei  F  das  Symbol  einer  algebraischen 
Fnnctionalität  ist.  Die  analytische  Behandlung  der  ünicarsalcurven  hSngt 
damit  ebenso  zusammen ,  wie  die  der  Curven  vom  Geschlecht  1.  Herr 
Hahn  ist  dem  Ursprünge  dieser  Betrachtungsweise  nachgegangen  nnd  hat 
ihn  bis  zu  Euler's  Einleitung  in  die  Analysis  des  unendlichen,  Bd.  I, 
Capitel  3  §  52  flgg.  (deutsch  von  Maser,  S.  41  Bgg.),  verfolgt,  Euler's 
Methode  at/"+ bxl*  +  ctfre' =  0  in  zwei  Gleichungen  für  y  und  «  in  a; 
ausgedrückt  umzuwandeln  besteht  darin,  dass  zanOcbet  j/  =  x"'e'  gesetzt 
und  dann  in  nx»"«""  + &«/*+ci''-'^i'"  + '-0 

der  Exponent  n  der  Art  bestimmt  wird,  dass  e  aus  dieser  Gleichung  in  x 
gefunden  werden  kann;  y  ist  alsdann  gleichfalls  sofort  in  x  gegeben. 

Kramer  hat  in  seiner  „Introduction  ä  l'analyse  des  lignes  courbes 
algfebriques'  die  Frage  in  einer  unseren  neuesten  Anachaunngen  nicht  un- 
ähnlichen Gestalt  behandelt,  und  Baltzer  hat  vor  wenigen  Jahren  in  seiner 
ungemein  reichhaltigen  Analytischen  Geometrie  (Leipzig  1882)  sich  neuer- 
dings damit  beschäftigt.  Das  waren  die  Vorarbeiten,  auf  welche  Herr 
Uahn  sich  stützt.  Er  hat  die  Farameterdarstellung  für  eine  nicht  nn- 
betrfichtliobe  Anzahl  von  Curven  gegeben,  insbesondere  für  die  KegeUobuitte, 

^HÜiAh  fUr  einige  Curven  dritten  Grades,   z.  B.  für  die  logocyklische  Carve 

^L  («*  +  y*)(2a  —  x]  =  a*x, 

^^nlcha  den  Parametergleichungen 

H  2a  a(l-E>>) 

entspricht.     Manche  von   den  Beispielen  dürften   zur  Einübung  der  Eigen- 
schaften algebraischer  Curven  passende  Verwendung  finden.  Cäntob. 

Di«  Elemente  der  an&lytlHOhen  Geometrie  dei  Ebene.     Zum  Gehrauch  an 

höheren  LehransUlteo,  sowie  zum  Selbststudium  dargestellt  und  mit 

zahlreichen  Uebungsbeispielen  versehen  von  Dr.  H.  Gahtbb,  Professor 

1   der   Kantonschule    zu  Aarau,    und    Dr.  F.  ßoDio,    Professor   am 
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Beiträge  zur  Gtosohiolite  der  Mathematik  im  Mittelalter. 

Von 

Dr.  J.  L.  Heibero 

in  Kop«nh«g6n. 


Hierzu  Taf.  E. 


I. 

Liber  Archimenidis  de  comparatione  flgnraroni  oirenlarlam  ad  reotilineas. 

I.  Omnis  circulus  orthogonio  triangnlo  est  equalis,  cnius  unum 
dnorum  laterum  rectum  continentium  angulum  medietati  diametri  circuli 
equatur  et  alterum  ipsorum  linee  circulum  continenti. 

(Fig.  1.)     sit  itaque  circulus  ahgd  triangulo  e  equalis,   secundum    5 
quod  ante  narrauimus  in  propositione.     dico  itaque,  quod  eins  mensura 
ipsius  mensure  equatur. 

quod  si  non  ita  fuerit,  tunc  circulus  aut  maior  aut  minor  eo  erit. 
sit  itaque  primo  maior.  faciam  autem  in  circulo  quadratum  ahgd,  secabo 
autem  arcum  ah  in  duo  media  super  punctum  fei  arcus  ei  similes  simi-  10 
liter,  et  copulabo  af  et  fh  et  ei  similes.  iam  ergo  separatum  est  etiam 
ex  residuis  portionibus  circuli  ahgd  plus  medietate  ipsarum  et  est  afh 
et  sibi  similes.  cum  ergo  fecerimus  ita  secundum  illnd,  quod  sequitur, 
remanebunt  portiones,  que  erunt  minores  quantitate  eins,  quod  circulus 
addit  super  triangulum,  et  etiam  figura  tunc  rectilinea  polligonia,  quam  15 
continet  circulus,  erit  maior  triangulo.  sit  itaque  figura  illa  a/'ft  et  eins 
similes. 

ponam  autem  centrum  circuli  n  et  producam  perpendicularem  ns; 
linea  igitur  ns  est  minor  uno  duornm  laterum  trianguli  continentium 
rectum  angulum.  et  linea  circumdans  poligonium  est  minor  reliquo  20 
latere  ipsorum ,  quoniam  ipsa  etiam  est  minor  circumferentia  circulL  quod 
autem  fit  ex  multiplicatione  unius  duorum  laterum  trianguli  continentium 
rectum  angulum  in  alterum  et  est  dnplum  trianguli,  est  plus  aggregato 


11)  ei]  Bcr.  eis. 
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ex  fi  5  linea  in  lineam  circumdantem  poligoniom  et  est  daplam  poligoniL 
cum  igitar  illad  ita  sit,  tuoc  triangulus  est  maior  poligonio.  sed  iim 
fuerat  minor;  et  hoc  quidetn  est  contrarium  et  impossibile. 

(Fig.  2.)  sit  etiam  circulus  minor  triangulo  e,  si  fuerit  illud  possibile;  de- 

6  scribam  autem  snper  circalum  ipsnm  qnadratnm  continentem  ipBom  süqne 
quadratns  qc  et  iam  qnidem  separatum  est  ex  quadrato  qe  ploB  nie- 
dietate  eins  et  est  circnlus.  dinidam  autem  arcnm  da  in  dao  media  M 
arcus  sibi  similes  in  duo  media,  linee  ergo,  qne  transeunt  per  pnnda 
sectionnm ,  contingnnt  circulam.    tnnc  linea  gt  iam  diuisa  est  in  dao  media 

10  super  /,  et  linea  cf  est  perpendicularis  super  ßt  ti  similiter  linee  ei  aimiles. 
et  quoniam  linee  ßc  et  ci  sunt  maius  ßt^  et  est  earum  medietas  maior 
medietate  ipsius,  tunc  linea  et  est  maior  if^  que  est  eqaalis  ih.  ergo 
triangulus  fct  est  maior  medietate  figure  fch'^  et  multo  plas  illo  erit 
maior  medietate  figure  fe'by  que  continetur  duabus  lineis  fc^  eh  et  arco 

16  hf.  et  similiter  erit  triangulus  efß  maior  medietate  figure  efa.  ergo 
totus  tce  est  maior  medietate  figure  afhc^  que  continetur  duabus  lineis 
aCj  ch  et  arcu  afh,  et  similiter  sunt  trianguli  similes  sibi  plus  medie- 
tate portionum  aliarum  sibi  similium.  cum  ergo  fecerimus  illud  in  eo, 
quod   sequitur,  remanebunt  portiones  super  circulum,   que,  cum  aggre- 

20  gabuntur,  erunt  minus  angmento  trianguli  e  supra  circulum  ahgd.  rema- 
neat  ergo  portio  fea  et  portiones  sibi  similes.  figura  igitur  rectilinea, 
que  circulum  continet,  erit  minor  triangulo  e.  sed  hoc  quidem  est  im- 
possibile, quoniam  fuit  maior,  et  illud  ideo,  quoniam  n/'equatur  catheto 
trianguli,  et  linea  continens  poligonium  est  maior  reliquo  latere  trianguli, 

25  quod  continet  rectum  angalum,  eo  quod  sit  maior  linea  circumdante 
circulum;  illud  ergo,  quod  fit  ex  multiplicatione  fn  in  lineam  continen- 
tem figuram  poligoniam,  est  maius  eo,  quid  fit  ex  multiplicatione  unius 
duorum  laterum  trianguli  continentium  rectum  angulum  in  alterum.  non 
est  igitur  circnlus  minor  triangulo  e.      et  iam  quidem  ostensum  fuit  in 

30  hiis,  que  premissa  sunt,  quod  ipse  non  est  maior  eo.  circulus  igitur 
ahgd  est  equalis  triangulo  e.  Et  etiam  quia  area  trianguli  e  est  equalis 
ei,  quod  fit  ex  multiplicatione  perpendicularis  sue  in  medietatem  basis 
ipsius,  et  eius  perpendicularis  est  equalis  medietati  diametri  ahgd  et 
basis   eius   equalis   circumferencie  circuli  ahgd^   tunc  quod  fit  ex  multi- 

35  plicatione  eius  in  medietatem  sectionis  circumferencie,  est  area  figure 
accepta  equalis  aree  trianguli  e.  et  propter  hoc  erit  multiplicatio  me- 
dietatis  diametri  in  medietatem  porcionis  circumferencie  area  figure,  que 
continetur  ab  illa  porcione  et  duabus  lineis  egredientibus  a  duabus  ex- 
tremitatibus  porcionis  ad  centrum. 


9)  est]  m.  reo.  15)  cfa]  cfa  cfa,  20)  remaneatj  reruanet.  21)  igitur]  igitar 
tunci^)  m.  reo  23)  nf]  Ifnf.  27)  multiplicatione]  multiplicationem.  H6)  acceptuj 
fort,  accepte? 
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ret  est  illud,  ouius  uoluimua  deolarationem. 
II.    Proportio   aree   omnia   circuli   ad   quadratiim  diameiri  ipsius  est 

Bleut  proportio  undecim  ad  quatnordecim. 

(Fig.  3.)      eiempli   causa  Bit   Hnea  ab   diainetrus    circulii   et  Buper 
ipaam  quidem  faciam  quadratum  hg  sitque  dg  mediet&ä  de,  et  ait  lioea    5 
ee  septima  gä.     et  quia  proportio  trinnguH  age  ad  trianguliim  agd  est 
sicut  proportio  III  ad  I,   et  proportio  trianguli  agd  ad  triaagulum  aer 
est  sicut   proportio  VII    ad   I,    tiinc  propter  illud  fit  trianguli  agjs  pro 
portio  ad  trianguluin  agd  sicnl  proportio  XXII  ad  VII,    quadratum  uero 
gh  est  quadruplum   triangitji  adg,   et  triangulus  age  eat  equaüs  circulo  10 
ab,  quaniam  perpemlicnlari^  ag  eat  equalia  linee,  qiie  egreditur  e  cenlro 
circuli    ad  lineam  ipsum  circumdantem ,   et   basis  gx  eat  equalis  circum- 
ferencie  circuli,  quoniam  plus  est  triplo  diametri  ipsius  et  Vü'  diametri 
fere.     iam    igitur  uerificatum  est.   quod  diximus,    qiiod  proportio  circuli 
ab  ad  quadratum  gh  est  sicut  proportio  XI  ad  XIUI.     et  illud  est,  quod  is 
uoluiniDs  declarare. 

III.  Omnia  lioea  cootinens  circalum  addJt  super  triplum  diametri  ipsius 
minus  aeptima  et  plus  X  partibus  aeptuagiuta  iinius  partium  diametri. 

(Fig.  4.)  esrempli  causa  sit  linea  ag  diametrus  circuli  ag.  sitque 
eius  ceatrum  c,  et  liaea  de  ait  contingens  circulum,  et  hü  angulus  xeg  SO 
tertia  angult  recti.  ergo  proportio  ee  ad  xg  est  sicut  proportio  CCCVI 
ad  CLIII.  diuidam  autem  angulum  teg  in  duo  media  lioea  he.  ergo 
proportio  ee  ad  eg  est  sicut  proportio  eh  ad  gh.  ergo  proportio  ee  et 
eg  coniunctorum  ad  eg  est  sicut  proportio  eg  ad  gh.  fit  ergo  proportio 
eg  ad  gh  maior  proportiooe  quingeutorum  LXXI  ad  CLIII.  ergo  pro-  2b 
portio  eh  in  potentia  ad  hg  in  poteutia  est  plua  proportioue  CCC  milium 
et  XLIX  milium  et  CCCCL  ad  XXIII  miüa  et  CCC  et  IX.  ergo  pro- 
portio eiua  ad  ipsam  in  Jongitudine  est  maior  quingentorum  proportione 
et  XCI  et  octaue  ad  CLIII.  et  angulum  quoqne  Heg  diuidam  in  duo 
media  linea  ct.  ergo  secnndum  similitudinem  eius.  quod  diximus,  de- 30 
claratur,  quod  proportio  eg  ad  gl  est  maior  proportione  MCLXII  et  octaue 
ad  CLIII.  ergo  proportio  te  ad  tg  est  maior  proportione  MCLXXII  et 
octaue  ad  CLIII.  aognlum  quoque  leg  diuidam  in  duo  media  linea  ek. 
proportio  igitur  eg  ad  gk  est  maior  proportione  MMCCCXXXIIII  et  quarte 


Fig.  3  iet  Eum  Theil  weggeBchnitten ,  lo  dasi  die  Buchstaben  dtgs  fehlen. 
6^  gd)  dgd.  quiaj  Vquia.  mg.  m.  1:  Vvel  sie.  et  quia  gd  e»t  leptupla  ...  ee  et 
de  dupla  dg,  erit  ergo  ge  coDtinenH  es  uicesies  et  semel.  ergo  proportio  gt  totaHe 
ad  et  est  sicut  proportio  &XII  ad  I.  ergo  proportio  trianguli  agi  ad  triangnium 
ati  est  aicut  XXll  ad  1  IT)  lineaj-a  in  ras.  m.  1.  18}  Mg.  m.  1;  sndor  Archi- 
roenidis.  31)  Mg.  m.  1:  quia  linea  ee  est  dupla  ad  lineam  ge  ex  4  et  32  et  G 
primi  euclidia  protracta  gd  ad  equaÜtatem  di.  23)  (ej  (alt)  com.  ex  (  m.  i.  etj 
ftet  B6)  ad]  (alt.)  supra  scr.  m.  1,  Mg.  ui.  I:  ex  9...  et  VIll  qniuti.  27)  CCC] 
■or.  CCCC.    IB)  elj  ^i.)  infra  ocr.  m.  1. 
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ad  CLIII.  et  angulüm  etiam  keg  dinidam  in  duo  media  lines  le.  pro- 
portio  ergo  eg2k^glm  longitadine  est  maior  proportione  ini  milimn  et 
DC  et  LXXin  et  medietatis  ad  CLIII.  et  qaia  angalos  Beg  fiiit  iertia 
anguli  recti,  oportet,  ut  8it  angalus  leg  quadragesima  octaaa  pars  an- 

5  goli  reeti.  faciam  antem  snpra  punctum  e  angulum  equalem  angulo  leg 
sitque  angulus  gem\  angulus  igitur  lern  est  XXIIII*  pars  reoti  angnli 
linea  ergo  reeta  Im  est  latus  figure  poligonie  continentis  circalnm  et 
habentis  XCVI  angalos  equales.  et  quoniam  iam  declarauimus,  quod 
proportio  eg  ad  gl  est  maior  proportione  IUI  milium  et  DC  et  LXXm 

10  et  medietatis  ad  CLIII,  et  duplum  eg  est  linea  ag  et  duplum  gl  est 
linea  {m,  et  sequi tur,  ut  sit  proportio  ag  ad  lineam  circumdantem  figo- 
ram  poligoniam  XCVI  angulorum  maior  proportione  IUI  milium  DC  et 
L^XIII  et  medietatis  ad  XiUI  milia  et  DC  et  LXXXVni.  et  illud 
quod  est  plus  triplo  eins  secundum  quantitatem  sexcentorum  LXVII  et 

15  medietatis,  cuius  proportio  ad  IUI  milia  et  DC^  et  LXXIII  et  medie- 
tatem  est  minor  septima.  oportet  ergo,  ut  sit  figura  poligonia  contineiis 
circulnm  plus  triplo  diametri  ipsius  per  id,  quod  est  minus  septinia 
diametri  et  plus  diminutione  linee  continentis  circulum  a  triplo  dia- 
metri eins  et  septima. 

20  (Fig.  5.)     at  sit  circulus ,  cuius  diametrus  ag. 

describam  autem  in  ipso  latus  exagoni,  quod  sit  ^5.  angulus  igitur 
gah  est  tertia  recti.  ergo  proportio  ah  2Ähg  est  minor  proportione  M  et 
CCC  ***'  et  LI  ad  septingenta  octoginta ,  propterea  quod  proportio  a^  ad  ^  5 
est  sicut  proportio  M  et  D  et  LX  ad  DCCLXXX,  quoniam  ag  est  dupla 

26  gh.  Diuidam  autem  angulum  gah  in  duo  media  linea  ah,  et  quia  angulus 
hah  est  equalis  angulo  hag  angulo  hag  communi,  erunt  anguli  trianguli 
ahg  equales  angulis  ahe,  ergo  proportio  a^  ad  hg  est  sicut  proportio  ah 
ad  he  et  sicut  proportio  ag  ad  ge  et  sicut  ga  ah  coniunctarum  ad  hg. 
et  ex  eo  declaratur,  quod  proportio  ah  ad  hg  est  minor  proportione  duorum 

30  milium  et  DCCCC**^'  et  XI  ad  DOC**  et  LXXX,  et  quod  proportio  ag 
ad  hg  est  minor  proportione  trium  milium  et  XIII  et  medietatis  et 
quarte  ad  DCCLXXX.  diuidam  autem  angulum  gah  m  duo  media  linea 
at  declarabitur  ergo  ex  eo,  quod  premisimus,  quod  proportio  at  vÄtg 
est   minor  proportione  V  milium   et  DCCCC   et  XIIII   et   medietatis   et 

36  quarte  ad  DCCLXXX;  et  illud  est  sicut  proportio  MDCCC  et  XXIII  ad 
CCXL,  quoniam  proportio  cuiusque  duorum  numerorum  primorum  ad 
suum  reliquum  duorum  numerorum  posteriornm  est  sicut  proportio  trium 


10)  linea]  Bupra  scr.  m.  1.  Im]  Ira*^  12)  milium]  supra  ecr.  m.  1.  14) 
quod]  51 'i  foJ't-  quidem.  LXVII]  seq.  ras.  1  litt.  18)  et  plus  —  19)  eiusj  bia. 
23)  septingenta]  septuaginta.  24)  et  D]  ad  D.  26)  hag]  (alt.)  scr.  ahg.  29)  Mg. 
m.  1:  quoniam  proportio  a6  ad  5;?  est  tanquam  ag  ad  gz  per  3  sezti  et  permu- 
tatim.    34)  XIIII]  scr.  XXIV.    36)  numerorum]  nume"^.    37]  reliquum]  (?)  rPm. 


^^«t  quarte  ad  iiDum,  fit  ergo  proportio  ag  ad  gt  minor  proportione  M 
^  et  DCCC  et  XXXVIII  et  IX  undecimarum  partium  uniuB  od  CCXL.  et 
etiam  diuidam  angulum  tag  in  duo  media  lioea  ak.  ergo  proportio  ak 
ad  kg  est  minor  proportione  trium  milium  et  DC  et  LXI  et  IX  undeci- 
marum unius  ad  CCXL;  et  illud  est  sicut  proportio  U  et  VII  ad  b 
LXYI,  quoniam  proportio  cuiusque  duorum  numerorum  primorum  ad 
suum  reliquum  duorum  numeronuu  poatremorum  est  sicut  proportio 
XL  ad  XI.  ergo  proportio  ag  ad  kg  est  eicut  proportio  M  et  IX 
et  eexte  ad  LXVI.  angulum  quoque  kag  diuidain  in  duo  media 
tJnea  al.  ergo  proportio  al  ad  lg  eet  minor  proportione  duum  milium  10 
et  XVI  et  Sexte  ad  LXVI,  ergo  proportio  ag  ad  gl  est  minor  propor< 
tione  duum  milium  et  XVII  et  quarte  ad  LXVI.  cum  ergo  conuertimus, 
fiet  proportio  linee  contiuentis  figuram  poligoniam,  cuius  unnmquodque 
laterum  est  latus  exagoni,  ad  diametrum  maior  proportione  VI  milium 
CCC""  et  XXXVI  ad  duo  milia  et  XVII  et  quartain.  sed  proportio  VI  1& 
milium  et  CCC  et  XXXVI  est  plus  triplo  II  miüum  et  XVII  et  quarte 
secundum  plus  X  partibus  LXXI"  partium  unius.  ergo  linea  contineus 
Gguram  poligoniam  habentem  XCVI  angulos,  quam  circulus  coutinet, 
addit  super  triplum  diametri  eiuB  plus  X  partibus  LXXI  partium,  et  fit 
augmentum  eius,  fit  ergo  linea  contineas  circulum  plus  tripla  diametri  20 
sccuodum  id,  qnod  est  plus  X  partibus  LXXI  partium,  et  fit  augmentum 
eius  super  haue  quantitatem  plus  augmento  laterum  figure  poligouie. 

linea  ergo  coDtiueob  circulum  addit  super  triplum  diametri  eius 
minus  septima  ipsius  et  plus  X  partibus  LXXI.  et  illud  est,  quod  de- 
clarare  uoluimus.  Sfi 

^^B  Vorans lebende  Ueberaetzung  der  Kvnkov  iiiiQi]eis  des  Archimedeg 
^^pt  dem  so  viele  seltene  R«ste  der  mathematiscbeo  LebrbQcher  des  Mittel- 
^^llters  enthaltenden  cod.  Dread.  lat.  Db86  eutnommen,  denCurtze  Zeitschr. 
f.  Matb.  u.  Pby«..  hiat.-lit.  Äbtb.  1883  sorgftiltig  beschriebeu  hat.  Sie  steht 
darin  foj.  175' — 176^,  178'.  Eine  zweite  Handscbrift  derselben  ist  mir 
oicbt  bekannt,  und  die  Debersetzung  scheint  im  Mittelalter  wenig  verbreitet 
gewesen  zu  sein;  wenigstens  babe  ich  nur  eine  Anfübrnng  daraus  gefunden, 
uttmiicb  bei  Bradnardiu,  Geometria  speoulativa  (Paris  1530)  V,  5:  sup- 
pono  unam  propositionem  Ärcbimenidis  de  mensura  circnli  et  erit  mihi 
petitio,  quoniam  eam  demonstrare  requireret  maiorem  tractatura,  quam  sit 
istud  capitulum,  et  est  ista  propositio:    omnis  circulus  triangulo  orthogonio 

1)  et]  corr.  ei  ad  m.  1.  6)  CCXL]  DCCXL.  7)  reliquuml  rVm.  11)  et  Bexte  - 
12)  XVI1|  mg.  m.  I.  13)  Bgamn]  figugram.  17)  Becundum]  f.  19)  et  Gt  aug- 
mentum eiuB]  Biipra  haec  8cr.  va-cat  m.  1.  SO)  triplaj  -a  e  corr.  m.  1.  ä4)  quod] 
qje.  —  Mit  qiianti-,  Z.  23,  endet  fnl.  176»,  mg.  m.  1:  verte  folinm  primum  ^.  Die 
FortsetzuDg  fol.  I7B'  f:-,  Fol.  177  iet  von  dem  Anfang  einer  andern  Abbaudlung 
MJgeBommea,  die  fol,  178'  fortgeaetzt  wiid;  ein  Vogel  in  mg.  »eist  darauf  hin. 
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est  eqnalis,  cnins  unum  duorum  rectum  latemm  angulnm  continentiiim  e»t 
semidiameter  circuli ,  et  latus  alterum  equatar  linee  continenti  circalam.  est 
autem  proportio  linee  continentis  circalam  ad  diametram  tripla  sesqaiseptiiiia. 
Wo  man  sonst  die  Erwähnung  derselben  erwartet,  werden  andere  Qoelka 
über  Kreisquadratur  herangezogen,  wie  z.  B.  bei  Albertus  de  Saxonia, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXIX,  hist-lit.  Abth.  S.  91:  sexta  conoliieio:  om- 
nis  circulus  est  equalis  triangulo  orthogono,  cuius  alterum  latenun  reetam 
angnlum  continentium  est  equale  circumferentie  in  reetam  extense,  et  tcK- 
quum  latus  rectum  angulum  continentium  est  equale  semidiametro  einsdem 
circuli ,  wo  die  abweichende  Fassung  die  Verschiedenheit  der  Quelle  beweisi, 
und  ausserdem  Archimedes  nicht  als  Urheber  genannt  ist. 

Ich  habe  die  Lesart  des  Dresd.  wiedergegeben  bis  auf  einige  orthogra- 
phische Kleinigkeiten;  auch  die  Figuren  entsprechen  genau  denjenigen  der 
Hds.;  nur  ist  darin  zu  prop.  I  noch  ein  Stern  mit  Tier  Spitzen  geseieluiet, 
mit  dem  Buchstaben  k  bezeichnet,  dessen  Bedeutung  mir  verborgen  ge- 
blieben. Zweifelhaft  ist  mir  die  Abbreviatur  rFm  S.L44,|37  und  46,  7;  denn 
reliquum  befriedigt  den  Sinn  nicht,  vielleicht  relatum  (entsprechend). 

Dass  die  üebersetzung  nicht  direct  aus  dem  griechischen  Originaltext 
stammt,  wird  Jedem  sofort  einleuchten,  der  mittelalterliche  üebersetznngen 
nach  dem  Griechischen  eingesehen  hat;  da  entspricht  jedes  lateinische  Wort 
einem  griechischen,  und  wenn  man  mit  der  Terminologie  der  griechischen 
Mathematiker  vertraut  ist,  fühlt  man  aus  den  lateinischen  Wörtern  leicht 
die  griechischen  Termini  heraus,  was  hier  nicht  der  Fall  ist.  Also  muss 
sie  durch  das  Arabische  gegangen  sein,  und  dafür  spricht  auch  schon  der 
Titel  mit  der  weitläufigen  Umschreibung  des  kurzen  griechischen  Ausdrucks 
und  mit  der  Namensform  Archimenides.  Andere  Phrasen ,  die  für  arabische 
Yermittelung  zeugen,  finden  sich  S. 41,  6:  eius  mensura  ipsius  mensure  equa- 
tur,  8.  41,  13:  secundum  illud  quod  sequitur  (d.  h  fortwährend),  S.  41,  23: 
et  est  duplum  trianguli,  est  plus  aggregato  ei  etc.,  S.  42,  18:  in  eo  quod 
sequitur,  S.  43,  30:  secundum  similitudinem  eius  quod  diximus  (d.  h.  in  der- 
selben Weise  wie  vorher,  dia  t«  avid),  S.  45,  19  flgg.  u.  s.  w. 

Nun  wissen  wir  nur  von  einer  einzigen  üebersetzung  einer  Schrift  des 
Archimedes  nach  dem  Arabischen,  nämlich  von  Gherardo  da  Cre- 
men a,  unter  dessen  Uebersetzungen  (Boncompagni,  Della  vita  e  delle 
opere  di  Gherardo  Cremonese.  Roma  1851)  angeführt  wird:  Archimenidis 
tractatus  I;  es  liegt  also  nicht  allzufern,  zu  vermuthen,  dass  der  „tractatus 
unus**  die  avxXov  fihgyjaig^  und  dass  unsere  üebersetzung  von  Gherardo  sei. 

Die  üebersetzung  schliesst  sich  in  propp.  II  —  III  dem  ^rriechischen 
Text  eng  au,  in  prop.  I  weniger,  indem  sie  hier  mehrere  Erweiterungen  der 
sehr  gedrängten  griechischen  Darstellung  hat.  Schon  die  Fassung  der  ngo- 
raoig  ist  besser  und  logischer,  als  die  unzweifelhaft  verunstaltete  (s.  Archi- 
medis  opp.  I  S.  259  not.  1)  unserer  Handschriften.  Auch  S.  41,  5  ist  rieh- 
tiger  als  Archim.  I  S.  258^  6,  und  die  ganze  Vorbereitung  de^  Beweises  in 


^ 
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prop.  I  8.41,  11—11,  die  darauf  hinanBl&uft,  die  Anwendung  von  Elem. 
X,  I  za  ermOglicIien ,  und  die  im  griechischen  Text  hier  nur  durch  das 
^dtj  I  S.  25S,  9  angedeatet  ist,  ist  nenigatena  im  Geiste  des  archimedischen 
Beweises  und  iat  im  zweiten  Tbeil  ausführlicher  berück  eich  tigt  (I  8.  ' 
10 — 13),  wo  die  lateiuiacbe  Fassung  S.  42,  6  figg.  ebeufalls  klarer  und 
nauer  ist.  Auch  die  Einleitung  {8.41.  8)  und  der  Abschluaa  (S.42,  28  flgg.) 
des  Beweises  ist  streng  euklidisch,  während  die  griechische  Fassung  fluch- 
tiger und  summarischer  ist.  Man  könnte  also  versucht  sein,  in  der  arabisch- 
lateinischen Bearbeitung  die  ursprünglichere  Gestalt  von  prop,  I  zu  si 
Es  bleibt  doch  aber  zweifelhaft,  ob  der  arabische  üebersetzer  wirklich 
bessere  griechiäche  Vorlagen  hatte,  oder  oh  er  nicht  vielmehr  seiner  Ver- 
trautheit mit  der  euklidischen  Form  seine  Besserungen  verdankt  Fflr  die 
letztere  Auffassung  spricht,  dass  wenigstens  die  an  sich  correcte  Einleitung 
im  apagogischen  Beweises  S.  41,8:  quod  si  non  ita  fuerit,  tunc  circulns 
aat  maior  aut  minor  erit,  nicht  nnr  bei  Archtmedes  fehlt,  sondern  auch 
in  dem  (etwas  umgestalteten)  Keferat  bei  Fappus  I  S.  314,  8  (Zenodor 
De  isoperimetris  bei  Hultsch,  Pappiis  111  8.  1196  hat  sie),  wurde  also 
jedenfalls  vom  Dehersetzer  in  seiner  Vorlage  nicht  vorgefunden.  Der  Schluss 
S.  4S,  SS  steht  allerdings  bei  Pappus  I  S.  316,  13,  aber  etwas  kürzer.  Auch 
die  verdeutlicbendeu,  aber  nicht  gerade  nothwendigen  ZusStze  S.  41,  21  flgg. 
und  S.  42,  25  flgg.,  sowie  8.  45,  4,  der  mit  der  Vermuthung  Wallis' 
Ärchim,  1  S,  270,  1  zusammentrifl^,  sind  Interpolationen  nicht  unähnlich, 
ebenso  der  auf  die  Construction  bezügliche  Znsatz  S.  44,  21,  welcher  dadurch 
besonders  verdächtig  ist,  dasa  dnrch  ihn  der  offenbare  Fehler  8.45,  13:  cuius 
unnmquodque  laterum  est  latus  ezagoni  (Archimedes  hat  nur  rotJ  noilii- 
j-m'vov  I  8.  270,  6,  d,  h.  des  96-Eoks)  veranlasst  ist.  Das  Corollarium  zu 
prop,  I  S.  42,  31  flgg-i  das  allerdings  etwas  unklar  ist,  aber  doch  unzweifel- 
hart  die  Areal berechnang  eines  Sectors  lehrt,  scheint  auch  sicher  unecht, 
da  es  hier  nichts  zu  thun  hat.  Es  fehlen  auch  nicht  andere  sichere  An. 
zeichen  der  Interpolation.  So  ist  S.  42,  8  linee  ergo  que  transeunt  per  puncta 
seotionum  contingunt  circulum  ungeschickt  für  I  8,  260 ,  8  xal  ^'xöraflav 
ifpanrofitvai  Siä  Tmv  atjfitlo»',  und  der  folgende  Beweis  (8.  42,  II — 12)  für 
et  >tf  iBt  zu  weitläuftig;  s.  Archim.l  8.260,  9.  Ebenfalls  B.  44,  26  flgg.  ist 
der  Beweis  fUr  die  Proportion  ga  +  ab:bg^ah:hg  nicht  der  ursprüngliche; 
denn  selbst  nach  Berichtigung  des  falschen  hag  Z.  26  passt  communi 
nur  für  die  Fassung  des  Beweises  bei  Archimedes  I  p.  268,  1  flgg.;  die 
Dreiecke  ahg,  ahs  haben  eben  keinen  angulns  communis.  Weniger  ent- 
flcheidend  ist  die  Aenderung  8.  44,  3  =  Archim.  I  8,  266,  4  und  der  umstand, 
dass  im  Lateinischen  prop.  1  zwei  Figuren  hat  und  infolge  dessen  im  zweiten 
liheil  des  Beweises  andere  Buchstaben,  als  der  griechische  Text,  der  nur 
eine  Figur  kennt. 

Da  also  einige  der  Abweichungen  entschieden  dem  arabischen  Bearbeiter 
angerechnet   werden  müssen,    ist  es  nicht  anwahrscheinlich ,   daea  die  Neu- 
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geetaltang  von  prop.  I  überhaupt  von  ihm  herrührt,  und  diese  Aii£RMS8^g 
findet  darin  eine  Stütze ,  dass  die  üebersetzong  sonst  dieselbe  üeberliefemag 
und  dieselben  Fehler  bietet,  als  unser  griechischer  Text.  Nicht  nur  ateht 
prop.  II  vor  prop.  Hl ,  was  gewiss  ursprünglich  nicht  der  Fall  war,  da  sie 
von  prop.  ni  abhSngt;  sondern  auch  im  Einzelnen  finden  wir  dieedben  In- 
terpolationen,  wie  fii}«£i  l  S.  266,  2  (fehlt  bei  Eutocius)  ss  8.  44,  %  in 
longitudine,  der  falsche  Zusatz  I  S.  266,  21—22  =  S.  44,  23  (nur  angepaast 
durch  propterea  quod  statt  8i),  ebenso  I  8. 262,  13—16  =  S.  43, 11  flgg.  (nur 
etwas  besser  gestaltet).  Endlich  deutet  das  unrichtige  est  sicnt  8. 45,  8 
darauf,  dass  dem  üebersetzer  ein  Shnlich  corrumpirter  Text  Torlag,  als  aas 
Archim.  I  S.  270,  2. 

Nicht  schwer  wiegen  dagegen  die  Stellen,  wo  offenbare  Fehler  der 
griechischen  Hdss.  in  der  Uebersetzung  nicht  wiederkehren  (wie  I  S.  264,  3, 
wo  das  unrichtige  f}  des  Cod.  F.  fehlt,  I  8.  264,  6—7,  wo  die  Interpolation 
IvaXkai  xai  cweivu  fehlt,  wohl  auch  I  S.  262,  13,  wo  statt  ^IzlZ  das 
regelmässige  agß  steht).  Denn  da  der  arabische  üebersetzer  jedenfidla  den 
Inhalt  vollkommen  verstand  und  die  griechische  geometrische  Form  toU- 
stftndig  beherrschte,  kann  er  selbst  diese  Verbesserungen  vorgenommen 
haben,  ebenso  wie  die  Bichtigstellung  der  in  unseren  Hdss.  oft  verschrie- 
benen Zahlen  (I  S.  266,  2,  21;  268,  12,  14,  15, 16;  270,  1,  2,  7,  8,  9,  is). 
Direct  anwendbar  für  die  Herstellung  der  ursprünglichen  Gestalt  der  xvnXov 
liitgticig  ist  unsere  Uebersetzung  also  kaum ;  sie  steht  im  Wesentlichen  auf 
demselben  Boden ,  als  unsere  griechische  üeberlieferung.  Aber  als  eine  der 
sparsamen  Quellen  des  mathematischen  Wissens  im  Mittelalter  scheint  sie 
mir  doch  interessant  genug,  um  der  Herausgabe  gewürdigt  zu  werden.  EIhe 
das  Material,  das  noch  vielfach  in  Handschriften,  namentlich  alter  Eloster- 
bibliotheken ,  verborgen  liegt,  ans  Tageslicht  gezogen  worden  ist,  können 
wir  uns  ja  überhaupt  nur  eine  blasse  Vorstellung  von  dem  mathematischen 
Wissen  und  Streben  des  Mittelalters  bilden  und  die  beiden  Kanäle,  wodurch 
ihm  dieses  zugeführt  worden  (direct  vom  Griechischen  oder  durch  Yermitte 
lung  des  Arabischen),  nicht  verfolgen,  noch  ihre  Ergiebigkeit  bemessen. 


II. 

Enklid's  Elemente  im  Mittelalter. 

Für  die  schwierige  Frage,  wie  die  üebersetzungen  Adelhard*s  und 
Campano*s  von  den  Elementen  sich  zu  einander  verhalten,  hat  bekanntlich 
M.  Curtze,  Philolog.  Rundschau  I  (1881)  S.  943 flgg.  neues  Material  bei- 
gebracht. In  diesem  Aufsätze  berichtet  er  nämlich  nach  Mittheilungen  von 
Herrn  G.  Meyer,  damals  Bibliothekssecretär  in  München,  über  zwei  Mün- 
chener Handschriften  cod.  lat.  13021  {R)  und  cod.  lat.  560  {q  bei  Fried» 


lein,  Boetius  p,  373)   und  entwickelt  in   Änschluas  an  Meyer 
Ansicbteu  über  ibr  Verbfiltnias  zd  Ailelhard-Campano: 

B  stimmt  sehr  oft  mit  dem  Wortlaut  der  Sätze  in  den  gewöholichen 
Handschriften  der  üebersetzung  von  Ädelhard-Campano,  aber  in  meiireren 
Sätzen  weicht  er  davon  ab  und  stimmt  dann  mit  dem  griechischen  Test 
und  mit  dem  sogenannten  Boetina,  Schriften  d.  röm.  Feldmesser  I  S.  377flgg. 
Wir  haben  also  in  H  eine  Sltere  lateinische  Debersetzung,  die  fragmenta- 
risch auch  in  q  vorliegt  und  von  Ädelhard  fUr  die  Sätze  benutzt  wurde, 
während  er  die  Beweise  (und  den  Wortlaut  der  mit  B  nicht  stimmenden 
SStze)  aus  dem  Arabischen  Übersetzte. 

Durch  eine  Nachprüfung  dieses  Materials,  die  ich  in  diesem  Sommer 
in  München  vornahm ,  bin  ich  in  Bezug  auf  B  zu  einem  wesentlich  andern 
Kesult&t  gekommen,  und  da  die  Sache  für  die  Geschichte  der  Euklid- Stu- 
dien im  Mittelalter  von  Wichtigkeit  ist,  werde  ich  hier  meine  Auffassung 
darlegen. 

Zuerst  einige  weitere  Notizen  über  die  fraglichen  Münchener  Hand- 
schriften, 

Cod.  Monac  lat.  13021,  fol.,  pergam.,  saec.  XII  besteht  aus  zwei  ver- 
BCbiedenen  Handschriften,  von  denen  die  zweite  (fol.  312flgg.  Chaicidius  in 
Timaeum),  von  einer  andern  Hand  geschriebene  uns  hier  nicht  angeht.  Der 
erste  Theil  enthalt  eine  Sammlung  von  Lehrbüchern  fUr  das  Quadrivium. 
wie  sie  im  Mittelalter  gebräuchlich  waren,  nämlich  für  Arithmetik  fol.  1  die 
Arithmetik   des    Boetius,    fUr    Astronomie    fol.  21    ein  anonymes   Lehrbuch, 

>iol.  69  Heremanni  de  astrolabio,  fol.  72  Gerbert  von  demselben  Instrument, 
foi.  79  Heremanni  de  eompositione  horolog. ,  fol  87  über  iudiciorum  Mes- 
■ebablacb,  für  Musik  fol.  97  Boetü  musica,  fol.  150  Guidonis  michrologus, 
fol.  157  Onidonis  musica,  fol.  163  anonymus  de  fistularum  mensura,  für  Geo- 
metrie endlich  fol.  164  die_prop08itioneB  von  Euklid's  Elem.  I— SV,  das  uns 
hier  beschäftigende  StUck,  fol.  188  „Gerberfs"  Geometrie  ohne  Verfasser- 
namen,  fol.  194  die  sogenannte  Geometrie  des  Boetius.  Am  Schlnss  der 
Handschrift  auf  der  sonst  leeren  Seite  fol.  211*  steht  folgende  Bemerkung; 
anno  domini  MCC  nonagesimo  ¥11  feria  secunda  iu  annuntiatione  beate 
virginis  sub  domino  ulrico  abbate  hulus  loci  XVl"  magister  wernherua  me- 
dicus  cauonicus  veteris  capelle  Itat(isbonen6is}  amtcus  domini  abbatis  et 
omntum  fratrum  specialissimus  bunc  librum  ei  diueraimoda  secessione  ante 
multos  annos  perditum  et  a  memoria  omnium  quasi  funditus  sabstractum 
eua  pecunia  aput  quendam  aurificem,  qui  ipsum  venalem  publice  portabat, 
comparaoit  et  ipsum  pro  remedio  anime  sue  ad  honorem  [sancti  Georg! 
patroni  nostri  eccleeie  in  Prufening]*  restituit  sine  omui  ipsius  dampno 
liberaliter  et  precise,  unde  etatuimus,  ut  nnllus  ipsum  deinceps  extra  septa 
■  «ootesie  audeat  commodare.     Die  Handschrift  entstammt  also  dem  Kloster 


*  Die  eingek  Um  werten  Worte  in  Aaaut,  doch  von  denalben  Hand. 
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Historiseh- literarische  Abtheilung. 


PrOfeniDg  bei  Regensburg  (von  dessen  Bibliothek  s.  Becker,  Catalogi  biblio- 
thecaram  antiqui  nr.  95  p.  209  flgg.  und  nr.  198  p.  291)  und  ist  ohne  allen 
Zweifel  daselbst  geschrieben. 

Cod.  Monac.  lat.  560,  4^  pergam.  saec.  XI  ex  libris  H.  Schedelii.  dann 
der  alten  bibliotheca  electoralis  angehörig,  enthttlt  fol.  1'  astronomische 
Tafeln,  fol.  1"^  eine  Abhandlang  über  das  Astrolabium,  fol.  14^  de  orol(og)io 
secnndnm  Alchoram,  fol.  20  Firmicns  Matemas,  fol  61  Astrologisches, 
fol.  89  astronomia  aactoritate  cuiasdam  Arati,  fol.  97  Arati  genas,  fol.  98 
bis  121  Scholia  in  Aratam,  und  schliesst  fol.  149"^— 150  mit  einer  Auf- 
z&hlung  slayischer  Völker.  Der  näheren  Beschreibung  des  uns  hier  allein 
interessirenden  Theiles  fol.  122 — 149'  stelle  ich  gleich  die  Beschreibung 
eines  eng  verwandten  Bamberger  Codex  zar  Seite.  Es  ist  Cod.  Bamberg. 
HJ.  IV,  22,  4^  pergam.  saec.  X  (worüber  vergl.  L.  v.  Jan,  Zeitschrift  ftlr 
die  Alterthumswissenschaft,  1844  Nr.  55). 

Monac. : 

fol.  122-128'=  Schriften  d.  röm.  Feldmesser  I  S.  393 

bis  406  (ohne  üeberschrift). 
fol.  128"^— 129'  incipiunt  capitalationes  huius  libri.    tu 

qui   vis   perfectus   esse   geometricus   lege   ista 

omnia  . . .  des.  nam  qui  ignorant  regulam  huius 

artis  multa  opponunt  falsa  pro  ueris.    expliciunt 

capitulationes ,  =  Boetius*  p.  1541. 
fol.  121:)':    iucipit   über    Anicii    Manilii   Seuerini   Boetii 

geometricorum  elementorum  ab  Euclide  trans- 

latorum    ad    omnem    plenitudinem    huius   artis 

geometrie.     primum. 


fol.  129'-'129'^:  quomodo  inventa  est  geometria.  unde 
vocata  est  geometria.  quid  est  geometria.  quae 
utilitas ,  qui  ordo ,  qui  titulus  prescriptionis ,  si 
proprius  codex,  in  quot  partes  eius  diuisio. 
Darauf  die  Antworten:**  inventam  esse  geo- 
metriam  . . .  des,  demonstratio  et  conclusio, 
=  Boetius  p.  1541—42. 

fol.  129^—132^:  üeber  Zahlen,  ine,  restat  autem  nobis 
profundissimum  . . .  des,  multitudinemque  pro- 
tenditur,  =  Boetius  p.  1542—44. 


Bamb.: 
fol.  1^-6'. 


ca- 


fol.  6^ 

(capitulationes] 
pitula). 

expliciunt  capitula- 
tiones] om. 

fol.  7'  (eine  rothe 
üeberschrift  weg- 
radirt ,  darauf) : 
explicit  liber  pri- 
mus.  incipit  de 
figuris. 

fol.  15^-16'. 


fehlt. 


*  Opera  omnia,  Basil.  1570,  fol. 

**  Z.  B.  fol.  129':  tituli  inscriptio.    tituli  preßcriptio  est  elementorum  qae 

figure  simplicioreB  sunt  ex  bis  alie  compoDuntur  que  in  bis  etiam  resoluontor«    si 

proprius  codex,    codex  iste  secundum  dispositionem  Euclidis  esse  dicitur,  seoim- 

dam  demoDstnüonem  nel  inuentionem  figurarum  aliorum  plerumque  esse  dicitnt. 
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fol.  132^—134':  de  paribus  et  imparibas  numeris.  ine. 
discriptio  autem  quae  subposita  . . .  des.  propo- 
situm  conuertamus,  =  Boetins  p.  1544—46. 
Darauf:  Über  prirnns  geometrie  ezplicit. 

fol.  134i^:  incipit  liber  secnndus  artis  geometriae  de 
figuris. 

fol.  134^-137^:  =  Boetius  ed.  Priedlein  S.  373,  27  prin- 
cipinm  —  8.  379,  24  mit  den  dort  angeftlhrten 
Varianten  (d.  i.  Eiern.  I  deff.,  postul.,  commnnes 
not.;  Elem.  II  deff.;  II, *1  propositio;  III  deff.; 
IV  deff.,  VI,  1  prop.;  2  deff.  von  Elem.  III, 
die  vorher  defect  waren ;  vgl.  Friedlein  S.  379). 

fol.  137^—140':  incipit  de  trianguli  ratione  et  linearum 
=  Boetius  ed.  Priedlein  S.  380,  2-385,  3  (d.  i. 
die  Sätze  von  Elem.  I). 

fol.  140^-141'  =  Boetius  8.  385,  4-386,  23  (d.  i.  die 
Sätze  von  Elem.  II).  AmSchluss:  explicit  liber 
geometrice  artis  secundus.  Darauf:  incipit  liber 
III  Anicii  Manilii  Seuerini  Boetii  geometrico- 
rum  ab  Euclide  translatorum. 

fol.  141^-143'=  Boetius  S.  387,  1-389,  16  (Agrimen- 
sorisches ,  einige  Sätze  aus  Elem.  III— IV).  Am 
Schluss:  explicit  liber  III  Anicii  Manilii  Seue- 
rini et  Boetii  geometricorum  ab  Euclide  trans- 
latorum qui  continet  numerorum  causas  et  diui- 
siones  circulorum  et  omnium  figurarum'rationes 
extremitatium  et  summitatium  genera  angulo- 
rum  et  mensurarum  eipositiones. 

fol.  143 '—144^:  incipit  altercatio  duorum  geometiico- 
rum  de  figuris  lineis  et  mensuris. 

Schriften   der  röm.  Peldm.  I  S.  407,  8  bis 
409,  17. 

Am  Schluss:  explicit  altercatio. 

fol.  144^-145'  =  Schriften  der  röm.  Peldm.  I  8. 409,  18 
bis  410,  7. 

fol.  145'— 145^:  einige  Sätze'aos  Elem.  III;  am  Schluss 
einige  Zeilen  Agrimensorisches. 

fol.  146'— 149':  Agrimensorisches  in  dialogischer  Porm, 
ine.  quoniam  diuersae  formae  agrorum  . . .  des 
in   demonstratione  summitas  et  in  oonclusione 
extr^mitas  (vergl.  Schriften  der  rOm.  Peldm.  I 


fehlt. 


vgl.  fol.  7'  oben. 


fol.  7'-8\ 


fol.  8^-10' 
incipit]  om. 

■V. 

fol.  10' flgg. 

fehlt. 

fehlt. 


bis  fol.  12';  dann 
eine  kleine  leere 
Stelle. 

fehlt. 


fehlt 


fol.  12'. 


fehlt. 

bia  foL 

13'. 

fol.  13' 

-n\ 

fol.  13» 

-15». 

inrtorifctli  litiniiliclie  AMWhmg« 

8.418)*  Am  Sdilma:  «iptieit  AniuSi  Maiiilii 
Scmrini  et  BoetH  Bber  artis  geomfliriae  ab 
Badide  de  gieeo  in  hÜBoai  iraadatiis  qnartai. 


feUt  (tter  fBt  16^ 
Ins  16*  8.  oben. 
§oL  le^"  ist  leer, 
dannf  ftigfc  Ae- 


StUdke  Ten  Ib» 
CEoUae  II*  8»  w.). 

Ana  dieaer  Znaammeaatellniig  ei]giebt  eudi  bei  der  soastigw,  üebeceni- 
stimmnng  der  beiden  Battdaehiifken,  aaeb  in  einadnen  SehrabfeUem,  nnd 
bei  dem  biUieren  Aller  dea  BamK,  daaa  der  Sebreiber  fon  q  adae  Yorläee 
mebrfiMdi  nmgeataJtet  bat  Braftena  bftt  er  dnen  ganzen  Abaebnitt  aritth 
metiaeben  InbaUs  (f(d.l89^ — 1S4^  eiageeohaltet,  wobl  nm  etwaa  an  geben, 
daa  den  enrtan  Angaben  dea  Gai^telTerieicbniaaes  entaprBebe»  weksbe  (nneb 
Boeiii  opem  onuiin.  BadL  1570  p.  1541)  ao  bmten:  nam  in  primia  «m 
oportet^ ariihmetieam  artem,  quae  continet  nnmeromm  canaaa  ae  diniaionea, 
id  eei  qnalia  eei  difBnitio  ae  diniaio  de  paribna  imparibna  nameria»  qnalia 
eat  emnpontna  nnmema  et  qnalia  incompoaitaa,  qnalia  eat  perfecioa  nnmema 
et  qimlia  imperÜMtna»  qnalia  eat  diniaibilia  nnmema  et  qnalia  indiniaibilta, 
qnalia  eat  parüeniairbi  nnmentt  et  qnalia  anperpartiena,  qnalia  eat  anperflnna 
nnmema  et  qnalia  diminnttnna,  qnalia  eat  mnltiplex  nnmema  et  qnalia  anb- 
multiplex,  qnalia  eat  aolidna  nnmema  et  qnalia  apbaericna. 

Diese  Absiebt,  den  Bahmen  des  Capitelverzeicbnisses  auszufüllen,  ist 
nun  allerdings  nicbt  erreicht;  denn  das  arithmetische  Exeurs  besteht  nur 
aus  willkürlich  zusammengestöppelten  Brocken  aus  verschiedenen  Stellen  der 
Arithmetik  des  Boetius  (in  Friedlein's  Ausgabe  p.  66,  5~17;  4,  30  bis 
5,  6;*  66,17—18;  3,10—18;  9,8—11;  10,10—20;  12,14-19,6  —  12;  10, 
27-11,  1;  66,  18—67,  21;  39,  28—42,  10;  46,  6-17;  49,  23-26;  28,  6  bis 
30,3;  52,22-57,5),  worin  keine  der  Fragen  des  Capitelverzeichnisses 
ordentlich  beantwortet  ist.  Aber  eben  dadurch  ist  die  andere  Möglichkeit 
ausgeschlossen,  die  auch  sonst,  wie  wir  sehen  werden,  wenig  Wahrschein- 
lichkeit hat,  dass  nftmlich  das  arithmetische  Stück  wirklich  ein  echter  Be- 
stand theil  deijenigen  Schrift  sein  sollte,  wofür  jener  Capitelindex  ursprüng- 
lich verfasst  wurde. 

Weiter  hat  der  Bedactor  in  q  die  Unterschriften  der  einzelnen  Bücher 
mit  dem  Namen  des  Boetius  hinzugesetzt,  wovon  in  Bamb.  keine  Spur  ist; 
denn  eine  solche  in  der  wegradirten  üeberschrift  fol.  7'  suchen  zu  wollen, 
ist  gänzlich  unbegründet  Die  Unterschrift  unter  lib.  III  ist  sachlich  unzu 
treffend;  von  nnmeromm  causae  et  diuisiones,  mensurarum  ezpositiones 
u.  s.  w.  ist  in  diesem  Buche  keine  Bede;   es  könnte  eher  Unterschrift  des 


*  Diete  Stelle  lautet  p.  1542:  dob  tarnen  quae  de  DomeriB  a  Nicomacho  dif- 
fusiuB  disputata  sunt  uel  a  Varrone  de  mensuris  ostensa  sunt  moderata  breuitate 
coUegimoi.    In  der  Arithmetik  ist  von  Varro  keine  Bede. 


Dil 

(- 

w 
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ganzen  Werkes  seia.  Wabracbeinlich  ist  der  Redactor  eben  durch  die  Arith- 
metik, woraus  er  Escerpte  anfnahm,  darauf  gebracht  worden,  den  Namen 
des  Boetius  aucb  hier  anzubringen.  Die  Angabe  Ober  Euklid  als  Verfasser 
konnte  er  der  oben  S.  fiO  Amn.  angeführten  Stelle  entnebmeti,  und  An- 
leitung dazu,  den  Boetius  als  üebersetzer  aus  dem  Griechischen  zu  bezeichnen, 
hatte  er  in  dem  analogen  Verhältniss  bei  der  Arithmetik  (vgl,  z.  B,  S,  3,  10 
ea  quoe  ex  Graecarum  opulentia  litterarum  in  ßotnanae  orationis  thesaumm 
eumpta  conaeiimus). 

Endlich  scheint  derselbe  die  UmateUung  des  Stückes  fol.  129'"'  vor- 
ommen  zu  haben;  denn  gpgen  Lachmann,  Köm,  Feldm.  TI  S.  85,  halte 
Füb  die  Anordnuug  im  Bamb.  fUr  ursprünglicher,  weil  die  darin  erhaltene 
Dialogform,  wodurch  die  Zusammengehörigkeit  mit  dem  Stück  fol.  146 — 149 
(=^  fol.  13  —  15  Bamb.)  gesichert  wird,  leichter  ausgemerzt,  als  künstlich  her- 
gestellt werden  konnte,  üeber  den  Wortlaut  des  Bamb.  kann  man  sich  bei 
toetius  Opera  p.  1541 — 42  unterrichten ,  nur  ist  den  Fragen  ein-D(iscipulns), 
I  Antworten  ein  M(agister)  vorgesetzt. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  reineren  Ueberlieferung  des  Bamb.,  so 
springt  die  auch  von  Lacbmann,  Rom.  Fetdm,  II  S.  87,  hervorgehobene 
Thatsache  sofort  in  die  Äugen,  dass  iu  der  Vorlage  dieser  Handschrift 
Blättervers etzungen  stattgefunden  haben;  denn  fol.  13'  steht;  quodrilaterum 
fignraruio,  quae  circulis  ambiuntur,  was  den  Anfang  von  Elem.  III,  32  bildet; 
die  Portsetzung  aber  findet  sich  einige  Blätter  früher  (zwischen  fol.  10  und 
fol.  12']  so:  (sed  ab  aeterno  Creatore  formata)  e;i  adnerso  sibimet  anguli 
constituti  duobus  rectis  angulis  (anguti  fUgt  Bamb.  hier  hinzu,  während  es 
in  q  fol.  142'  mit  Recht  fehlt)  sunt  aequales.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
du  Stück  fol.  13'~'  ursprünglich  vor  dem  andern  (=  Boetius  ed.  Friedlein 

ip,  388,  3  flgg.)  stand.  Wenn  wir  ea  dahin  versetzen,  erhatten  wir  eine  bis  auf 
Unige  Auslassungen  und  Umstellungen  regelm&seig  fortlaufende  Reibe  von 
Ritzen  aus  Elem.  111.  nämlich  III,  12,  10,  13,  14,  1(>,  18,  19,  23,  24, 
BS,  27,  30,  31,  32;  dann  folgen  inmitten  einer  corrumpirten  Stelle  Reste 
^Onin,33  (es  hoc  igitur  manifestum  est  quoniam  si  a  puncto  circuli  due 
linee  recte  sese  contingant  et  sibi  inuicem  sunt  equales  super  dectaa 
rectas  lineas  circuli  describere  partes,  qne  datorectilineoan- 
gulo  unus  quis  euas  intus  circnlo  oportet  accipere  portiones),*  dann  IV, 
1-4,  6,  8,  12,  13. 

Durch  Blatter  Versetzung  kann  auch  der  Capitelindes  fol.  6'  von  der 
„altereatio"  fol.  13' — 16'  abgetrennt  sein.  Aber  schon  Jan  8,  439  bat 
bemerkt,  dass  wir  mit  der  blossen  Annahme  von  Blätterumstellungen  nicht 
anakommen;  dafür  ist  die  Zerrüttung  allzugross.  Die  Einschiebsel  Frled- 
lein  p,  375,  i  lapides  finales  (mit  Figuren],  p.  375,  IS  finitima  autem  linea 

*  Aehnlicfae  unverständliche  Worte  stehen  schon  frQher;  b, 
t,  13  qoat  unusquiiquc  intus  forma  oportet  accipere  portionea. 


M  Hitteriieh -menunaeh«  Abibeaiuig. 


est,  qoBe  aut  aliqua  obtenrftlioiie  aal  aliqiio  tenaiBilMii« 
▼atnr,  p.  378,  7  nemo  retistero  nUo  tempore  parti  eoBTemiUti 
p.  S78|  U  liic  de  eztraelneo  looo  dieit  —  hie  de  trigono  dkü,  pw  8^« 'A 
hie  trlgonns  (es  war  wohl  eine  Figur  da)  kGnnen  noeh  gaas  gat  ab  VeiH^ 
proben  oder  Olossen  betraohiet  werden,  die  irom  Bande  in  den  Tart'lp^ 
kommen,  wenn  auch  der  Znsati  p.  375, 11*  Wegen  seiner  StsUnng  ala^A^ 
siehtlioh  anssiehi  Aber  die  ZerstQekelnng  Ton  Elem.  III  kann  kwaa  iii'si 
einen  nngllnstigen  Znfiedl  erklftrt  werden.  Ausser  der  oben 
Beule  finden  sich  nimlieh  Sparen  davon  sowohl  in  dem  dUeeer 
den  Stllek  (Friedlein  p.  387, 1--388,  2)^  als  foL  IS^'—BOm«  IMteif 
p.408,  8--*7  (Elem.  m,  17,  9,  beide  comimpirt).  Aach  ist  es  aofbfiettli 
dass  £e  fremdartigen,  meist  agrimensorisehen  ZosStM,  die  oft  aar  ^wwdgi 
Zeilen  omtesen,  fiut  regelmSssig  bei  dem  Ende  eines  Absehnittea  wisder* 
kehren,  dae  doeh  nicht  immer  mit  dem  Blattende  sasammengefUleii  irii 
wird;  so  naeh  II  deft  Friedlein  p.  378  habebere  poooeosoroo^  mSk 
in  deff.  p.  379, 18  hio  trigonas  (s.  oben),  nach  lY  ML  p.  379,  ^  ^  Yüe* 
derholang  Ton  m  deK  6,  8  (die  oben  p.  379,  5—0  in  defeeter  OeetaU  in  q 
ttberliefeit  sind,  s.  die  Varianten  bei  Friedlein),  naeh  Elem.  U  das  gaia 
Terworrene  Stück  S.  387,  nach  Elem.  lY  die  hierher  nicht  gehMgen  Worte 
S.  389,  12—16,  endlich  foL  13^  nach  dem  ersten  Th«l  von  Elem.  m  ateige 
Zeilen  Agrimensorisches.  VergL  aaoh  die  Einleitang  Friedlein  p.  878,  97'4m 
374,  1.  Es  bleibt  also  wohl  nar  flbrig,  mit  Jan  anzanehmen,  dass  der  Com- 
pilator  die  ihm  yorliegende  Euklid -üebersetzung  excerpirie,  mit  seinen  agri- 
mensorisehen ZnsStzen  ausstattete  und  mit  dem  dabei  herauskommenden 
Unsinn  zufrieden  war.  Für  diese  Erklärung  der  Genesis  der  Compilation 
spricht  noch  ein  anderer  Umstand.  Nach  II  deff.  (Friedlein  p.  378, 13)  folgt 
in  q***  lly  1  etwas  yerstOmmelt  (s.  die  Varianten  bei  Friedlein),  und  ebenso 
nach  IV  deff.  (Friedlein  p.  379,  24)  IV,  1,  obgleich  beide  auch  unten  bei  den 
übrigen  Sätzen  von  II  und  IV  wiederholt  werden  (Friedlein  p.  385,  4;  388, 
23).  Das  kann  doch  nur  so  erklärt  werden,  dass  der  Compilator  eine 
Euklid -Üebersetzung  vor  sich  hatte,  wo  die  Definitionen  und  Sätze  [der 
einzelnen  Bücher  beisammen  standen;   daraus  hat  er  dann  zuerst  die  Defi- 


*  Ich  citire  hier  und  im  Folgenden  den  Wortlaut  nach  g,  weil  ich  vom 
Bamb.  keine  vollständige  CoUation  habe;  im  Wesentlichen  stimmen  sie  aber  genau 
überein. 

♦♦  Friedlein  p.  387,  1—4  ist  in  sehr  corrampirter  Fassung  -  s.  die  Varianten 
aus  q  —  Elem.  HI,  8;  p.  387,  6-8  erinnern  an  III,  9,  vergl.  Rom.  Feldm.  T  p.  408, 
5-6;  p.  887,  16  ist  der  Anfang  von  III  def.  It;  p.  8S7,  18  -21  scheint  III,  32  zu  sein, 
wenn  auch  die  Lesart  von  q  sehr  abweicht. 

^«  Auch  Bamb.  hat  II,  1  an  derselben  Stelle  —  Varianten:  his  quae]  his 
quibus,  qui]  que,  rectiangnlo]  rectiangula,  habebere]  conuenit  habere — ,  lässt  sie 
aber  dann  unten  p.  885,4  weg.  IV,  1  scheint  Bamb.  dagegen  wie  q  an  beiden 
Stellen  zu  haben;  an  der  ersten  hat  Bamb.  dieselben  Fehler  als  q,  nur  exitad 
statt  ezdtat. 
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nitionen  sSmmtlicher  BUcber  zusammengestetlt  und  darauf  die  S&tze  folgen 
lassen,  nahm  aber  aus  Veraehen  die  S&tze  II,  1  und  IV,  1,  welche  den  be- 
treffenden Definilionen  unmittelbar  folgten,  schon  bei  diesen  mit. 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultat,  dasa  der  Compilator  sein  bttbschea 
Werkchen  aus  zwei  veracbtedenen  Schriften  zuBammenatellte.  Erstens  be- 
nutzte er  einen  in  Dialogform  abgefassten  Eatcchiamus  des  Feldmessena. 
üeber  dessen  Inhalt  sind  wir  durch  den  Capitetindex  fol.  6^  ==  Boetü  opera 
p.  1541  unterrichtet.  Darnach  ist  der  ganze  arithmetiscbe  Theil  verloren 
gegangen;  er  war  natürlich  auch  in  Fragen  mit  kurzen  Antworten  in  De. 
finitionsform  abgefasst,  so  dass  auch  von  dieser  Seite  ber  das  arithmetische 
Excerpt  in  q  sich  als  unecht  erweist.  Von  dem  Übrigen  Tbeü  des  Eate- 
chismaa  haben  wir  üeberreste  in  der  „altercatio"  Bamb.  fol.  13' — 16' 
worin  die  meisten  Fragen  des  Capitel Verzeichnisses  beantwortet  werden;  nnr 
iat  die  Ordnung  eine  andere,  und  die  Ueberlieferung  hat  auch  sonst  gelitten. 
Zweitens  lag  dem  Compilator  eine  Euklid -Uebersetznng  vor,  die  wenigstens 
Definitionen  und  SHtze  von  Elem.  I  — IV  enthielt.  Davon  ,  dass  sie  auch  die 
übrigen  Bücher  enthalten  hätte,  ist  keine  Spur  vorbanden;  dagegen  ist  es  nicht 
unwabrscheinlicb ,  dass  auch  die  Beweise  dabei  waren;  sicher  ist  es  jeden- 
falls, dass  sie  Beweise  für  I,  1^3  hatte.  Das  gebt  daraus  hervor,  dass 
cod.  Gudianus  gr.  21  aaec.  X  (Ebert,  Zur  Handscbriftenkunde  II,  S.  12flgg. ; 
RCm.  Feldm.  I  8.  X)  von  derselben  Debersetzung  die  Definitionen ,  Fostntate 
und  NOd'ui  IVvuiot  von  Elem.  I  enthält  nebst  Elem.  I,  1—3  mit  den  Be- 
weisen Rom.  Feldm.  I  8.  377—381,  21).  Da  Gud.  weder  die  übrigen  Satze 
von  Elem.  I  noch  II  —  IV  bat,  welche  doch,  wie  wir  aus  q  Bamb.  ersehen, 
in  der  Cebersetzung  da  waren,  ist  es  ja  möglich,  dass  wir  in  Gud.  den 
Anfang  der  ursprUnglicben  Gestalt  derselben  haben,  and  dass  also  s&mmt- 
licbe  Beweise  da  waren, 

Ob  aber  diese  Uebersetzong  von  Boetius  herrühre,  ist  sehr  xu  be- 
zweifeln. Nicht  nur  giebt  ea  Differenzen  zwiachen  ihr  und  den  Euklid- 
citaten  in  den  echten  Werken  des  Boetius  (Philologus  XLIII  S.  518),  son- 
dern ich  möchte  auch  dem  als  Dcbersetzer  aus  dem  Griechischen  so  tbtttigen 
Boetius  mehr  Kenntnisse  der  Sprache  zutrauen,  als  unserem  Uebersetzer  zu 
Gebote  stand,  wenn  er  rpDfJit'iio  Ktxkovviai  (statt  KoliltsQat  I  def.  22)  über- 
setzt: trape;cia  calontae,  id  est  menaulae,  nominentur  (RtSm.  Feldm.  I  S.  379, 
2  —  3  nach  Gud.,  die  Uebrigen  lassen  calontae  weg);  auch  die  Leaart  von 
q  bei  Friedlein  p.  387,  1—3:  st  in  circulo  per  centnim  linea  qiiaedam  recta 
dirigatur  equandam  (I.  ef  quandam)  lineam  rectam  in  (I.  non  per)  centrum 
positam  in  dnas  aequaa  diuidet  (1.  diuidit,  et)  prorectus  eam  angutus 
eecat,  et  si  proporrectoa  angalos  etc.  scheint  auf  Miasverständniss  von 
rapö;  ög&aq  ZU  beruhen. 

Jedenfalls  entatainmt  unsere  uebersetznng  direct  dem  griechischen  Ori- 
ginal (aetimata  id  est  petitiones  p.  379,  S;  cjnae  ennye  Z.  17),  und  wegen 
einiger  guten  alten  Lesarten  (Stndien  üb.  Euklid  S.  217)  darf  s 
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spftt  angesetzt  werden.  Vielleicht  ist  sie  der  von  Teuf  fei,  BOnu  Litora- 
turgesch.  ^  §  489  erwähnten  wissenschaftlichen  üebersetzangsliterainr  des 
VII. — VIII.  Jahrhunderts  beizugesellen.  Mit  dem  Fragment  bei  Hnltscfa, 
Censorinus  p.  60  ügg,  hat  sie  nichts  zu  thnn.  Sie  muss  im  Mittelalter  ziem- 
lich yerbreitet  gewesen  sein,  wie  die  Aufnahme  in  mehrere  Handschriflen 
des  corpus  agrimensorum  zeigt  Auch  in  der  sogenannten  Geometrie  des 
Boetius  hat  sie,  wie  schon  berührt,  Platz  gefunden.  Von  den  übrigen 
Handschriften  derselben  (B^m.  Feldm.  II  S.  64  ügg.)  ist  mir  nicht  soYid 
bekannt,  dass  ich  den  Versuch  wagen  könnte,  ihr  Verhftltniss  zur  Ueber- 
lieferung  in  q  Bamb.  zu  bestimmen.  Nur  für  den  yon  Friedlein  zu  Omnde 
gelegten  cod.  Erlangensis  ist  dies  möglich.  Eine  Vergleichung  zeigt,  dasp  die 
Fassung  des  Erlang,  viel  mehr  yom  Griechischen  sich  entfernt,  also  umgestaltet 
und  weniger  rein  ist.  Doch  ist  es  unzweifelhaft  dieselbe  üebersetzang  und 
zwar  aus  derselben  Quelle  geschöpft,  der  q  Bamb.  entstammen.  Denn  bei  Fried- 
lein p.  388,  8  kommt  nur  der  letzte  Theil  von  III,  22  vor:  ex  aduerso  sibimet 
anguli  constituti  duobus  rectis  angulis  sunt  equales;  der  durch  Blfttterrer- 
setzung  in  q  Bamb.  losgetrennte  Anfang:  quadrilaterum  figoramm  quae 
circulis  ambiuntur  fehlt  mit  dem  ganzen  abgerissenen  und  versetzten  Stück 
yon  Elem.  III  (s.  oben).  Folglich  fand  der  Compilator  der  Boetius -Geo- 
metrie diese  Verstümmelung  in  seiner  Quelle  schon  vor,  sowie  überhaupt 
eine  Durchmusterung  der  unten  beigegebenen  Varianten  aus  E  ergiebt,  dass 
der  Schreiber  oder  Compilator  die  meisten  Schreibfehler  von  Bq  schon  vor- 
fand und  durch  (meist  ungeschickte)  Conjectur  beseitigte;  wir  haben  hierin 
wiederum  einen  entscheidenden  Beweis  für  die  späte  Entstehung  jenes  Schrift- 
stücks. Andererseits  aber  finden  wir  in  der  Boetius  -  Greometrie  eine  Reihe 
von  Sätzen  aus  den  Elementen ,  welche  in  q  Bamb.  fehlen ,  und  es  ist  nicht 
der  geringste  Grund  da,  die  Zusammengehörigkeit  derselben  und  unserer 
üebersetzung  anzuzweifeln.  Daraus  folgt  also ,  dass  für  die  Herstellung  der 
Boetius  -  Geometrie  nicht  q  Bamb.  gedient  haben,  sondern  eine  gemeinsame 
Quelle,  welche  die  alte  üebersetzung  vollständiger  enthielt,  und  dass  somit 
auch  die  Boetius  -  Geometrie  für  die  Wiederherstellung  derselben  heranzu- 
ziehen ist.  Ob  jene  vollständigere  Quelle  auch  die  Beweise  noch  hatte,  so 
dass  Elem.  I,  1  —  3  mit  den  Beweisen  (Friedlein  p.  390  —  392)  daraus  in 
die  Boetius  -  Geometrie  flössen,  ist  sehr  zweifelhaft.  Denn  der  Erlang,  ist 
ja  aus  sehr  verschiedenen  Bestandtheilen  zusammengestellt  (u.  A.  einer  agri- 
mensorischen  Aufgabensammlung  und  einer  Abacusabbandlung) ,  und  die 
Stellung  jener  drei  Beweise,  von  den  übrigen  Sätzen  aus  Euklid  abgetrennt, 
spricht  sehr  dafür,  dass  sie  einer  andern  Quelle,  etwa  einer  dem  Gud.  ähn- 
lichen Hds. ,  entnommen  sind. 

Diese  alte   üebersetzung   soll   nun   nach   der   Hypothese   von   Meyer- 
Curtze,    wenn   ich   sie  richtig   verstanden   habe,*  vollständig  für  alle  XV 

*  Der  Aufsatz  von  Cnrtze  ist  mir  hier  nicht  zugänglich;  ich  habe  in  Mün- 
chen eiuen  Auszug  daraus  gemacht. 
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Bücher  der  Elemente  in  R  erhalten  sein  und  dem  Adelhard  bei  seiner 
Uebersetzung  ans  dem  Arabischen  fUr  die  Wiedergabe  der  nfotnad;  gedient 
haben. 

An  und  für  sich  will  es  wenig  einlencbten ,  weshalb  denn  Adelhard 
nicht  alle  ?tpora'«ie  der  in  R  «nthalteuen  UeberBetiung  entnahm,  sondern 
sich  die  Mtlhe  gab,  nebst  sSmintlichen  Beweisen  auch  einige  SStze  nach 
dem  Arabischen  neu  z\i  übersetien.  Aber  es  können  aocb  starke  positive 
OrUnde  gegen  die  genannte  Auffassung  geltend  gemacht  werden. 

Von  Bedeutung  ist  hier  namentlich  die  Verschiedenheit  der  Termiöo 
logie,  die  sich  bei  genanerer  Untersuchung  in  R  zeigt.  80  wird  nai/äihikog 
bald  mit  alternus,  bald  mit  equidistans  wiedergegeben,  z.  B  : 

I,  30  alterne  uni  iterum  ipsae  rectae  lineae  adneraus  se  ipsas  ernnt 
altera  alteri  (=Boetins)*;  I,  38  triangula  que  in  coequalibuB  basibus  et 
in  eisdem  al ternis  Jineis  sunt  constitota  equalia  sibi  inuicem  snnt 
{=Boetius];  I,  39  oranes  duo  trianguli  eqnales  si  in  eandeni  basim  ei 
eadem  parte  ceciderit  inter  duas  lineas  equidistantes  erunt  (=  Campanus) ; 
I,  42  equidistantium  laterum  supt^rficiem  designare  cuius  angulus  sit 
■  iftDgulo  assiguato  equalis  ipea  uero  superficies  triangulo  assignato  equalis 
I^Bs  Campanus). 

An  der  zuletzt  angeführten  Stelle  heisst  TiaQaKltjlöyi/i'fifiav  superficies 
eqnidistantium  laterum,  dagegen  I,  44  iuita  datam  rectam  lineam  dato 
triangulo  dato  recülineo  paralellogramnm  equale  pretendendum  est 
(=  Boetius)- 

Ebenso  unvereinbar  sind  die  Uebersetzungen  des  griechischen  to  vnö  . . . 
TiTQuxöiiei'ov  ÖQ9oyäviav  bald  genau  dem  Griechischen  entsprechend  mit 
rectangnlnm  quod  sab  ...  coDtinetur.  wie  in  II,  8,  bald  ganz  ungriechisch 
als  Product  wie  in  11,  I:  ai  fuerint  duae  quarnm  una  indtuisa  et  alia  in 
quotlibet  partes  diuidatur  illud  quod  ex  dnctn  unius  earum  in  altera 
fiel  eqnum  erit  bis  qae  ei  ductu  Hnee  indiuise  in  unamquami[ue 
partem  linee  diuise  particulatim  rectiangula  producuutitr  (=^  Campanus). 

Hierdurch  erscheint  doch  die  Einheitlichkeit  der  üebersetzung  in  R  als 
äusserst  nnwahrscheinJich,  und  die  AbhSngtgkeit  der  wechselnden  Termino- 
logie von  der  jeweiligen  Debereinstimmung  mit  dem  Griechischen  oder  mit 
CampanuB,  die  oben  durch  die  parenthetischen  Zusfitze  angedeutet  wnrde, 
giebt  die  richtige  Auffassung  an  die  Hand:  R  ist  durch  Contamina- 
tion  zweier  Debersetzungen  entstanden,  deren  eine  nach  dem 
Griechischen,  die  andere  nach  dem  Arabischen  gemacht  war. 
So  wird  auch  der  Umstand  erklärlich,  dass  nur  diejenigen  Satze  in  R  mit 
Adelhard  stimmen,  welche  vom  Griechischen  beträchtlicher  abweichen,  was 
denn  doch  sehr  auffallend  wäre,  wenn  die  üebersetznng  in  R  dem  Adelhard 
^legeo    h&tte;    denn  wie   und   weshalb  sollte  er  gerade  alle  mit  dem 

edlein  herausgegebene  Qeometde. 
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grieehifldieB  Text  genau  Btimmenden  SStM  Msgement  und  mit  neueii  üeber 
Mbongeii  ans  dem  Arabischen  enetrt  haben? 

Für  diese  Entetehnng  von  S  sprechen  auch  andere  Merkmale.  Da« 
dem  Schreiber  Ton  JB  die  arabische  Tradition  gelinfig  war,  mnas  Meyer 
selbst  sngeben  angesichts  der  Definition  in  I:  alia  est  elinnam  (d.  L 
hehnnayn  Bhombns;  dasselbe  arabische  Wort  ist  dann  noch  anf  den  Fignrai 
des  Rhombus  und  des  Rhomboids  beigeschrieben),  nnd  er  erkllrt  skh  dw 
Sache  so,  dass  «der  tQdhtige  Sdireiber*  Ton  R  den  «ihm  bekannten*  Tsr- 
minos  einseirte.  Ist  nnn  schon  an  nnd  fttr  sich  diese  ErkUrang  hadeaHirt 
(JR  ist  sehr  sdilecht  geschrieben  mit  Tielen  argen  Fehlem,  nnd  die  Anwen- 
dung des  Terminus  auf  swei  verschiedene  Figuren  leigt  ja  eben,  dass  dsr 
Terminus  dem  Schreiber  nicht  bekannt  war)|  so  flUIt  mit  der  Annahms 
einer  Contamination  jeder  Ghrund  weg,  um  die  Interpolation  des  aialnsdieB 
Wortes  in  so  kflnstlicher  Weise  tu  erkllren.  Wir  haben  darin  nur  em 
besonders  greifbares  Beispiel,  wie  JB  überhaupt  tusammengeeohweisst  ist 

Charakteristisch  ist  auch  die  Lesart  in  JR  bei  den  petitiones.  Dia  üeber- 
sdhrift  lautet  wie  bei  Boetius  und  in  einigen  griechischen  HandadiriAen: 
petitiones  sunt  quinque,  aber  dennoch  wird  den  f&nf  auch  bei  Boetius  aaf- 
geflLhrten  noch  eine  sechste  beigefllgt:  item  duas  reetas  lineas  impoasibüs 
est  daudere  superfidmn,  welche  bei  Campanus  TOrkommt 


(Sohlass  folgt) 


Recensionen. 


Demente  der  analytisoben  Oeometiie  der  Oeraden  nnd  der  Eegehchnitte. 

PUr  den  Schulunterricht ,  sowie  mm  Selbstsludiura  bearbeitet  von 
Hbinricb  Drasch,  Professor  an  der  k.  k.  Staatü-Oberreaischule  iu 
Linz.  Mit  76  in  dea  Teit  eingedruckten  Figuren.  VUI,  112  S. 
Wieu  1889.  Alfred  Holder,  k.  k.  Hof-  und  üniveraitaUbuchhändler. 
Der  Verfasser  beschränkt  sich  auf  die  Anwendung  rechtwinkliger  Co- 
l^rdinatea ,  neben  welchen  nur  in  einem  kurzen  (dem  fünften)  Abscbaitte  Po- 
larcoordinaten  auftreten.  Von  geradlinigen  Coordinaten,  die  einen  andern 
Aienwinkel,  alü  den  von  9f)  Grad  bilden,  erfahrt  der  Leser  Nichts.  Es 
ist  nahezu  Belbstverst^ndlich,  dass  ihm  daher  auch  die  coujugirten  Durch 
tuesaer  der  Kegebchnitte  unbekannt  bleiben.  Die  Asymptoten  der  Hyperbel 
kommen  als  Tangenten  an  unendlich  fern  gelegene  Punkt«  vor,  andere 
Eigenachaften  derselben  werden  nicht  besprochen.  Der  sechste  Abschnitt 
behandelt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades,  als  welche  y^  +  axtf 
-{■bx'  +  ci/-\-dx  +  f^O  bezeichnet  wirdj  der  Fall,  in  welchem  die  Coefß- 
cienten  von  x^  und  von  y^  verschwinden,  wird  mit  keinem  Worte  erwtthut. 
Die  „Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  II.  Grades  mit  zwei  Ver- 
ünderlicheu "  in  §  34  ist  dementsprechend  eine  nichts  weniger  als  vollatän- 
dige.  Dagegen  sind  in  den  ersten  Abschnitten  die  I^age  von  Punkten  auf 
einer  Geraden  mit  Einschluss  der  dabei  auftretenden  Richtungszeicben,  har- 
monische Theilungen  und  harmonische  Strahlen,  Verbindungen  von  zvrei 
Geraden  zu  einem  Geradenpaar,  Pole  nnd  Polaren  beim  Kreis  wie  bei  den 
Kegelschnitten  verhältniBsmSasig  anaführlich  behandelt.  Damit  haben  wir 
die  wesentlichen  LUcken,  den  wesentlichen  Inhalt  des  Baches  angegeben. 
An  Anstalten,  die  gerade  diese  Theile  der  analytischen  Geometrie  ihrem 
Schulplaue  eingefügt  haben,  mag  man  da«  Werkchen  benutzen.  Der  ge- 
schilderte Rahmen  iät  nicht  ungeschickt  ausgefüllt,  und  insbesondere  ist 
einiges  Gewicht  auf  die  Lösung  von  in  denselben  passenden  Aufgaben  und 
Zahlenbeispielen  gelegt.  Cantor. 


Due  nouvelle  m^tbode  de  röaolntion  des  äqnations  linöairea  et  sar 

l'application  de  cette  m(:thode  au  calcul  des  determinants  par  B.  J. 
C'LAeeN,  cbanoine  da  la  cath6drale  de  Luxemhourg.  Paris,  Qauthier- 
Yillars  et  fils.  1889.  31  pag.  [Extrait  des  Annales  de  la  8ooiät6 
scientißque  de  Bruxelles,   12»  annfee,   1887—1888,  pp.  25.|j 
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Der  Grundgedanke  der  Daretellung  des  Herrn  Gissen  ist  folgender^ 
Eu  sei  ein  System  linearer  Gleichungen  zwiacben  x,y,  t,s,  ...  gegeben ,  deren 
drei  erst«  dorch  die  symbolische  Schreibweise  Si  =  0,  T,  =0,  Z,  ^0  sich 
darstellen,  wo  _  _         ,  j.      i         i  j      i 

r,  =  <i,a:  +  ^y  +  (^  »  +  rf,  a  +  ■ . 

Uan  siebt  sofort,  dass 

a,  y,-o,X,  =  (a,  6,-0,6,) y  +  (a,c,-a,c,}«  +  (a,(^-a,il,)9  4*^<t.i 
6,Z,-6,  r,  =  {a,6,~a»6,)a;  +  (c,6,-^6,)ji  +  (d,b,~d,bi)a  4.--.=2,  =  0. 
Ditea  Gleiebtingen  enthalten  die  erste  y,  die  zweite  x  mit  einem  and  dem- 
öelben  Coefficienten,  dagegen  die  erste  x,  die  zweite  y  nicht  mehr.  Ver- 
vielfacht man  daher  Z,  =  0  mit  —  (o,  fc,  —  o,6,)  und  T,  =  0  mit  B,,  sowie 
i2,^0  mit  Oj,  Bo  liefert  die  Addition  der  drei  Gleichungen  eine  neue 
QleiohuBg  Z,  =  0  "^ 

in  wdohv  s  und  y  fchlan  and  g  «nra  Coefficienten  A  bentib  &  lit  räi- 
lanohtend,  das«  in  ganz  Ibnliaher  Wein  ancb  noch  Olüohongan 

«bgeleitet  wwden  kOnnea,  deren  evate  jr  and  m,  dw«n  iw«to  s  vadßwtkt 
mehr  enthllt,  wShrend  die  berilglieliea  Coeffleienten  vsa  c  md  y  JeM  f, 
II"  heiasen.  Nnn  wird  faehuiptet,  bb  sei  R  =  R'=B'',  und  diesee  Pria- 
cip  der  gleichen  Coefficienten  wird  dnrob  den  Schlass  von  «  anf 
fl  + 1  bewiesen. 

Man  siebt  sofort,  wie  der  weitere  Verlauf  des  EliminatJonsTetfiüireos 
ist.  Die  Verbindung  ron  2g  =  0,  F,  =  0,  ^,=  0  mit  einer  vierten  Qmitd- 
gleichnng  5,  =  0  schafft  eine  neue  Gleichung  ohne  x,  y,  e  rx.  s.  w,  Dau 
das  Ergebnisa  dieses  Verfahrens  kein  anderes  sein  kann,  als  das  jede«  der 
Oblichen  Eliminationsverfahren,  ist  selbstverständlich,  aber  die  nene  Ab- 
leitung Usst  AnfSnger  deutlicher  erkennen,  wie  ea  kommt,  dass  die  Addition 
der  mit  gewissen  Factoren  vervielfachten  Grnndgteicbungen  zum  Versohwio- 
den  sfimmtlioher  unbekannten  bis  auf  eine  fUhrt,  und  darin  dürfte  in  d^ 
That  ein  Vorzng  liegen.  Verst«hen  wir  Herrn  Glasen  recht,  so  wOnscbt 
er  im  Unterricht  die  ganze  Detenninantenlebre  auf  dieser  Onmdlage  aitf- 
««'«'"*•  Cantob. 

Anfitollnng  Ton  n  Eftniginnen  anf  einem  Scbsohbrott  von  n*  Feldera 
derart,  dass  keine  von  einer  andern  geschlagen  werden  kann  (von 
fl  =  4  bis  fl=10),  von  Dr.  Ana.  Pein,  Oberlehrer  an  der  Bealschule 
in  Bochum.  Mit  7  Figurentafeln.  62  S.  Leipzig  1S?9,  in  Com- 
miasion  bei  Gustav  Fock. 
Seit  1850  ist  die  in  der  Ueberschrift  der  uns  vorliegenden  DmokBobrift 

genannte  Aufgabe  den  Freunden  combinatoriacber  Dntersnchungen  Torge) 


Eine  Anzahl  toh  Mathematikern  bat  ihr  Aufm  ericsam  keit  gewidmet,  unter 
denen  ich  nur  Oausa  zu  nennen  habe,  om  zu  bcneisen,  dass  es  um  eine 
Scharfsinn  beanepruchende  nud  Interesse  verdienende  Anfgabe  sich  bandelt. 
Gelöst  ist  sie  bis  auf  den  heutigen  Tag  nicht,  wenigstens  nicht  theoretiscb,  son- 
deru  nur  praktiscb,  indem  man  ein  allerdings  systematisches  Probiren  eintreten 
Vienn,  statt  der  langst  ins  Arithmetische  überaetiten  Fragestellung  auch  eine 
arithmetische  Antwort  folgen  zu  lassen.  Herr  Günther  dürfte  durch  eine  sehr 
glücklich  gewühlte  Bezeichnung  das  Probiren  wesentlich  erleichtert  haben. 
An  seinen  Aufsatz,  welchen  Herr  Pein  gleich  den  Arbeiten  der  übrigen 
Vorgänger  kennt  und  auch  den  Lesern  in  vortrefflichen  Auszügen  bekannt 
macht,  Bchliessen  sich  spätere  Versuche,  zuletzt  die  von  Herrn  Pein  selbst 
an.  Man  wird  sagen  dürfen,  ea  sei  jetzt  wohl  das  letzte  Wort  des  Empi- 
rikers gesprochen,  und  Tabellen  wie  Diagramme  lassen  zur  Verden tlithung 
Nichts  zu  wünschen  übrig.  um  so  wUnacbenswerther  erschiene  endlich 
einmal  eine  von  Jedem  Probiren  freie  und  unabhängige  Behandlung  der  Frage. 

Castor. 


Theorie   der  Con^jrnenzen   (Elemente  der  Zahlentbeorie)  von  P.  L.  Tscbe- 
BTSCHEFF.      Deutsch   mit  Autorigation  des  Verfassers  herausgegeben 
von  Dr.  Herhank  Scrapiba,  a.  o. Professor  an  der  Universität  Heidel- 
berg.    Berlin  1889,  bei  Mayer  &  Müller.     XVIII,  313  S.  und  31  S. 
Tabellen, 
Die   deutsche  Bearbeitung    ist   ziemlich  genau  40  Jahre  spüter  als  das 
VUSGiBche  Original   erschienen.     In   unserem   schnelllebigen  Jahrhundert  ist 
läas   eine  Friat,   innerhalb   deren   auch    die    verdienstvollsten  Werke  zu  ver- 
alten pflegen  und  nur  dann  neu  herausgegeben  werden,   wenn  ihre  Verfasser 
)ta  den  Klassikern  der  Wissenschaft  gehüren.     Diesen  Rang  nimmt  Tsche- 
byacheff  unzweifelhaft  ein.     Aber  auch  an  und  für  sich  war  der  wieder- 
holte Druck  eines  Buches  gerechtfertigt,  das  bei  der  geringen  Zahl  von  des 
Snssischen    kundigen  Lesern  so  gut  wie  unbekannt  geblieben  ist ,    während 
allgemein  bekannt  zu  sein  vollanf  verdient.     Schon  die  allgemeinste  An- 
ordnung  ist    ganz    verschieden    von   deijenlgen,    welcher   zahlentheoretische 
Werke    sonst    zu    folgen    pflegen,    und   schliesst  sich    eng   an   das   in  alge- 
braischen   Werken    Gebräuchliche    an.      Nach    wenigen    einleitenden    Sätzen 
erSffnet   ein   Capitel    über  Congruenzen   im    Allgemeinen   die  Untersuchung. 
Ea    folgen    die    Congruenzeu    ersten    Grades,    dann    die    Congruenzen    n"" 
Grades,    und    nun    erst    werden    die    besonderen    Fälle    betrachtet,    welche 
einerseits    durch   n  =  2,   andererseits    durch   Einschränkung    der  Gliederzahl 
auf  zwei    (binomische  Congruenzen)   sich  ergeben.     Eiponentialcongruenzen 
ii(a'=  A)  schlieasen  sich  an.     Damit  ist  die  eigentliche  Lehre  von  den  Con- 
abgeschlossen,  und  der  Verfasser  ordnet  ihr  die  Lehre  von  den 
iratischen  Formen  in  dv  W^<  i^a^a  er  von  Congruenzen  mit  zwei 
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tTobekannten  redet.  Wie  im  Allgemeinen ,  ho  ist  anch  in  jedem  einzeinen 
Capit«!  die  Dar&t«Uang  dnrchans  eigenartig.  So  fahrt  z.  B.  der  Sats,  dasa 
in  jeder  mjt-gliedrigen  arithmetiscben  Progression,  deren  Difiereni  d  lu  p 
tbeilerfremd  ist,  immer  genau  m  Glieder  durch  p  theilbar  sein  mflssen  (8. 17), 
tur  EntwickeluDg  der  GauBe'acben  ip-Function  (S.  22);  so  liefert  der 
Fermat'sche  Lehrsatz  (S.  50)  die  Auflösung  der  Congnienzen  ersten  Grades 
(8.  57);  so  zeigt  sich  der  Wilson'sche  Salz  (S.  73)  als  Folgerung  &ns  dem 
Batie,  dass  eine  Congraenz  m""  Grades  nicht  mehr  als  m  Wurzeln  besitzen 
kOnue,  es  sei  denn,  dass  alle  Glieder  Vielfache  des  Uodulos  p  zu  Coeffi- 
cienten  besitsen  (S.  70);  so  führt  der  gleiche  HÜfssatz  T9n  der  grSasten 
Anzahl  von  Wurzeln  einer  Congntenz  m*™  Grades  zum  Beneise  der  Anf- 
ISsbarkeit  der  Congmenz  mit  zwei  Unbekannten  «•  +  Äy^  +  JS  =  0  (modp) 
Duter  der  Voraussetzung,  dass  p  eine  Primzahl  und  kein  Theiler  von  A  ist 
(8.208)  n.  8,  w.  Der  Cebersetzer  des  vortrefflichen  Buches,  Herr  Scha- 
'  pira,  ist  Russe  von  Geburt  und  seit  1878  in  Heidelberg  wotmhafL  Et 
wir  aüö  dnrah  ToUstflndige  Behsnidiiuig  beider  SpTwdmi  inr  BMrt>Mfeag 
^ialuBiD  Toranibeatimmt,  und  er  fast  doh,  soweit  wir  bob  dem  deiitialita 
Texte  nÜem  m  beoTthulen  im  Stande  sind,  seiner  An^be  auf 's  Beete  ont- 
ledigi  Eine  ganie  B«be  TOn  klüneren  und  grOnenn  ZbsUho,  donh 
eekige  Klainineni  kenatUoh  gemaoht,  dienen  dun,  die  Bearbütrag  aodi 
folgerichtiger  und  Mekenloeer  ra  gestslten,  elt  sie  es  im  OrigÜMtl  Mhon 
wnr.  Wir  wissen  dafllr,  wie  fflr  die  ganie  VerOffentlicbnng  Herrn  Soha- 
pira  aufrichtigen  Dank.  Caktob. 

Znr  Lehre  vom  TTnendliehen.     Antrittsrede  zur  Debemahme  der  aoiser- 
ordentlichen  Professur  der  Mathematik  an  der  UniversitBt  Tübingen, 
gebalten  am  28.  Juni  1888  von  Dr.  W.  Franz  ICeybs  an  der  Berg- 
akademie Clausthal.     Tubingen  1889,  bei  H.  Laupp.     24  S. 
Als  Beferent  18Ö6  seine    „Orundztlge  einer  Elementararithmetik'   Ter- 
Sffentlichte,   stellte  er  an  die  Spitze  des  Garnen  den  Satz,  die  Mathematik 
sei  eine  Erfahrnngs Wissenschaft,   und  von  diesem  Glaubensbekenntnisse  ab- 
ingehen  hat  er  inzwischen  nicht  die  geringste  Veranlassung  gehabt.     Herr 
Mejer   dagegen    fordert,    die  Arithmetik   und  Analysis  sollen,    soweit  dies 
die  Eigenart  nnserer  Geistesanlagen  nur  irgend  znISsst,  als  ein  Bestandtbeil 
der  reinen  Logik  auftreten.     Ist  damit  ein  so  grundsätzlicher  Widersprach 
der   beiden   Auffaeaongen   an   den   Tag  gelegt,   dass  eine   Wtlrdignog  der 
gegentheiligen  Meinung  für  beide  ausgeschlossen  scheint?     Wir  glauben  es 
nicht.     Wir  ftlgten  damals  sofort  hinzu,  dass  die  Mathematik  auf  gewon- 
nener Erfahrungsgrundlage    mittels  Abstractioneu   weiter  baue,    und  Herr 
Heyer  Tcrschmfibt  es  keineswegs,  die  sinnliche  Wahmehnmng  zu  Hilfe  sa 
liehen,  um  mathematische  Begriffe  tu  erlfiutem,  wenn  nicht  zu  bilden ,  und 
darin  stimmen  wir  Beide  gewiss  Oberein,  dass  das  unendliche  nicht  Erfah- 


ruDgsergebnise  allein  Bein  kann,  sowie  darin,  dass  mit  einzig  philoaophi- 
Ecbeu  Redensarten  die  Schwierigkeit  des  ünendlicbkeitabegriffes  nicht  behoben 
wird,  Herr  Meyer  giebt  sich  in  seiner  anziehend  und  geachmackvoU  ge- 
schriebenen Antrittsvorlesung  als  Anbänger  derjenigen  Anschauungen  zu 
erkennen,  welche  seither  Toriügsweise  in  Herro  Georg  Cantor  und  Herrn 
Richard  Dedekind  ihre  Vertreter  fanden.  War  ea  dem  Letzteren  auch 
mehr  am  eine  anfechlungsfreie  EinfUhrung  der  Irraiionahabl  zu  tbnn,  so 
durfte  Herr  Meyer  doch  gerade  ihm  die  Begriffsbestimmung  entnehmen. 
ein  Inbegriff  von  Dingen  sei  unendlich,  wenn  er  mit  einem  Tbeile  seiner 
selbst  gleiche  Mächtigkeit  besitzt,  im  andern  Falle  dagegen  endlich.  Unter 
gleicher  Mächtigkeit  ist  dabei  diejenige  Eigenschaft  zweier  Mengen  verstan- 
den, welche  gestaltet,  je  ein  Element  der  einen  auf  ein  solches  der  zweiten 
und  umgekehrt  zu  beziehen.  Das  Verdienstliche  an  dieser  Definition  ist, 
nie  Herr  Meyer  sehr  richtig  hervorbebt,  darin  zu  finden,  dass  sie  zum 
ersten  Male  ein  positives  Merkmal  für  das  Unendliche  ausspricht,  welches 
früher  von  der  Sprache,  wie  von  dem  Mathematiker  immer  nur  ns- endlich, 
also  mit  negativem  Namen  genannt  wurde.  Cantob 

^Hnno  de  analyse  infloitealnial  por  P.  Goues  Teixeira,  Director  da  Äca- 

^H  demia  Polytechnica  do  Porto,  professor  ob  mesma  Academia,  antijo 

^^M  Professor  na  Universidade  de  Coimbra,  socio  correspondente  das  Aca- 

^H  demias  Reaes  das  Seien ciaa  de  Lisboa,  Madrid  etc.  Caiculo  Integral 

^M  (Primeira   parle).     Porto   1889,   Typographia  Occidental.      312  pag. 

^^1  Die   DiSereatialrecbnung    des   gleichen  Verfassers    ist    1887    erschienen 

nnd  8.  213  —  215  der  bist.-ht  Abth.  des  XXXIII.  Bandes  dieser  Zeitschrift 
BUgeieigt.  Der  I.  Band  der  Integralrechnung,  welcher  he-jte  uns  vorliegt, 
besttttigt  die  gute  Meinung ,  welche  wir  bei  jener  früheren  Gelegenheit  aus- 
sprechen durften.  Herr  Teixeira  ist  Mathematiker  der  neuesten  Schule 
nnd  hat  dementsprechend  in  sein  Lehrbuch  Dinge  aufgenommen ,  welche 
alteren  derartigen  Werken  durchaus  fremd  waren.  Dass  Herr  Teixeira 
einen  guten  T heil  seiner  Schulung  in  Paris  durchgemacht  hat,  dass  er  dem- 
entsprechend die  Schriften  des  Herrn  Hermite,  das  schnell  klassisch  ge- 
wordene Werk  des  Herrn  Darboux  über  Oberflächen  häufiger  als  Quellen 
benutzte ,  als  Werke,  welche  in  anderen  Sprachen  geschrieben  sind,  wollen 
wir  ihm  nin  so  weniger  verargen,  je  mehr  wir  die  Hochschätzung  der  ge. 
nannten  Schriften  mit  ihm  tbeilen.  Wir  wollen  auch  schon  darum  nicht 
ihn  der  Vernachlässigung  dieser  oder  jener  Untersuchungen  anschuldigen, 
weil  wir  nicht  wissen  können,  welchen  Inhalt  Herr  Teixeira  dem  II.  Bande 
der  Integralrechnung  aufgespart  hat.  Voraussichtlich  wird  dort  die  i'uoc- 
tionen theoretische  Richtung  mehr  eingeschlagen  werden  und  Gelegenheit 
bieten,    zu  zeigen,    dass  Herr  Teixeira  seine  für  einen  Romanen  seltenen 
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B^^cbkenntnisse  nicht  dazu  nur  angev&ndt  hat,  in  die  Zeitschriflen  der 
-nrsehied engten  LScder  za  schreiben,  sondern  in  jenen  Zeitecbrifleti  audi 
(Im  Abhandlangen  der  Eingeborenen  tu  lesen  and  sie  da  zn  benutzen,  wo 
TOB  ihnen  ans  die  Neugestaltung  mathematischer  Auffassungen  entfitandeo 
ist.  Wenn  wir  oben  bemerkten,  der  Inhalt  des  gegenwärtig  erschienenen 
Bandes  gehe  vielfacb  weit  über  das  binaus,  was  man  in  Siteren  Lehrbüchern 
finde,  so  l^lt  es  nicht  schwer,  insbesondere  aus  dem  1.,  2.  und  4.  Capitel 
Beiepiele  dafBr  id  nennen.  Das  1.  Capitel  ist  der  unbestimmten  Integration 
gewidmet.  -  Hier  ist  die  Aufgabe   behandelt,  den  algebraischen  Tbeil  dea 

/a(x) 
— — ^dx    KU   ermitteln,    ohne  die   Wurzeln   von   i(i{»)  =  0   ni 

kennen,  sofern  ip{x)  und  i^(a:)  ganze  rationale  Functionen  bedenten.  In 
dem  gleichen  Capitel  ist  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Gleichung  der  Uni- 
cnrsalcurTen  in  zwei  nene  Gleichungen  zerf^lt,  deren  jede  einzelne  eine  der 
Coordinnten  X,  y  als  rationale  rnnctiou  eines  Parameters  i  darstellt  Im 
2.  Capitel  wird,  vom  unbestimmten  Integral  ausgebend,  das  bestimmte 
Integnl  annittelt.  Wir  erwlbnen  hier  «ner  gannn  Anuhl  Ton  Hittal- 
wertlultsai,  wu  -welch«!  interessante  AnnShemng«n  sich  ergeben.  Im 
4.  CtfäM  finden  sieh  Anwendungen  bertimmter  Integitle  snf  die  Iiolm  n» 
den  Gleiekimgen,  insbesondere  snm  Beweise  des  Qanss'schen  Fnadameartri. 
sattes  der  Algebra  n.  s.  w.  Diese  wenigen  Anfllbmngen  dtlrftsn  geaUgen, 
unser  dem  nenen  Lebrbnohe  gtlnstiges  Ürtheil  zn  begrllnden.       Cabtok. 


Beitartge  nr  Theorie  und  Praxis  der  bralideiiTersiclienmg  von  Ober* 
lehrer  Dr.  Auo.  Wilh.  Wolf.     Programm  des  städtischen  Bealgjm- 
nasinme  zn  Leipzig  fUr  das  Schuljabr  von  Ost«m  1888  bis  Ostern 
1889.     [1889  Progr.  Nr.  529.]     40  S.  4".  worunter  28  8.  Text  nnd 
12  8.  Tabellen. 
Der   Verfasser   beginnt   seine   Abhandlung,    deren  Gegenstand   er   so 
gldcklich  zu  wShlen  wasste,  dass  das  Erscheinen  des  Programms  fast  genau 
mit  der  Erlangnng  von  Gesetzeskraft  des  Reichs  in  validengesetzes  insammen- 
tisf,  mit  einer  kurzen,  aber  hOchst  lehrreichen  Geacbicbte  der  einschlagenden 
deutschen  Arheit«n.    Nachdem  Htllsse  die  statistische  Thatsacbe  festgestellt 
hatte,    dass   gemBas  der  ans  Knappscbafts •  und  Fabrikscassen   ermittelten 
Zahlen  auf  je   1000  Arbeita^hige  jeden  Alters  durcheinander  gezahlt  68 
Invaliden  vorkommen,    sachte   Karl   Heim  diese   Zahlen   zn  deuten,    be- 
ziehnngsweiee    in   ihre  Bestandtheile  lu  zerlegen.     Wenn  mit  68  pro  Hille 
Arbeitsunfähigen  der  Beharrungs zustand   hergestellt  ist,   so  mnss  notbwen- 
digerweise  die  Zahl   der   unter  1000  Arbeitern  jährlich  invalid  werdenden 
der  Zahl  der  unter  68  Invaliden  jBfarlicb  Absterbenden  gleich  sein.     Letz- 
teren Brnchtheil  nahm  Heim  zn  3  Procent  an,  mitbin  2,04  von  68,   and 


I 


Bo  gewaon  er  0,003  als  Invaltditätsvahrschemlichkeit  des  gesunden  Arbeiters. 
Aber  diese  InTalidiiätenabrscheinlicbkeit  ^lerf^llt  nach  Eejm  selbst  wieder 
in  Ewei  einander  für  die  DiirchBcbaittszabl  gleicbe  S  um  mau  den ,  deren  einer 
vom  Alter  des  Arbeiters  unabhängig  die  durch  Natnrkrafte,  durch  das 
Gewerbe  drohende  Invaliditüt,  nahe  verwandt,  wenn  ancb  nicht  Qberein- 
Btimmend  mit  der  Dnfal  läge  fahr,  in  Zahlen  darstellt,  während  der  andere  in 
geometrischer  Progression  mit  dem  Alter  des  Arbeiters  nocbaend  die  bei 
fortschreitenden  Jahren  regelmässige  Kräfteabnatzung  misst.  Ist  also  die 
Invalid itätswahrscbeinlichkeit  nicht  eines  Arbeiters  überhaupt,  sondern  eines 
X-jäbrigen  Arbeiters  zu  bestimmen,  und  20  Jahre  etwa  das  Anfangsalter 
für  die  in  Rechnting  tretenden  Arbeiter,*  so  ist  die  Invaliditäts Wahrschein- 
lichkeit ix^a-\-f>.c'~^'\  Die  Constante  a  wurde,  wie  schon  erwähnt,  zu 
j. 0,002  =  0,'X)1  angenommen;  die  beiden  Zahlen  b,  c  wurden  auf  Grund- 
lage zweier  weiteren  Annahmen  berechnet:  Erstlich,  dass  mit  20  Jahren 
der  Summand  b.c^- '^"=1  =  0,0(^002  sei,  zweitens  dass  t^=l,  mithin 
0,00002.e"-'0-l-0,LX)l  sei  oder  c==f499bf)=l,22ii2.  Diese  ersten 
idlagen  der  üntersuchnng  gehen  bis  1855  zurück.  Seit  1868  etwa 
wandte  Angnst  Wiegand  der  hochwichtigen  Aufgabe  üeine  Aufmerksam- 
keit zu.  Die  79  Jahre  der  Hei ro'schen  Rechnung  erkannte  er  in  erster  Linie 
als  zu  hoch  und  ersetzte  sie  durch  71,  wodurch  ein  entsprechend  vergrüsser- 
tes  c  sich  berechnete,  üeberdies  veranlasste  er  den  Verein  deutscher  Eisen- 
bahn Verwaltungen ,  genaue  Zu sammenstel langen  aller  Zahlen,  die  sich  bei 
ihren  zahlreichen  Bediensteten  (1868;  62853  Angestellte,  1869r  73342  An- 
gestellte n,  s,  w.)  ergaben ,  zu  veröfientlicben ,  aus  welchen  weitere  Folge- 
ruDgen  abgeleitet  wurden.  Herr  Wolf  hat  neuerdings  die  Erfahrungen  von 
drei  Kassen  zu  prtlfen  gehabt,  um  über  die  Lebensfähigkeit  jener  Kassen 
selbst  ein  Ortheil  zu  gewinnen;  es  waren  dieses  die  Pensionsanstalt  der 
Genossenschaft  deutscher  BUhnenangehtfriger ,  die  Pensions- Zuschusskasse 
fOr  Beamte  der  deutschen  Reichspost-  und  Telegraphen verwaltnng  und  die 
Fensions-Zuschusskasse  der  Musikmeister  des  königl.  prenssischen  Heeres. 
Die  Zahlen  dieser  drei  Anstalten  sind  von  ihm  erstmalig  veröffentlicht.  Ein 
gemeinschaftliches  Ergebniss  der  sSmmtliclien  seither  angestellten  Untersuch- 
ongen  besteht  in  der  Unübertragbarkeit  der  Zahlen  von  einem  Berufe  auf  den 
andern.  Die  eigene  Statistik  einer  jeden  Kasse  liefert  auch  bei  weniger  reich- 
haltigen Berufen  einen  gesicherteren  Maassstab  für  die  Lebensfähigkeit  der 
Kaese.  als  die  Vermengung  mit  Zahlen,  welche  einem  andern  Berufe  an- 
gehören. Die  Invaliditfitacurven ,  welche  Herr  Wolf  als  Versinnlichung 
seiner  Rechnungen  gezeichnet  hat,  sind  besonders  lehrreich,  Sie  zeigen  bei- 
spiebweise,  dass  mßnnliche  BuLnenangehSrige,  Eisenbahnbeamte  und  Post- 
beamte einerseits,    weihliche  Buhnenmitglieder  und  Militärmusikmeister  an- 


*  Dem  InvalideD-Reicbtgeietie  entsprechend  sollte  dieees  Anrangejahr  nller- 
dingt  anf  das  16.  Jahr  gelegt  werden. 
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dereraeits  sw«  Gnippen  bilden,  deren  t weite  eine  Ton  Anfing  an 
steiler  ansteigende  InTaliditfttsonrve  besitii  Bei  den  Munkmeietaüi  Mll 
ein  gans  besonderer  Verlauf  Tom  58.  bis  som  61.  Lebenqahre  eili|  üa,  #| 
Cnrve  fUlt,  d.  h.  abo  die  Invaliditfttswahrscheinlichkeit  3  Jahre  img  §lk- 
nimmt,  nm  alsdann  fireiUeh  um  so  rascher  snsoaehmen« 

Haben  wir  somit  etwa  die  Hllfte  des  Textes  der  BerichtwilattiBf 
unterworfen,  so  kGnnen  wir  fiber  die  sweite  Hftlfite  rascher  hinweggehfla^ 
wiewohl  sie  die  eigentlich  wichtigere  ist.  Herr  Wolf  hat  nimlich  hi»  #s 
Formeln  abgeleitet,  nach  welchen  er  seine  Berechnungen  anstdlt,  und  aas 
Formeln  Iftsst  sich  der  Natur  der  Sache  nach  ein  Austug  nidii  geben.  Die 
Ableitung  selbst  bietet  aber,  gleich  der  der  weitaus  meisten  FiMrmeln  des 
Versicherungswesens,  keine  eigenüichen  mathematbchen  Sehwitfigfeeiteii, 
da  sie  der  Hauptsache  nach  nur  von  der  Summinmg  mehr  oder  weniger 
Terwickelter  geometrischer  Reihen  ablütaigi  Der  Fachmann  wird  die  For* 
mein  selbst  zu  benutsen  haben,  der  Laie  —  auch  der  mathematisdie  Laie 
—  lAsst  sich  daran  gentigen,  dass  sie  yorhanden  sind.  Cäxrrou. 


BnfBhrung  in  die  Wahrsdheinliehkeitdehre  tou  Dr.  Bbuho  Borobabdt^ 
Berlin  1889,  Verlag  von  Julius  Springer.    VI,  86  S. 

In  dem  Vorworte  spricht  der  Verfuser  von  dem  seitherigen  Mangel  an 
einem  Werkchen,  welches  eine  erste  Einf&hrang  in  die  Wahrscheinlichkeits- 
lehre als  Aufgabe  sich  setze,  und  soweit  man  den  Aussprach  auf  in  deut- 
scher Sprache  verfasste  Schriften  einschränkt,  ist  derselbe  Yollstfindig  ge- 
rechtfertigt. Hier  war  in  der  Tbat  ein  Bedürfniss  zu  befriedigen ,  und  wir 
dürfen  mit  Vergnügen  bezeugen,  dass  Herr  Borchardt  die  yon  ihm  er- 
kannte Lücke  unserer  Literatur  auszufüllen  verstanden  hat.  Dass  es  nur 
um  eine  Einftlhrung  sich  handelt,  dass  auf  86  Seiten  kein  Lehrbuch  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  gegeben  werden  kann,  ist  selbstverständlich, 
aber  doch  geht  Herr  Borchardt  weiter  in  seinen  Ent Wickelungen ,  als  es 
mit  den  Mitteln  der  ganz  elementaren  Mathematik  möglich  ist,  und  dadurch, 
dass  er  die  Anwendung  des  Integralzeichens  ab  und  zu  sich  gestattet,  ist 
er  in  den  Stand  gesetzt,  seine  Leser  nicht  nur  in  die  Anfangsgründe  der 
Wahrscheinlichkeitslehre,  sondern  in  diese  selbst  einzuführen.  Das  Bücbel- 
chen  zerfällt  in  vier  Abschnitte:  I.  Von  der  Wahrscheinlichkeit;  II.  Von 
der  Hoffnung;  HI.  Von  den  Ursachen;  IV.  Anwendung  auf  die  Lebensver- 
sicherung. Die  Namen  lassen  den  Inhalt  unschwer  erkennen.  Sollen  wir 
die  äussersten  Grenzen  angeben,  bis  zu  welchen  die  Darstellung  sich  er- 
streckt, so  nennen  wir  aus  dem  ersten  Abschnitte  die  Untersuchung  über 
bäufig  wiederholte  Ereignisse  und  über  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Abweich- 
ung von  der  wahrscheinlichsten  Combination  derselben,  also  die  Grundlage 
des  Gesetzes  der  grossen  Zahlen,  wenn  dieses  selbst  auch  (unserer  Meinung 
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nach  mit  unrecht)  nicht  genannt,  noch  ausgesprochen  ist.  Der  zweite 
Abschnitt  führt  bis  zam  Petersbarger  Problem.  Im  dritten  Abschnitte  ist 
von  der  Wahrscheinlichkeit  von  Ursachen,  beziehungsweise  von  der  der 
Wiederholung  eines  Ereignisses  die  Rede;  hier  wird  derselbe  Grenspunkt 
wie  im  ersten  Abschnitte  erreicht  Der  vierte  Abschnitt  ist  mit  17  Seiten 
etwas  stiefmütterlich  bedacht;  gleichwohl  wird  er  genflgen,  dem  Leser  so- 
viel von  der  Lehre  von  den  Lebensversicherungen  beizubringen,  als  erfor« 
derlich  ist,  die  Lust  nach  weiterer  Belehrung  in  ausführlichen  Fachschriften 
in  ihm  zu  erwecken.  Cantor 

Zum  Oesets  der  groMen  Zahlen.  Untersuchung  der  Ziehungsergebnisse 
der  Prager  und  Brünner  Lotterie  vom  Standpunkte  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, von  Emanubl  Czubbb.  Prag  1889,  Verlag  von 
H.  Dominicus.     41  S. 

Das  Zahlenlotto,  bei  welchem  ans  90  Nummern  jedesmal  6  gezogen 
werden,  and  ein  Gewinn  auf  alle  Diejenigen  füllt ,  denen  es  gelang,  eine 
der  mehrere  von  den  gezogenen  Nummern  zu  errathen,  gehOrt  zu  den 
Spielen,  welche  in  fast  allen  Lehrbflchem  der  Wahrscheinlichkei^f^^^^nang 
untersucht  werden.  Es  gestattet  die  Anwendung  verschiedener  Formeln  der 
Wahrscheinlichkeit  a  priori.  Aber  in  Staaten,  wo  es  geduldet  wirdt 
entfesselt  dieses  Lotto  auch  eine  blinde  Spielwuth  namentlich  der  unteren 
BevOlkerungsschichten  y  welche  nicht  selten  den  Schein  eines  einsichUvollen 
Spieles  anzunehmen  liebt  So  erklärt  sich  das  Enebeinen  von  Listen,  in 
welchen  sftmmüiche  Ziehungsergebnisse  der  Zahlenlotterie  in  Prag  und  in 
Brflnn  von  1754  bis  1886  gesammelt  und  abgedruckt  sind.  Sind  die«e 
Listen  einmal  vorbanden,  so  gestatten  sie  retch%he  Verwertbnng  in  der 
Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  a  poiteriori^  und  das  iirtdie  Auf' 
gäbe,  welche  Herr  Czuber  nA  neoerdings  gestellt  bat. 

Wir  wollen  einige  von  den  Einzelfngen  hervorbebes,  welche  er  der 

Untersuchung  nnterworfen  hat     Unter  den  90  NammerD,  ans  welchen  5 

gezogen  werden,  befinden  sieh  9  einziffrige  und  81  zweizsffrige.    Die  Wahr- 

scheinliehkeit  //*),  da«s  keine  einziffrige,  sondern  5  zweiziffrige  Nummern 

,      .  .    .81.80.79,78.77      64701     ^     ^^,     u^q^h^ 

ge«)genwerdeo,,»tii^.nmy^^g^^^«y^^^^  ^j^^^^i^Wm. 

Die  Wahrscbeinlidiikeit  p*^\  dMit%  neben   1  einziffrigeo  4  zweiziffrige  Kum- 

mem  gezogen  werden,  int    gr)  M  kk  kl'M  ^11^  j/*'«  0^/70 

n.  s.  w.  Die  T)i^ori0i  wurde  boa  nit  der  EdüsiirttAg  v^^k^o,  wekh«  aut 
Prager  und  21(pß  Brtexier  ZMMusgberiy4^iMM«  b^^vtaskl.  K*  wurdk 
die  AbweiicbttjDg  dtar  Ur^dbiMfiw  ui*d  4tci  Uy/UadbUittP  Zdbkci  4^- 
mitieH  o»d  dk  tJbeonAiM^b  aMlfi«4tMwr«B  wabrMJMsM^lkWi  ^htsmum  di0i9y»  At- 
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Mit  anderen  Worteo :  bei  jedem  in  der  Logarilhmentafel  unmittelbar  aaf- 
geacblageneu  Logarithmus  bleibt  der  Fehler  immer  unter  ^  der  letzten  De- 
cimale,  bei  jedem  interpolirten  Logarithmeo  unter  der  Einheit  der  letzten 
Decimale ,  sei  es  als  positiver,  eui  es  als  negativer  Fehler. 

Von  dieser  Grundwahrheit  geht  Herr  Stadtbagen  aus,  um  die  prak- 
tisch  hochwichtige  Frage  nach  der  Genauigkeit  logarilhmischer  Berechnungen 
SU  erörtern,  oder,  anders  ausgesprochen,  die  Frage«  wicvielstelliger  Loga- 
rithmen man  sich  7.u  bedienen  habe,  um  den  begangenen  Fehler  des  loga- 
xithmischen  Rechnens  in  gegebene  Grenzen  einzuschJieaaen  ? 

Er  bedient  sich  dazu  der  Formeln  der  Wabrscbeinlichkeitarechnung, 
aber  er  prüft  senie  Ergebnisse  auch  an  der  Hand  der  Erfahrung.  Es  giebt 
ja  glücklicherweise  Logarithmentafeln  von  der  allerverscbledensten  Äns- 
dehnutig  der  Logarithmen.  Wird  nun  eine  Rechnung  das  eine  Mal  mit 
m,- stelligen,  das  andere  Mal  mit  ffl^-stelügen  Logarithmen  ausgeführt,  und 
wedren  von  dem  zweiten  Ergebnisse  m^— »i[  Decimalen  gestrichen,  die 
letzte  Decimate  aber,  welche  stehen  bleibt,  unverSndert  belassen  oder  um  1 
erhöht,  je  nachdem  die  gestrichenen  Stellen  unter  ^  bleiben,  oder  diese 
Grenze  erreichen,  beziebungs weise  übersteigen,  so  ist  damit  der  PrUfungs- 
maassstah  der  mit  der  geringeren  Anzahl  von  Decimalen  ausgeführten  Rech- 
DUDg  gegeben  und  man  kann  Theorie  und  Praxis  vergleichen. 

Ausführlicheres  Eingehen  auf  die  angestellten  Rechnungen  und  Ver- 
Sache würde  die  Grenzen  eines  Berichtes  überschreiten,  während  das  hier 
Gesagte  schon  genügen  dtlrfte,  auf  die  inhaltsreiche  kleine  Schrift  aufmerk- 
sam zu  machen,  die  namentlich  dem  praktischen  Astronomen  die  werthvolj- 
■ten  Fingerzeige  zu  geben  angethan  ist.  Cahtor 


rv.  Millsr-Hauenfels,  Richtigstellung  der  in  bisheriger  Fasinng  nnrich- 
tigen  mechanisohen  Wftrmetheorie  und  Grnndzüge  einer  allgemei- 
nen  Theorie  der  Aetherbewegangen.  Wien  ISSC,  Verlag  von  Manz. 
Verf.  erklllrt  es  als  eine  willkUrbche  Annahme,  dass  die  innere  WUrme 
bloB  von  dem  Anfangs-  und  Endzustand  eines  Körpers  abhänge,  indem  er 
die  Unzalässigkeit  speciell  bei  den  Gasen  durch  Gegenübers  teilen  der  Resul- 
tate nachweist,  welche  entweder  aus  der  Theorie  gefolgert,  oder  durch  das 
Experiment  gewonnen  wurden.  Bei  der  Aufstellung  eines  neuen  Ausdrticks 
für  die  innere  Wärme  bemerkt  der  Verfasser,  dass  wir  bei  der  Erwärmung 
des  Constanten  Volumens  eines  Gases  zweierlei  wahrnehmen:  erstens  eine 
Erwärmung  unserer  Hand  und  zweitens  ein  Wachsen  der  Spannung.  Dann 
föbrt  er  fort:  „Da  hier  deutlich  zweierlei  Wirkungen  auf  dasselbe  Sinnes- 
organ (das  Gemeingefühl  zugleich  Tastsinn)  erfolgen,  so  werden  wir  auch 
nothwendig  annehmen  mUiisen,  dass  jede  derselben  ihren  besonderen  Energie- 
aafwand   erfordere."      Verf.    nimmt  daher  an,   dass  stets  ein  und  dieselben 


m  .  Hfalc«fa«h-m»MMiu  AbÜHÜing. 

Hcnw  T<Mpwitatr  nrf  Dradt  «npfadoi,  «tiinad  din  mi  nsdidnlBehar 
Mto  BlAt  «b  «llg«n^  ^ttig  b«faw)bM  winL  tUmm  ffinwaad  «Int  dw 
Verf.  nltet,  d»  «r  m  SeUtun  da  ante  Thattw  ia  siimii  Anteag  teMf 
swflekkeiBiiit,  indaa  ar  tawta  dfatM  lükwiBdM  dia  dtqipelte  SnargiMmhM« 

zu  rechtfertigao  sucht. 

In  der  allgemein  mathematischen  Ansdrucksweiae  fttr  Am  WixmiSaan 
ment  ist  die  Temperatur  veruachläsäigt,  weil  bei  ihrer  AofHellniff  1ä»  bis- 
herige Voraussetzung  einer  allgemein  gütigen  ÄbhBugi^nit  »wiwihe»  Tm- 
peratur,  Druck  und  Volumen  zu  Grunde  gelegt  wurdi.  Dmh  YwBWJhMb- 
aigung  sei  unstatthaft,  weil  sie  in  einem  beBonderen  Villc  mit  der  ■rfikh- 
rung  im  Widerspruch  steht,  aueh  werde  man  unter  oUgftr  A nmllllii  Hrf 
allgemein  nicht  integrable  Werthe  geführt. 

VorlSüfig  sieht  der  Verf.  von  jeder  Annahme  Über  daa  Bmi  dar  Mlri»- 
cule  und  deren  innerer,  uns  unsichtbarer  BevregungäWfltoe  ftb  nad  fiuit  dis 
durch  die  Warme  an  den  Körpern  hervorgebrachten  Bfwdt^nngen  «ikbek 
nur  als  das  Ergebnis«  anziehender  und  abstostender  Ctift*  tnS.  NwOBClv 
«Mdea  die  'Datandiiad«  «wiiah—  der  Mmin-  asd  Moleonbmaineliimg  her- 
TtngabobaB  «ad  dmaf  dw  BaAinii  gdiehrt,  dan  die  IMaonlana^ehaBg 
md  ibn  Ihdanartea,  iaebeMadne  dk  KzjstaiÜiMtwn  dMoflOto  dam  Qowti 
für  CaatnOkilfta  «ÜBriic«». 

Di»  eigaBartig»'AaflilaUiiqi  der  aUgeaeiaeB  Tenpe^rtwglaielniiff  fttUt 
•dbst  der  TMf,,  indem  er  sagt:  aUlUlige  Zweifel  gegen  die  Richtigkeit 
dieaer  Formel  werden  dadaroh  behoben,  daaa  sich  dieselbe  spKter  aas  der 
allgemeiaen  WSrmegleiofaung  ableiten  lasse.  Letitere  erleidet  je  nach  dem 
AggregBtzaatand  gewisse  Eflnongen.  Absichtlich  warde  die  gogenaiuite 
absolnte  Temperatur  vermieden,  weil  dieser  Begriff  nnr  fUr  Gase  zulSssig 
sei  und  in  diesem  Falle  als  Verdampf nngstemperatar  eines  als  vollkommen 
gedachten  Oasea  lu  bezeichnen  iritre. 

Bei  den  Oasen  ergiebt  sich  die  Abweiohnng  von  dem  Mario tte'schen 
Oeaetx  als  eine  Znsammenwirknng  dreier  Kräfte,  der  Hassen •  und  Holecn- 
laraniieliang  und  der  CohBsionskraft. 

Die  AnsdehnoDgscarven,  d.  h.  die  Besiehnng  zwischen  Volumen  und 
Temperatur,  beetehen  nach  des  Verfassers  Ableitungen  hei  Oasen  and  FlOs- 
aigkeiten  ans  Hyperbelzweigen,  hei  starren  KOrpem  jedoch  ans  einem  Pa- 
rabelstflck.  —  Bei  dem  Versnobe,  ein  Bild  von  der  Temperaturfunction  in 
den  drei  AggregatinstKuden  zu  erhalten,  dehnt  der  Verf.  das  Dulong- 
Petit'sche  Oeaetz  der  oonstanten  Atomwfirme  bei  starren  Körpern  zunSchst 
auf  Oase  aus  und  findet  hier  als  Constante  3,431,  welche  Zahl  mit  Rück- 
sicht auf  die  von  ihm  aafgeetellte  Formel  für  die  specifisohe  Wärme  bei 
constantem  Druck  der  Wahrheit  nSher  komme,  als  die  Zahl  6,..,,  welche 
für  starre  Eflrper  gefunden  worden  ist.  Auch  bei  den  FlOssigkeiteu  gelte 
das  Oeeetz  der  constanten  Atomwirme,  das  sieb  aber  direot  nicht  erkennen 
lasse,   weil  dee  swute  Qliad  ia  der  soeben  erw&hnten  Formel  zn  sehr  Tor- 
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di^keit  dttm  iwiogt  Leider  triilk  diee  in  dem  Torli^geiidea  IWle  wilk 
gen  AusiMihiueii  aioht  in;  denn  bei  dem  G^genttlmBldfoii  ^m&ftBBotkm 
Auflage  und  der  eisten  fehlen  oft  game  Partien,  namentlich  imv^m.'Jkatt^ 
nomie,  die  wir  sehr  nngem  Termiasen.  Dafilr  ist  s.  B.  tavM  IUmt  dii 
Phuieten  and  Planetoiden  gesagt  Aaeh  die  EiystaUqptik  kdimto  «aiMurt 
werden.  üeberaU  bemerken  wir,  daaa  der  VerfiMser  eifrigen  Städte»  iMiiifs 
nur  glauben  wir,  dase  er  dabei  übersehen  hat,  dass  ein  Sdudboek, 
welches  für  ein  gewisses  Alter  bestimmt  ist,  denselben  nicht  ki  4ieaem 
Maasie  fidgen  dar£  An  die  mattiematischen  Kenntnisse  der  Schiller  wmtan 
hohe  An^prOche  gemaehi,  «ich  die  Ansdrnckswöse,  wie  &  B.  jisiii  Bewif- 
liches  befinde  sich  etc^\  dürfte  manchmal  einfiusher  sein«  ^-  Was  die  inseeie 
Ansstattnng  des  Boches  betrifit,  so  kOnnen  wir  leidmr  die  BemQhimgea  des 
Verf.  nicht  nnbedingt  anerkennen.  Mit  Bllckricht  anf  die  Angen  hat  4!* 
Verf.  einen  nwdteren  und  deshalb  dentlicberen  Sats*  aage<»)&iietv  indessen 
fehlt  den  einaelnen  Bndistaben  die  Kraft,  so  dass  bei  Sdten  ohne  IMler- 
brechong  die  Angen  lucht  übeigdien,  wie  bei  einer  Handschrift,  weldMr 
die  Omndstriche  fehlen.  Den  lahlreichen  Figuren  fehlt  in  hohem  MaaBSS 
die  Einheil  Bei  den  Abbildungen,  weiss  auf  sdiwanem  Orunde,  weehealt 
SU  sehr  die  Striehdidke,  s.  B.  Fig.  804  und  205,  sodann  iSsst  der  schwaiü 
Grund  oft  sehr  su  wQnsdMu  übrig,  wodurch  allerdings  die  schlechten  Sehnig 
tafeln  gut  nadigeahmt  sind*  Hftufig  sind  die  neu  hergesteUten  V^goacm 
weniger  scharf  ausgefallen,  so  dass  man  nicht  einsieht,  weshalb  die  .alten 
▼erdrängt  worden  sind,  z.  B.  Fig.  99  der  1.  Auflage  und  Fig.  73  der  5.  Auf- 
lage. Zum  Mindesten  ist  es  störend,  dass  in  Fig.  77  die  Klammern,  welche 
die  Höhen  angeben  sollen,  stärker  sind,  als  die  Gefftsswände.  Fig.  44  ist 
perspectivisch  unrichtig.  Die  Ausführung  von  Fig.  71  erinnert  sehr  an  die 
Abbildungen  in  schlechten  französischen  Witzblättern.  Bei  der  Correctur 
hätten  die  Formeln  mehr  berücksichtigt  werden  sollen,  z.  B.  die  ungleichen 
Buchstaben  t  gegenüber  den  anderen  auf  S.  23.  So  gut  auch  das  Buch 
bezüglich  seines  Inhaltes  ist,  so  sind  wir  mit  der  äusseren  Ausstattung 
keineswegs  zufrieden,  besser  wäre  in  diesem  Falle  ein  Verzicht  auf  die 
Preisermässigung.  Mit  Bücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Schule  ist  die  vor- 
liegende Physik  sehr  vollständig,  während  die  Chemie  zu  stiefmütterlich 
behandelt  ist.  B^  j^^^^^ 


H.  Frbrichs,  Die  Hypothesen  der  Physik.  Ein  Versuch  einer  einheitlichen 
Darstellung  derselben.  2.  Aufl.  Norden  1889,  Verlag  von  H.  Fischer 
Nachfolger.     Preis  2  Mk.  50  Pf. 

Eine  eingehende  Besprechung  der  1.  Auflage  dieses  Buches  findet  sich 
im   25.  Jahrgange   dieser  Zeitschrift,    weshalb   wir   hier  darauf  verweisen 

"^^«^°-  B.  Nebel. 


H.  Frbricss,  Zur  modernen  HatnrbetrachtiiDg,  Vier  Äbbandlangen.  2.  Aufl. 

Norden  1889,  Verlag  von  H.  Fibcher  Nachfolger.    Preis  2  Mk.  50  Pf. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist  reiu  philosophischer  Natur  und  besteht  ans 

den  vier  Abhandlungen:  Zur  monistischen  NuturerklSrung.  —  Mechanismus 

und  Zweckmässigkeit  in  der  Natur.  —  Kampf  und  Entwickelnng.  —  Ethik. 

B.  Nbbbl. 

DzioBEK ,  Sie  mathemaüichen  Tbeorifln  der  Planetenbewegnngen.  Leipzig, 
1888,  Verlag  von  J.  A.  Barth.     Preis  9  Mk. 

Der  Verf.  hat  sich  der  höchst  verdienstlichen  Aufgabe  unterzogen,  ilie 
klassischen  Arbeiten  der  grossen  Mathematiker  Über  das  Problem  der  Be- 
wegung der  Himmelskßrper  in  einem  kurzgefassten  Lehrbuche  einheitlich 
zusammenzufassen,  um  dadurch  die  Anwendung  der  analytischen  Mechanik 
auf  die  Astronomie,  das  grossartigste  Beispiel  in  der  Natur,  einer  grossen 
ZabI  von  Mathematikern  zugänglich  zu  machen,  welche  sich  nicht  mit  dem 
Quellenstudium  befassen  können.  Die  meiaten  bisherigen  Zusammenfassungen 
der  Theorien  der  Planetenbewegungen  sind  mehr  elementarer  Natur,  wah- 
rend das  vorliegende  Werk  volle  Wissen schaftlicbkeit  verfolgt  und  dabei 
zugleich  die  neuesten  Untersuchungen  mit  berücksichtigt  und  die  jetzt  schwe- 
benden Fragen  kennzeichnet.  Mit  Recht  dürfen  wir  daher  dem  Verf.  zu- 
gestehen, mit  diesem  Lebrbucb  eine  LOcke  in  der  bestehenden  Literatur 
ausgefüllt  zu  haben. 

Was  den  Inhalt  selbst  betrifft,  so  zerfällt  derselbe  iu  drei  Abschnitte. 

Der  erste  geht  aus  von  dem  Newton  'sehen  Gravitationsgesetz  und 
>ehftndelt  die  Lösung  des  Problems  zweier  Körper,  dem  eine  kurze  gescfaicbt- 
icbe  üebersicht  folgt.     Daran  scbliesst  sich  an  das  Problem  der  n  Kdrper, 

welches  die  allgemeinen  Integrale  aufgestellt  werden.  Die  weitereu 
Fntersucbungen  werden  wegen  des  symmetrischen  Formelbaues  nur  auf  das 
roblem  der  drei  Körper  ausgedehnt,  darauf  folgt  noch  die  Behandlung 
tner  Reibe  epecieller  FfiUe.  Den  Scbluss  bilden  geschieh tliche  Notizen  Über 
I  Problem  der  drei  Körper. 

In  dem  zweiten  Abschüttle  werden  die  allgemeinen  Eigenscbafteu  der 
Integrale  einer  näheren  Betrachtung  unterzogen.  Den  Ausgang  hierzu  bilden 
die  Poiseon'sche  nnd  die  Lagrangs'sche  Formel  mit  ihrer  Entwickelung 
fdr  die  Elemente  der  eiliptiecheD  Bahn  der  Planeten  um  die  Sonne.  Am 
Bchlusse  erhalten  wir  wieder  einen  geschichtlichen  Deberblick  Über  den 
Inhalt  des  zweiten  Abschnittes. 

Der  dritte  Abschnitt  nmfasst  die  Theorie  der  Störungen.  Zunftchst 
wird  unser  SonoeuByatem  betrachtet  als  ein  System  von  n  Punkten,  woran 
aicb  die  Bahnen  der  Planeten  um  die  Sonne  anechliessen.  Dies  giebt  den 
Anlass  zu  der  Theorie  der  absoluten  Störungen,  für  deren  Berechnung  sich 
verschiedene  Formeln  aufstellen  lassen.    Nachdem  die  analytischen  Ausdrucke 

I  ttliL-lll.  Ab(h)E  d.  Ztltichi.  (.  Math.  ■.  Vtijt.  XXZV,  1  „^ 
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der  StOnuigen  ennittdt  sind »  inxi  va  der  Yariatioa  der  Elemeate  li# 
aagenfiherten  Inti^gnitioii  der  Dir  diese  anfgesteUten  Diiereiitiilc^Bidiiiigin 
Obergegangen,  üomitMbar  darauf  folgen  die  sSculaien  Werthe  der  IjkpniintB 
and  deren  Variation,  sowie  eii|e  Yerbindang  der  Theorie  der  abeolnta^  (SMS- 
rangen  mit  der  Tbeor^  der  Variation  der  Elemente.  Trots  dieeer  SUfapngiB 
bleibt  aber  die  Stabilittt  des  Flaaetensjsteme  erhalten,  and  ebenao  wird  äBe 
ünverSnderlichkeit  der  grossen 'Axen  nachgewiesen.  Nach  einer  konen  Ge- 
schichte der  StÖrongstheorien  macht  der  Verfasser  noch  einige  Bemerkni^iMi 
sn  den  am  SeUossa  be^iefflgten  Tabellen,  weldie  nadi  LoTerrier  iirod 
Newcomb  für  anser  Pkmetensjrstem  die  namerischen  Werthe  der  in  der 
allgemeinen  Theorie  eingeftihrten  OrOssen  enthalten. 

Es  ist  wohl  als  sicher  ansonehmen,  dass  sich  dieses  Werk  bald  eine 
grosse  Zahl  von  Frennden  erwerben  wird,  and  wir  sehen  gern  den  weiterai 
Theilen  entgegen,  welobe  die  Theorie  der  Rotation  der  KOiper  um  üuen 
Sdiwerpankt,  die  Theorie  Ton  Ebbe  and  Flath,  der  Gestalt  d«r  ESiper 
amfiusen  werden. 

Nidit  unerwBhnt  mag  die  ▼orsOgliche  Aasstattang  des  Werkes,  ins* 
besondere  der  ObersichtliGhe  and  exacte  Drack  der  Formeln  bleiben. 

B.  Nnub. 


C.  BoHN,  Heber  Linseniasammenstellangen  uad  ihren  Ersatz  durch  eine 
Linse  von  vernachlässigbarer  Dicke.  Leipzig  1888,  Verlag  von  B.  6. 
Teubner. 

Li  dem  vorliegenden  Werkohen  wird  die  Lehre  von  der  einer  Linsen- 
zusammenstelJuDg  äquivalenten  einfachen  Linse,  welche  Bilder  derselben  Art> 
Stellung  und  Grösse,  wie  die  Zusammenstell ang,  aber  an  anderem  Ort  wie 
diese  liefert,  erweitert  durch  die  Untersuchung  über  eine  Linse,  welche  eine 
Bedingung  mehr  als  die  äquivalente  erfüllt,  nämlich  die  Bilder  auch  am 
richtigen  Orte  entwirft.  Dabei  ergiebt  sich,  dass  die  Brennweite  dieser 
Ersatzlinse  und  die  ihr  anzuweisende  Stellung  mit  der  Gegenstandsweite 
sich  ändern ,  dass  der  Ersatz  nicht  immer  vollständig ,  zuweilen  nur  unvoll- 
ständig, zuweilen  gar  nicht  möglich  ist 

Li  dem  allgemeinen  Theile  wird  ein  Vergleich  zwischen  der  Aequivalent- 
linse  und  der  Ersatzlinse  angestellt,  wobei  sieb  die  Bedingungen  ergeben 
unter  welchen  die  Aequivalentlinse  zugleich  Ersatzlinse  werden  kann.  Nach 
Berechnung  der  Fandamentalpunkte  werden  die  Bilder  und  deren  Artände- 
rung für  die  drei  Gruppen  von  Linsenzusammenstellungen  einer  eingehenden 
Discassion  unterzogen  und  dabei  der  Sjmptose  besondere  Aufmerksamkeit 
geschenkt.  Indessen  sind  die  gewonnenen  mathematischen  Ausdrücke  keines- 
wegs übersichtlich,  so  dass  es  angezeigt  war,  in  dem  „besonderen",  weitaus 
grösseren  Theile  des  Baches  eine  Reihe  von  Sonderfällen  über  den  Abstand 
der  Linsen  für  sich  zu  behandeln,  wobei  sich  eine  Menge  interessanter  Be- 


F:^bnD^ii,  wie  z.B.  ffir  die  teieakupiachen  Systeme ,  ergeben.  Darch  sorg 
^ftltig  dnrohge rechnete  Zahlen beispiele,  welche  in  tabellarischer  Form  zn- 
sammoDge stellt  sind,  erhBlt  man  Ibr  die  betreffenden  Sonderftlle  einen 
genauen  Einblick  in  die  Veränderungen,  welche  die  verschiedenen  Grössen, 
die  Bilder  nnd  deren  Art  infolge  einer  zunehmenden  Gegenstands  weite  er- 
leiden. Gleichzeitig  ergeben  sich  hierbei  die  Grenzen,  innerhalb  welcher 
eine  Ersatzlinse  überhaupt  möglich  ist.  —  Wenn  auch  die  Ersatzlinse  für 
die  praktischen  Bedürfnisse  von  keiner  so  grossen  Bedeutung  ist,  wie  die 
Aequivalentlinse,  so  gewährt  sie  doch  manchen  wdnschenswerthen  Aufschluse, 
weshalb  das  vorliegende  Buch  nur  bestens  empfohlen  werden  kann. 

B.  Nebel. 

^ela8tical  reaearches  of  Barrä  de  Saint  •Tsnant  (Eitract  from  Vol.  II 
of  Tödhunter's  Historj  of  the  theory  of  Elasticity)  by  K.  Pbasbok. 
Cambridge,  üniversitStadruckerei.  1889. 
Den  vorliegenden  Band  müssen  wir  gleichsam  als  einen  Theil  des 
2.  Bandes  von  Todbunter's  Geschichte  der  Elasticitätstheorie  betrachten; 
er  trägt  seinen  Titel  zu  Ehren  von  Saint-Venant,  welcher  innerhalb  35 
Jahren  zahlreiche  Üntereuchungen  auf  diesem  Gebiete  geliefert  und  Änderen 
dadurch  Anregung  gegeben  und  neue  Ideen  geweckt  hat.  Somit  darf  Saint" 
Venant  mit  Recht  als  Uepräsentant  in  diesem  Zweige  der  Wissenschaft 
nährend  des  genannten  Zeitraumes  bezeichnet  werden.  Seine  Untersuch- 
ungen, welche  sich  durch  Scharfe  und  Klarheit  auszeichnen,  sind  insofern 
von  grosser  Bedeutung,  als  sie  neben  der  Theorie  auch  der  Praxis  Rech- 
nung tragen.  Vervollständigt  werden  dieselben  durch  die  Arbeiten  seiner 
Zeitgenossen,  so  dEtss  wir  ee  wirklich  mit  einer  Geschichte  zu  tbun  haben. 
Gerechtfertigt  wird  auch  die  Herausgabe  dieses  Sonderbandes  dadurch,  dass 
nach  dem  ursprünglichen  Plane  von  Todhunter  nur  zwei  Bfinde:  die  Theorie 
und  die  Geschichte  der  EtasticitSt  in  Aussicht  genommen  waren,  wornach 
sich  eine  Reibe  wichtiger  Abhandlungen  weder  in  dem  einen,  noch  in  dem 
andern  Bande  unterbringen  lieasen.  Sicher  btttte  Todhunter  seinen  Plan 
noch  geändert,  wSre  er  nicht  au  früh  durch  den  Tod  abberufen  worden. 
In  richtiger  Beurtheilung  der  Verhaltnisse  ist  der  Verfasser  von  dem  ur- 
sprünglichen Gedanken  abgewichen,  was  nur  im  Interesse  des  ganzen  Werkes 
sein  kann,  denn  nunmehr  ist  dasselbe  bis  auf  die  neueste  Zeit  ausgedehnt. 
^^  B,  Nebel. 

^^Li  Mann,   Der  Feoentoff.     Sein  Wesen,   seine  bewegende  Kraft  nnd  seine 
^^V  Erscheinungen   in  der  unorganischen  und  organischen  Welt.     Berlin 

^M  1888,  Verlag  von  H.  Steinitz.     Preis  2  Mk, 
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Dm  TorGegmäfb  WetUbm  lerftUt  in  sw«  Absohnittei  Ton  welohaii  dtr 
ante  die  modene  Potentialtheorie  omfiMBi.  Der  TerCuaer  eueht  darin  die 
IBnflÜlii^t  deredben  naelmweiaen,  indem  er  dabei  eingehender  behandalt 
^  Maanrnianrinhnng  and  den  Aether,  die  lieaanng  der  Kraft,  die  potantieUe 
Enei^,  die  relativen  Bewegongen,  die  kinetiaehe  Wkrmetheorie.  Ala  Sraati 
dafllr  denkt  er  sieh  einen  FeneratoflFi  weloher  die  intramoleeBbuen  Btome 
anafiUlt  and  dnrehatribnt.  Dem  Weaen  and  den  Wirknngen  dieace  Fener- 
atollea  iat  der  sweite  Abedmitt  gewidmet  Ansgehend  ron  der  Oeatalt  nnd 
riomliehen  Lagenmg  der  Atome,  kommt  dar  Verf.  auf  daa  Weaen  dea 
FeneratoffBa,  welehem  die  merkwürdige  Eigenaehaft  angeschrieben  wird,  daaa 
er  in  Teraehiedenen  Aggregatinatibiden  exiatiren  kann.  Den  Sehlnas  bilden 
die  Krifle  des  Feueratoft  in  der  nnoiganiachen  Welt  nnd  die  Eraeheinnngen 
dea  Feneratoft  in  der  organischen  Welt  So  eigenthfimlich  nna  nach  dieaer 
aweite  Abschnitt  berfihren  mag,  so  anr^^d  wirkt  doch  der  erste,  indem 
er  gleichsam  anfeaert,  selbst  Kritik  an  den  Torhandenen  Theorien  anasn- 

'^^«^  B.Nnnni. 

DAunnn,  Vebnngalindi  inm  Btndiam  dar  elementaren  Mechanik.  läne 
An^abensammlnng  tdat  Lehrer  and  Stadirende  an  mitüeren  nnd 
höheren  UnterriAtaanstalten,  Mit  62  Abbildungen«  141  8.  Wiea 
1889,  Veriag  von  A.  HOlder.    Preis  2  Mk.  40  Pf. 

Vorliegende  Aa^bensammlnng  soll  daso  dienen,  die  Mechanik  aach 
schon  in  den  Mittelschnlen  einznftihren,  damit  der  Schfiler  durch  die  prak- 
tischen Anwendungen  fftr  diese  Wissenschaft  erwärmt  wird.  Die  Aufgaben 
selbst  sind  so  gefasst,  dass  sie  zum  Nachdenken  auffordern.  In  506  Auf- 
gaben werden  die  Lehren  der  6eo-,  Hydro-  und  A^romechanik  eingeübt, 
deren  Lösungen  im  Anhang  zu  finden  sind.  Zuletzt  sind  noch  eine  Reihe 
wflnschenswerther  Tabellen  beigefügt 

Die  gediegene  Ausstattung  und  die  klaren  Figuren  empfehlen  schon 
ftusserlich  auf's  Beste  dieses  Buch.  ^  Nssni« 


C.  Pab8t,  Leitfitden  der  theoretischen  Optik  zum  Gebrauche  auf  höheren 
ünterrichtsanstalten  und  beim  Selbstunterricht  100  S.  Halle  a.  S. 
1888,  Verlag  von  H.  W.  Schmidt    Preis  1  Mk.  25  Pf. 

Gewöhnlich  versteht  man  unter  „theoretischer  Optik  **  etwas  ganz  An- 
deres, als  Das,  was  der  Verf.  hier  zusammengestellt  hat;  er  hätte  sich  mit 
einem  bescheideneren  Titel  begnügen  sollen. 

Der  Verf.  glaubt,  dass  in  den  gebrSuchlichen  physikalischen  Lehr- 
büchern die  Optik  meist  nur  experimentell  dargestellt  sei,  weshalb  er  die 
mathematische  Behandlung  der  wichtigsten  Gesetze  der  Optik  eines  beson- 
deren Buches  würdigt  und  dasselbe  mit  zahlreichen  Aufgaben  ausstattet. 


Hit  Rücksicht  aaf  die  Änforderang  der  GyniDasieii  erstreckt  sich  das 
fferkohen  nur  auf  die  Gesetze  der  Hefleiioo,  der  Brechung  nnd  Dispersion 
des  Lichts.  Für  die  Anordnung  und  Behandlung  des  Stoffes  können  wir 
uns  nicht  erwärmen  \  das  Ganze  erinnert  zu  sehr  an  ein  Geometriebuch  '■ 
zuerst  Lehrsatz,  dann  Beweis.  Die  Spiegel-  und  Linsengesetze  gebSrea  nach 
unserer  Ansicht  von  eini.m  Gesichtspunkte  aus  behandelt,  me  es  i.  6.  in 
Joehmann's  Fbjeik  theilweise  angedeutet  ist,  damit  der  Schulet  das  Ganze 
leichter  öberiehen  kanu ,  rtatt  genöthigt  zu  sein ,  sich  durch  eine  Masse  von 
Lehrsätzen,  Beweisen,  Folgerungen  u.  b.  w.  durchzudrBngen.  Der  Verf.  ist 
eben  ein  Mathematiker  und  kein  Physiker,  sonst  halte  er  nicht  in  der  vor- 
liegenden todten  Weise  die  Optik  behandeln  können.  Die  elegante  gra 
phiscbe  Bestimmung  der  Brechung  in  Prismen  und  Linsen  scheint  dem  Verf. 
nicht  bekannt  zu  sein.  B  ^^^^ 

Ik.  Stbimbauser,    Die  Lehre  von  der   Aufstellung   emplrisoher  Formeln 
mit  Hilfe  der  Methode  der  kleinsten  ftaadrate  für  Mathematiker, 
I  Physiker  und  Techniker.     Mit  15  Figuren.     292  S.     Leipzig  1889, 

I  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

Verf.  theilt  in  dem  Vorwort  mit,  dass  er  an  keine  seiner  vielen  lite- 
rariBchen  Arbeiten  mit  solcher  Lust  gegangen  sei,  wie  an  die  Bearbeitung 
dieses  Werkes,  Das  Nämliche  könnten  wir  bezüglich  der  ßecension  sagen; 
denn  wer  sich  experimentell  beschäftigt,  ist  vielfach  genölhigt,  seine  Be- 
obachtungen in  empirischen  Formeln  auszudrücken.  Die  Anleitung  hierzu 
muBste  man  sich  bisher  meistens  selbst  geben  oder  sich  mühsam  aus  anderen 
Arbeiten  erwerben.  Es  ist  deshalb  ein  grosses  Verdienst  des  Verf.,  diesem 
zeitraubenden  Debelstand  abgeholfen  zu  haben,  wodurch  er  sich  den  Dank 
namentlich  von  Seilen  der  studirendeu  Jugend  in  hohem  Maasse  erworben  hat. 
Zahlreiche  Beispiele  dienen  zur  Erleichterung  des  Verständnisses,  üben 
gleichzeitig  die  Anwendung  der  Formeln  und  gewähren  einen  Einblick  über 
den  Umfang  der  Rechnung. 

Es  wUrde  zu  weit  führen,  wollten  wir  auf  den  Inhalt  näher  eingehen, 

Eial  schon  der  Til«l  hinreichend  erwähnt,  um  was  es  sich  hier  handelt, 
DIhme,  Hena  Theorie  der  Flugbahn  von  L&nggesohoflisn  auf  Grund 
einer  neuen  Theorie  der  Drehung  der  Körper.  63  S.  Berlin  1888, 
Verlag  von  R.  Eisenachmidt. 
Gleich  von  vornherein  erklärt  der  Verf.,  dasB  das  von  ihm  er2ielte 
nltat  keineswegs  eine  Lösung  des  Problems  der  mathematischen  Bestimm- 
barkeit der  Fingbahn  sei,  im  Gegentheil,  dass  es  zeige,  wie  weit  man  noch 
von  dem  erwünschten  Ziele  entfernt  sei. 
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d«n  «sten  Theile,  weieher  sieb  mit  der  Theorie  der  Tümiamg  der 
K(hrper  beeeU^gl,  gebt  der  Verf.  tob  d«r  irrthttmliclieii  Attweiiiaiig  des 
Frinoipe  der  SiabilitSt  der  Drebeze  ans,  welebe  ^b  in  firectem  fl^der* 
siuraeb  nut  d^n  Gesets  ttber  die  ZmaniBmiflelning  d«r  Krifte  beindet,  «»d 
erUatert  daaii  eis^bend  dae  Oeeets  tom  ParaUelogranmi  der  DrehiiBgeB« 
Die  Ürsaebe  der  AU^kuiig  der  Dvebaxe  rotireiider  Körper  wird  »tf  dev 
Einflnes  der  retiren^ii  Luft  sarOckgeftLbrt.  Von  den  allgemmnen  Beispie- 
len,  wie  CyUnder,  Enget,  Kreisel  n«  s.  w.,  welebe  in  dem  erstmi  Tbeile  in 
die  BetraobtangeüMfgenoiBnlen  wurden,  riebt  der  sweite  Tbeil  ToIMiBdig 
ab,  indem  hier  aässcbliessliob  die  Form  des  Langgesobosses  in  Erwignag 
gesogen  wird.  Nachdem  die  Einsdbeüen  der  Gesebossbewegnng  aaf  Gtnad 
der  nenen  Theorie  ertihitert  sind,  werden  aacli  die  Insteigen  irrigeii  An- 
schanuDgen  henrorgeboben,  die  sn  fehlerhaften  Folgerangen  Anlass  g^pebsB 
haben.  Schliesslich  wird  die  Vertheilnng  der  Geschossmasse  anf  die  bestehende 
Form  der  Kritik  nntenogen  nnd  dadurch  ein  noch  ideales  Oeschoss  erdacht, 
dessen  Axe  Ton  der  TangeliiB  der  idealen  Bahn  möglichst  wenig  nbweidit^ 
—  Eine  prScisere,  äiehr  mathematisdi  gehaltene  Ansdmdksweise  dttrftedas 
Lesen  an  manchen  Skdlen  erlmebtem.  q^  NannL. 
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Berichtigung, 

Zufolge  eines  Schreibfehlers  steht  in  meiner  Besprechung  von  „Biug's  Kreis 

Winkel"  (S.  18  der  histor.-literar.  Abth.  von  Heft  1  des  laufenden  Jahrg.)  die  irr 

thümliche  Angabe 

{(/b     1)  =  0,668035  statt  0,618035. 

Dies  hat  jedoch  keinen  Einfluss  auf  meine  tadelnde  Bemerkung,  dass  Herr  Bing 
die  sehr  einfache  und  mathematisch  genaue  Construction  der  Sectio  aurea  durch 
ein  weniger  genaues  Verfahren  ersetzen  will,  wozu  noch  ein  besonderes  Instrument 
erforderlich  ist.  cj       « 


Historisch -literarische  Abtheilung. 


Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Mittelalter. 

Von 

Dr.  J.  L.  Heiberg 

in  Kopenhagen. 
(Behlnii.) 


Für  genauere  Bestimmung  der  Art  und  des  ümfanges  der  Contamina- 
tion  ist  es  ein  wesentliches  Hinderniss,  dass  die  ursprüngliche  Gestalt  der 
in  den  Handschriften  sehr  verschieden  überlieferten  Adelhard-Üebersetzung 
noch  nicht  ermittelt  ist.  Wo  R  mit  dem  gedruckten  Campanus  stimmt,  ist 
die  Sache  klar;  schwieriger  ist  die  Frage  da,  wo  R  weder  mit  Campanus, 
noch  mit  dem  griechischen  Text  sich  deckt.  Doch  können  wir  im  All- 
gemeinen festhalten,  dass  diejenigen  Sätze  in  /?,  welche  mit  dem  Griechi- 
schen nicht  stimmen,  einer  dem  Compilator*  vorliegenden  Hds.  der  Adel- 
hard-Üebersetzung entnommen  sind,  so  dass  R  zu  berücksichtigen  sein 
wird,  wenn  die  Reconstruction  jener  üebersetzung  in  Angriff  genommen 
wird.  Hier  werde  ich  die  Sache  von  der  andern  Seite  fassen  und  zunächst 
die  der  alten  üebersetzung  nach  dem  Griechischen  entnommenen  Bestand- 
theile  von  R  heraussuchen. 

Zuerst  gebe  ich  aber  eine  üebersicht  der  üebereinstimmung  mit 
Adelhard  -  Campanus  (von  dem  ich  die  Ausgabe  Basel  1546  benutze)  in  den 
Hauptzügen. 

Was  ich  aus  Elem.  III  notirt  habe,  stimmt  meist  mit  Campanus;  so 
III,  15  (altero]  alterutro  Ä,  recta]  om.  Ä,  est]  om.  Ä,  rectam]  om.  R,  esse 
amplissimum]  amplissimum  esse  /?,  unde  —  contingere]  om.  R)**  III,  17 
(linea  recta]  recta  linea  /?,  super  lineam]  qne  supra  lineam  est  R)^  III,  18 
(linea  recta]  recta  linea  /?,  esse  necesse  est]  necesse  est  esse  R),  III,  21 
(eius  duos  angulos]  duos  angulos  eins  /?,  necesse  est]  conuenit  /?),  III,  22 
(similes  circuli]  circuli  similes  /?,  rectam]  om.  /?,  assignatam]  om,  Ä,  cadere] 
eandem  Ä),   III,  25   (das   erstere  seu]   om.  Ä,    circumferentiam  Ä,   anguli 


♦  Bei  der  grossen  Fehlerhaftigkeit  des  Textes  ist  es  wenig  glaublich,  dass 
der  Schreiber  von  R  selbst  der  Compilator  sei. 

♦♦  Kleine  Abweichungen  und  Schreibfehler  sind  nicht  berflcksichtigt. 

IIisi.-Ut.  Abthlg.  d.  ZeiUohr.  f.  Math.  n.  Phyt-  XXXV,  3.  7 


• 

coBBirtMiil  ooBsiitaiit  aagiiK  il,  vapv  tmcpum  «Kens  eoe]  in  ixeiii  eqpiot  ü), 
m,  89  (am  Sddaase  flligfc  Jt  biimi:  m  postalftt),  111»  SO  Qa  wko]  rin 
autam  H,  miiMm  <—  samieiroiilo]  onu  il,  reeto  naiiunr]  reetor  oiiaflcai  A| 
das  XTehriga  onu  Jl),  DI,  31  (d  dieahun  taela  finea  «mtiiigaty  a  eiMilaBta 
aevo  in  dfealam  Ihiea  taela  pcaiar  oeninim  daoataii  qaosqve  aogaka  Amü 
daos  daobos  aagaUSy  qai  im  aHwaia  portmiibas  eireali  saper  aieoa  aoB* 
^rtnnt,  sant  eqaalas);  ^"^dil  auch  dar  irentttmiaetta  in,  28:  n  ciroaloraBi 
aimilM.  portiaiiaB  aecpafai  issse  neeeBoe  «st 

in'nr  stimmen  Anmflklie  16  SlfaEe  mit  Ounpaaas  (1  liasae  laalae] 
xaete  linee,  qaaa  —  anstat]  non  mauai  qaam  diameirnsy  xaelam]  om.  2  as- 
signstam  —  triaagalam]  onu  triaagnlo  assignato]  assignato  iria^galO)  eoU 
loeaie]  dasignaxa^  3  triaagalam]  onu  4  deseribere]  daeignara,  5  iUad  ai^ 
dt  Sind,  orlliogQainm]  oiogimiami  oiygoninm]  ortc^goniam,  7  daaeribara] 
designa,  9  qaadftiam  asstgnatnm  f.  10  danm]  da<mim,  iriaagalam]  triaaga- 
loram,  axislat]  exis,  12  paniagimam  dreolom,  yor  dasignare:  dxaahim, 
13  paniagimam  as^inatam  aqaSaiamm  ete.,  deaeribera]  mn.,  15  daseribara] 
dflsignaxa,  itaqaa]  igitar,  qaod]  qaia,  eirooli  eai  inseriUtar]  om.,  16  dainde] 
lade,  draa]  <mb.,  aaqaiangahun]  eqniangahm  daaeribara). 

V  hat  25  SttM,  wia  bei  Hasireddin  Tasi  (Oampanos  Imt  34)$  die 
Daflnitionan  stimmen  mit  OuDpaans  in  Zahl  and  Bmhenfo^  and,  soviel 
idi  weiss,  andi  im  Woctisat,  so  daf.  4  (proportionb),  5  (äatem]  (mu,  pca- 
portioaalitalem  habere,  siln]  om.,  addant]  AVi  addant),  6  (esse]  om.,  mal- 
tiplioes  aeqnales  maltiplidbos]  moltiplicationes  iternque,  aequalibas]  cm.,  aal 
additione]  in  additione,  samptae]  om.),  7  (est  una  proportio),  9,  16  (enndem] 
eamm,  mediomm  —  snmmornm]  medio  numero  relicto  eqnalitatis  extremitatis). 

VI  33  Sfttze  (Campanas  32);  es  stimmen  def.  1  (superficies  rerumy  di- 
cantnr]  snnt,  aeqnales]  eqoales  sant),  2  (mntaomm]  mutomm,  sunt]  dican- 
tar;  def.  3  om.),  prop.  1  (snperfiderum]  figurarom),  2  Anfang,  33  (=  32 
Camp.;  aequalibns]  eqaalibas  sine,  angulos  illos);  mehr  habe  ich  nicht 
notirt. 

Vn  39  Sfttze,  wovon  19-22  =  Campanus  20—23.  20  Definitionen, 
die  zum  Theil  mit  Campanns  stimmen,  wie  13  productus  uero  dicitar  qoi 
ex  eorum  multiplicatione  conorescit,  zum  Theil  aber  weder  mit  ihm,  noch 
mit  dem  Oriechischen ,  wie  nnmems  impariter  impar  est  quem  cnncti  im- 
pares  connumerantes  4mparibas  nicibns  numerant;  nicht  bei  Campanas  finden 
sich  die  Definitionen  von  numerus  quadratus ,  cubicus ,  superficialis ,  solidus, 
perfectus,  numeri  proportionales,  superficiales  siue  solidi  similes  {R  nr.  14 
bis  20,  im  Griech.  19,  20,  17,  18,  23,  21,  22). 

Vin  24  Sfttze,  Campanus  25. 

IX  37  Sfttze,  Campanus  39.  Prop.  19—20  =  Campanus  (19  eis  tertius] 
tertius  eis  7?,  20  conuenit  vor  inquirere  R), 

Nach  IX  steht  fol.  175^^176'  eine  Einldtung  zu  X  in  drei  Abschnit- 
ten;  ine  quot  simt  species  principales   aloge  linee?     XIII;   weiter  unten: 
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quare  aocas  illas  alias  V  comites?  Woher  diese  and  die  überschiessenden 
Definitionen  in  VII  stammen,  bleibt  noch  zu  ermitteln;  dass  sie  so  wenig 
wie  jene  direct  ans  griechischer  Quelle  geflossen  ist,  zeigt  schon  die  dia- 
logische Form. 

X  hat  5  Definitionen,  103  Sätze  (Campanus  107)*,  103  =  Campanns  107. 

XI  hat  nur  13  Definitionen  wie  Campanus;  wie  bei  ihm  und  den 
Arabern  fehlen  die  Definitionen  der  platonischen  Körper.  36  =  Campanus 
39,  37  =  Camp.  40  (cubi),  38  =  Camp.  41  (corpora  seratilia). 

XII  nur  15  Sätze  wie  Campanus. 

XIII  17  Sätze  (Campanus  18);  5 — 7  =  Campanus. 

XIV  ohne  die  griechische  Vorrede  wie  Campanus;  unverkennbare  Ueber- 
einstimmung  mit  ihm  zeigt  folgende  Stelle:  ad  ezplicandum  quod  ait  Ari- 
steus  in  libro  sie  intitulato :  expositio  scientie  V  figurarum  nee  non  et  Apol- 
lonius  in  dono  secundo  in  proportionalitate  figure  13  basium  ad  figuram  20 
basium  dicens  etc.  (des.  tantorum  assertio  philosophorum  rata  constet  atque 
incussa  ueritate  incussa  subniza).     Der  letzte  Satz  stimmt  mit  Camp.  3. 

XV  5  Sätze  mit  den  Nummern  1 — 4,  6  =  Campanus  1 — 4  und  6 
(5  ist  also  in  R  ausgefallen);  der  Wortlaut  stimmt  wesentlich  (1  triangulas 
—  designare]  equilaterum  componere;  2  triangulas  atque  aequilatei*as]  equi- 
lateras  triangulas,  triangularium]  triangularum ,  aequalium  laterum]  equi- 
laterum; 3  triangularium]  triangularum;  4  triangularium  —  aequilateratum] 
triangularum  equalium  laterum;  6  et]  triangularum,  atque  —  angulorum]  om.). 

Also  ist  für  Elem.  IV — XV  gar  nichts  von  der  Uebersetzung  oach  dem 
Griechischen  in  R  zu  finden;  dieser  ganze  Theil  ist,  wie  fast  das  ganze 
IIL  Buch,  aus  arabischen  Quellen  geflossen.  Aber  auch  in  den  Büchern 
I — II  ist  Manches  von  derselben  Herkunft,  wie  eine  Vergleichung  mit  Cam- 
panus zeigt.  So  die  Definitionen  der  Drei-  und  Vierecke  (vergl.  oben),  die 
sechste  petitio*  (vergl.  oben),  I,  22  (lineis  rectis]  rectis  lineis,  duae  quae- 
libet]  queque  due,  sint  longiores]  sunt  maiores,  lineis  illis]  rectis  lineis  sibi)^ 
23  (cuilibet]  quolibet),  24  (maior  erit]  erit  maior),  39  (et]  om.),  42,  II 
def.  2  (diameter]  diametros,  consistere  dicuntur]  dicuntur  contineri,  eorum] 
horum,  una]  unum);  II,  1  (linee]  om.,  una]  una  indiuisa  et  alia,  alterius] 
unius  earum,  alteram]  altera,  iis]  bis,  particulatim  diuisaej  diuise  particu- 
latim),  13.     Eine  Einwirkung  zeigen: 

Campanus:  quod  si  eins  duo  latera 
directe  protrahantur,  fient  quo- 
que  sub  basi  duo  anguli  inuicem 
aequales ; 


I,  5  Schluss:  cuius  trianguli^si  illa 
equalia  latera  directe  producantur, 
angulos  quoque,  qui  sub  basi  erunt, 
equales  esse  necesse  est;*^* 


*  In  den  „communes  animi  conceptiones^  finden  sich  Spuren  nicht  nur  von 
den  bei  Campauus  als  7^  8,  9  aufgeführten,  sondern  auch  —  zwischen  8  und  9  — 
von  den  im  Commentar  des  Campanus  erwähnten.    S.  unten. 
**  Doch  ist  dies  vielleicht  anders  zu  erklären.     S.  unten. 

7* 
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Gampanus:  omnis  tnangiüi  maimr 
angulas  longiori  latori  oppoM- 
tos  est; 

ex  hoc  manifestam  est,  qaod  in 
omni  qnadrato  dnae  aaperficies 
qnas  diameto  seeat  per  nuediom 
sunt  ambae  qnadratae; 

rectae  lineae  in  cixcnlo  ei  fae- 
rint  a^oales  eas  a  omtro  aeqni- 
distare  et  si  a  centro  aeqnidieti- 
rint  aeqnalee  ease  necesee  eet. 


I,  19  omniom  triangnloram  maior 
angnlas  maiori  lateri  opponitnr; 

II,  4  Zusatz:  hinc  igitar  donstat  in 
omni  qnadrato  dnas  superfieies 
qaas  diagonalia  per  medium  diai« 
dit  ambas  esse  quadratas; 

III,  13  In  circulo  qne  recte  linee 
equalibus  spatiis  distant  equaliter 
a  centro  distare  et  sieque  a  centro 
distiterint  equales  esse  oportet; 

In  III,  11,  die  sonst  mit  q  stimmt,  ist  III,  12  des  griechischen  Testes 
mit  einbegriffen  (si  duo  circuli  seu  ab  exieriore  ud  ab  itUeriare  9$  parte 
contingant),  wie  bei  den  Arabern  (Euclidis  opp.  V  p.  XGVII)  und  ^iU- 
schweigend  bei  Campanns  (si  circulus  circulum  contingat,  linea  etc.). 

Der  Best  von  Eiern.  I — II  in  B  stimmt  im  Wesentlichen  mit  di&t 
Boetius- Geometrie  des  Erlangensis;  in  III,  10^ — 12,  welche  dort  fehlen,  ist 
die  AehnHchkeit  mit  g  Bamb.  nicht  zu  leugnen.^  Da  R  also  einerseits 
Sätze  hat,  die  Erlang,  nicht  hat,  andererseits  oft,  wo  q  Bamb.  fehlen,  den 
Text  des  Erlang,  giebt,  ist  eine  Yollstftndigere  gemeinsame  Quelle  anxu* 
nehmen.  Nun  enthält  aber  R  ausser  dem  schon  erwähnten  Stoffs  einige 
Sätze,  die  weder  in  Erlang.,  noch  in  q  Bamb.  stehen  (wie  I,  9;  II,  2,  7,  8); 
da  diese  überschiessenden  Sätze  mit  Campanus  nichts  gemein  haben,  da- 
gegen mit  dem  griechischen  Text  stimmen  und  dieselbe  Terminologie  zeigen, 
als  die  Bruchstücke  in  Erlang,  q  Bamb.,  müssen  wir  darin  weitere,  jener 
gemeinsamen  Quelle  entnommene  üeberreste  der  griechisch  -  lateinischen 
Uebersetzung  sehen ;  R  ist  also  bei  der  Restitution  derselben  herbeizuziehen. 

Bei  der  Wichtigkeit  dieser  Uebersetzung  für  die  Ueberlieferungsgeschichte 
des  mathematischen  Wissens  im  Mittelalter  und  bei  der  Zerstreutheit  der 
Reste  halte  ich  es  für  zweckmässig,  eine  Zusammenstellung  von  Allem  folgen 
zu  lassen,  was  bis  jetzt  aufgefunden  ist.  Ich  bediene  mich  dabei  folgender 
Hilfsquellen : 

cod.  Erlangensis  —  E  —  nach  Priedlein*8  Collation, 

„     Monacensis  560  —  q  —   „  „  „  und  meinen  No- 

tizen , 

„  „  13021  —  /?  —   nach  meinen  Notizen,** 

„     Gudianus  —  G  —  nach  der  Collation  in  den  „Schriften  der  römischen 

Feldmesser", 
„     Bambergensis  —  b  —  nach  derselben  Collation. 


*  Mit  q  Bamb.  stimmt  auch  der  Zusatz  am  Schlüsse  der  xotval  hvotcti:  nemo 
resistere  ullo  tempore  parti  conuenicnti  poterit. 

♦*  R  ist  nicht  vollständig  coUationirt;  nur  positive  Angaben  gelton.    Kleinig- 
keiten und  bedoutimgslose  Schreibfehler  sind  überhaupt  nicht  herück&ichtigt. 
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Da  die  üebersetzung  unzweifelhaft  aus  dem  Griechischen  stammt ,  habe 
ich  diejenige  Fassung,  welche  dem  griechischen  Wortlaut  am  nttchsten  kommt, 
in  den  Text  aufgenommen;  der  Apparat  gicbt  dann  über  die  allmUlige 
Umgestaltung  Auskunft,  sowie  über  das  gegenseitige  Verhältniss  der  Tex- 
tesquellen. Am  reinsten  ist  G ,  der  dem  Griechischen  meist  Wort  für  Wort 
folgt;  etwas  geringer  und  unter  sich  eng  verwandt  Bq^  am  schlechtesten 
(wegen  Interpolationen  und  sinnlosen  Schreibfehlern)  bei  Weitem  E, 

Erst  muss  ich  noch  eine  Frage  berühren,  die  sich  aufdrängt,  wenn 
man  Campanus  mit  unserer  üebersetzung  vergleicht.  Es  ist  nämlich  eine 
gewisse  Uebereinstimmung  im  lateinischen  Ausdruck  nicht  zu  verkennen, 
nicht  besonders  zwischen  Campanus  und  Ä,  sondern  eher  zwischen  ihm  und  q, 
DasB  diese  Uebereinstimmung  nicht  zufällig  ist,  beweist  folgende  Zusam- 
menstellung (Elem.  IV,  1): 


Eig  Tov  do^ivta 
xv'xlov  TJ   do^ilojj 


Intra  datum  cir- 
ca! um    data    reete 


iv9iia    fifi   fiti^ovi  '  linec     non     inaiori 
o^>0|}  T  J6  rov  xi;  xlov      quam    diametrus 
dut/iitQ9v  toriv  kv-  I  equam    lineam    co- 


^timf  hagudcai. 


aptare  (i?). 


Intra  datum  cir 
cnlum  datae  lineae 
rectae  quae  diame- 
tro   minime    maior 


Intra  datum  cir- 
culum  date  recte 
linee  que  diametro 
minime  maior  eaci- 

8tat  equam  rectam  i  existai,  aequam  rcc- 
lineam  coaptare  {q),    tarn  lineam  coajitarü 

(CampanuB). 

Andere  auffallende  Uebereinstimmungen  findet  man  z.  B.  II  def.  2;  III, 
32  (=  31  Camp.) ;  IV  def.  2  (perhibetur). 

Es  ist  also  sicher,  dass  im  gedruckten  Campanus  die  alte  griechisch- 
lateinische  Üebersetzung  benutzt  ist;  zu  untersuchen  bleibt  noch,  ob  die 
Handschriften  des  Campanus  und  des  Adelhard  an  den  bezeichneten 
Stellen  bedeutendere  Varianten  bieten.  Erst  eine  solche  Untersuchung  kann 
feststellen,  ob  der  Herausgeber  oder  Campanus  selbst  oder  gar  Adelhard 
jene  Uebersetzimg  herbeigezogen  hat.  Bei  den  bedeutenden  Abweichungen 
der  Adelhard -Handschriften  unter  sich  ist  die  Möglichkeit  auch  nicht  aus- 
geschlossen, dass  die  üebersetzung  Gerhardts  von  Cremona  in  den  Hand- 
schriften mit  der  Adelhard'schen  verwechselt  oder  contaminirt  worden  sei. 
So  stimmen  die  obenerwähnten  Zusätze  zu  den  y.oivaX  i'vioiai  in  der  Form 
weder  mit  dem  gedruckten  Campanus,  noch  mit  dem  von  Weissenborn, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1880,  Suppl.  S.  147  flgg.  mitgetheilten  Adelbard- 
schen  Text,  während  der  Inhalt  derselbe  iat.  In  R  folgt  nämlich  auf  die 
vier  xoivai  h'vvoiai  der  Boetius- Geometrie: 

äi  fuerint  duo,  quorum  utrumque  unius  eiuademqiie  duplum  fuerit, 
utmmque  eorum  alteri  equale  erit.  Si  aliqua  res  alicui  rei  superponatnr 
appliceturque  ei.  nee  excedat  altera  alteram,  ille  sibi  inuicem  sunt  eqnales. 
Si  duo  equalia  ad  quodlibet  tertium  comparentur,  ambo  illa  comparata  aat 
eqne  maiora  aat  eque  roinora  aut  equalia  eidem  sunt.  Quanta  proportione 
se  habet  quidlibet  ad  alir.d,  tanta  proportione  se  habet  aliquid  tertium  ad 
aliod  quartum;  nam  mnltitudo  in  infinitnm  cre«cit;  magnitudo  vero  e  con- 
trario et  similiter  decrescit.     Omne  totum  sna  parte  iiiaius  est. 


86  BQMMiMli^fihräritolMi  Abttoihuig; 

Die  Yerwaiidtsdiaft  mit  Adellwrd-CamiMiiiis  ist  aogenimheinliiJii  liui- 
olies  BÜmmt  sogar  wörülieb;  aber  demiooh  ist  der  ünteraehied  m  groa»t  iua 
die  dne  Lesart  als  Variante  der  andern  betraebten  m  können.  Bs  aeheinen 
vielmebr  svei  TerseUedene  Bearbeitangen  desselben  Originals  Tonroli^gen. 
Da  aber  diese  Znsftfcae  mit  dem  griecUscben  Text  nidits  ni  tbmi  liabeo, 
mnss  die  Quelle  in  den  arabiadien  Üeberselsnngen  gesnebt  werden,  and  Aber 
sie  wissen  wir  leider  gar  in  wenig.  Wir  haben  nns  also  anf  einem  weüsn 
Umwege  wieder  der  Ansiebt  ¥on  Meyer-CnrtM  genShert,  aber  sie  hat  doeh 
eine  wesenttieb  andere  Gestalt  angenommen«  nnd  iob  hoffe»  dass  der  snrttck- 
gelegte  Weg  ttberfaaiqpt  dam  beigetrag^  hat,  Art  nnd  Umfimg  der  mur- 
liegenden  Frage  klarer  sn  stellen. 


L  Bach. 

1.  Pnnetom  est,  eigne  pars  nnlla  est 

2.  Linea  nero  pra^er  latitadinem  longitodo. 

3.  löneae  nero  flnes  pnneta  snnt 

4.  Becta  linea  est,  qnae  ex  aeqno  in  snis  pnnetis  iacet.         « 

6     5.  Superficies  nwo  est,  qnod  longitadinem  ao  latitadinem  solas  habet. 

6.  Saperficiei  nero  fines  lineae  sunt 

7.  Plana  superficies  est,  quae  ex  aequo  in  suis  rectis  lineis  iaoet. 

8.  Planas  angnlus  est  dnarum  lineamm  in  piano  inuicem  sese  tangen- 
tiam  et  non  in  directo  iacentiam  ad  alterutram  conclusio. 

10     9.  Quando  autem,   quae  angulum  continect  lineae,   rectae  sunt,   tunc 
rectilineus  angulus  nominatur. 

10.  Quando  autem  recta  linea  super  reetam  lineam  stans  circum  se  an- 
gulos  aequos  sibi  inuicem  fecerit,  rectus  est  uterque  aequalium  an- 
gulorum,  et  quae  superstat  linea,   super  eam,   quam  insistit,  per- 

tö  pendicularis  uocatur. 

11.  Obtusus  angulus  est  maior  recto. 

12.  Acutus  autem  minor  recto. 

13.  Figura  est^  quod  sub  aliquo  uel  aliquibus  terminis  continetur. 

14.  Terminus  uero,  quod  cuiusque  est  finis. 


1)  punctus  g.  2)  lineae  B  q.  sine  latitudine  E.  longitudo  est  E,  3)  uero]  om.  B, 
puneti  6r.  4)  ex  aequoj  aequaliter  E,  punctis  iacet]  protenditur  panctis  E.  5)  est] 
om,BG.  longitudine  latitudineqoe  ^,  latitudinem  q^  latitudinem  ac  longitadinem  JB. 
solam  q,  solas  habet]  censetur  E.  6)  uero]  autem  E.  finis  q.  7)  est]  didtor  E. 
aequaliter  in  rectis  'suis  lineis  continetur  E.  9)  in]  om.  Bq,  coUusio  q.  12) 
quando  autem]  cum  vero  E^  quando  G.  lineam]  om.  G,  12)  aequos  sibi  invicem 
fecerit  angnlos  E,  13)  fecerint  q,  est]  om  G.  14)  et  —  insistit]  et  linea  super 
reetam  lineam  stans  E,  perpendicularis]  superpendicularis  B^  stans  superpendicu- 
laris  q.  15)  dicitur  E,  16)  maior  recto  est  E.  17)  autem]  angulus  jB,  autem 
gulus  Ej  angulus  est  q.    recto  minor  est  E,    19)  uero  est  Bq,    est]  om.  q. 
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15.  Circulus  est  figura  plana,  quae  sab  una  linea  continetur,  quae  uoca- 
tar  circumdacta,  ad  quam  ab  uno  [ftncto  eorum,  quae  intra  figuram 
sunt  posita,  omnes,  quae  incidunt,  rectae  aequae  sibi  inuicem  sunt. 

16.  Hoc  uero  punctum  centrum  circuli  nominatur. 

17.  Diametrus  circuli  est  recta  quaedam  linea  per  centrum  ducta  et  ab    5 
utraque  parte  a  circumferentia  circuli  terminata ,  quae  in  duas  aequas 
partes  circulum  diuidit 

18.  Semicirculus  uero  est  figura  plana,  quae  sub  diametro  et  ea,  quam 
diametrus  adprehendit,  circumferentia  continetur. 

19.  Bectilineae  figurae  sunt,  quae  sub  rectis  lineis  continentur,  trilatera  10 
quidem  figura,  quae  sub  tribus  rectis  lineis  continetur,  quadrilatera 
uero,  quae  sub  quattuor,  multilatera  uero,  quae  sub  pluribus  quam 
quattuor  lateribus  continetur. 

20.  Aequilaterum   igitur  triangulum  est,    quod  tribus  aequis  lateribus 
clauditur,  isosceles  uero,  quod  duo  tantummodo  latera  habet  aequa-  15 
lia,  scalenon  uero  quod  tria  latera  inaequalia  possidebii 

21.  Amplius  trilaterarum  figurarum  ortogonium,-  id  est  rectiangulum , 
quidem  triangulum  est,  quod  habet  angulum  rectum,  ambljgonium 
uero,  quod  est  obtusiangulum ,  in  quo  obtusus  angulus  fuerit,  ozj* 
gonium  uero,  id  est  acutiangulum ,  in  quo  tres  anguli  sunt  acuti.     20 

22.  Quadrilaterarum  uero  figurarum  quadratum  uocatnr,  quod  est  aequi- 
laterum atque  rectiangulum,  parte  uero  altera  longius,  quod  recti- 
angulum quidem  est,  sed  aequilaterum  non  est,  rhombos  uero,  quod 
aequilaterum  quidem  est,  sed  rectiangulum  non  est,  rhomboides 
autem,  quod  in  contrarium  conlocatas  lineas  atque  angulos  habet  25 
aequales,  quod  nee  rectis  angulis  nee  aequis  lateribus  continetur; 
praeter  haec  autem  omnes  quadrilaterae  figurae  trapezia  calonte ,  id 
est  mensulae,  nominentur. 


1)  circulus  vero  est  figura  quaedam  E,  quae  —  2)  circumdacta]  quae  uoca- 
tur  circumdacta  et  sub  una  linea  continetur  £g,  et  drcumducta  et  sab  una  linea 
contenta  E,  ab  uno]  a  E,  eorum  quae]  quod  E.  3)  sunt  posita]  posita  sunt  g, 
positum  est  E.  rectae  lineae  EBq.  sunt  invicem  sibi  aequales  E,  5)  diametrum 
G,  diametrus  autem  E,  quaedam  recta  E,  6)  a]  ad  GB^  in  E^  om.  g.  circum- 
ferentiam  GB.  partes  aequas  E.  10)  rectilinea  B^  rectae  lineae  Eq,  figura 
est  B,  continetur  B,  11)  quae]  est  quae  GE*  tribus]  duabus  Bq,  12)  uero] 
autem  E,  multilatere  g.  multilatera  itaque  figura  est  E.  15)  continetur  E.  hieo- 
celes  q,  isokeles  B,  16)  continet  inaequalia  E,  17)  amplius  —  figpirarum]  om.  B. 
hortogonium  6r,  ortogoneum  B,  18)  rectum]  undique  rectum  Bq^.  ampligonium 
Bq,  19)  aero]  enim  E,  est]  latine  Ey  habet  g.  obtusum  angulum  GBq^  obtusiangu- 
lum dicitur  E.  in  —  fuerit]  est  quod  obtusum  habet  angulum  E,  20)  acutum  an- 
gulum G,  acutiangulum  est  E,  sunt  anguli  E,  21)  quadrilaterum  B,  22)  uero]  om. 
E,  longius]  longius  uero  est  E,  28)  rombos  EBq.  uero  est  E.  24)  rombo- 
ides  BE^  rhombo  id  est  6r,  rombon  id  est  g.  25)  autem]  om.  J?g.  26)  quod  neo] 
id  autem  nee  6rg,  non  autem  E.  27)  figurae]  om.  E.  trapizea  g,  trapeziae  E. 
calonte]  G^,  om.  EBq,    28)  nominantur  EB, 
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23.  Pandlelaei  id  eat  alteraae,  reetae  lineae  |iiiiioiip«iitar,  qnae  iii  eadem 
plttna  Buperficie  conlocatae  irtque  utrimqiie  produotae  in  aenim  paile 
conoorrent. 
Ethimata,  id  est  petitioaes^  sont  qnmqne.    peiatiir 
6  1.  ab  onmi  pimeto  in  onme  ponetiiBi  reetam  lineam  duoeze; 

2.  item  definitam  lineam  in  eoatiaimm  reotiimqi;^  prodwsere;   • 

3.  item  omni  centro  et  omni  spatio  oiroulnm  designare; 

4.  et  omnes  rwAoB  mgvlo»  aeqnos  eibi  innicem  esee; 

5.  et  si  in  doas  rectae  lineas  linea  inoidens  interioree  et  ad  easdem  partee 
10      daos  angoloa  duobns  reotis  feoerit  minoree,  prodnctae  in  iafimloni 

rectae  lineas  eonenrrere  ad  eas  partes,  quibns  duobns  reetis  aagnli 
snnt  minores« 
Cynas  etnyas,  id  est  communes  animi  oonceptiones,  bae: 
1.  Qnae  eidem  snnt  aeqnalia,  et  sibi  innieem  sunt  aeqnalia; 
15  2.  et  si  ab  aequalibns  aeqüalia  auferantnr,  quae  relinquuntnr,  aeqnalia 
sunt; 

3.  et  si  aequi^bus  addantnr  aeqnalia  ^  tota  quoque  aeqnalia  sunt; 

4.  et  qnae  sibimet  oonneniunt,  aeqnalia  sunt 


20         Super  datam  reetam  lineam  terminatam  triangnlnm  aequilatemm 

^constituere. 

sit  data  recta  linea  terminata  ab,     oportet  igitur  super  eam  quae 

est  ah  triangulum  aequilaterum  constituere.     et  centro  quidem  a  spatio 

uero  h   circulus  scribatur  bced^   et  rursus  centro  b  spatio  autem  a  cir- 

25  culus  scribatur  acfd^  et  ab  eo  puncto  quod  est  c,   quo  se  circuli  diui- 

dunt,   ad  ea  puucta   quae  sunt  a,  b   adiungantur  rectae  lineae  ca^  eh. 


1)  parallilae  G.  quae]  qui  G,  2)  snperficiae  G.  atque  utrimque  productae] 
cm.  E.  3)  coneurrunt  i^.  4)  Ethimata  id  est]  G,  om.BqE.  petitiones  vero»  sive 
postulata,  ut  veteribus  placuit,  dicantur,  quinque  sunt  E.  petatur]  prima  ut  E. 
5)  omue]  omnem  GE.  recta  linea  ducatur  postulat  E.  6)  secunda  ut  definita 
recta  linea  E.  producatur  ammonet  E,  7)  item]  tertia  E.  designare  praecipit  E. 
8)  et]  quarta  E.  sibi  invicem  aeqnos  esse  vult  E  aequos  sibi]  quos  ibi  q,  9)  et] 
item  Bq^  quinta  autem  E.  in]  inter  B.  interius  sit  B.  et]  om.  GB.  ad  easdem 
partes]  om.  E,  eas  G.  10)  rectas  lineas  in  infinitum  productas  ad  eas  partes  in 
quibus  duo  interiores  anguli  duobus  reetis  mkiores  sunt  concurrere  iubet  E.  in] 
om.  q.  11)  partes]  om.  Bq,  duo  recti  B,  angulis  q.  13)  Cynas  etnyas  id  est]  G, 
uero  Bq,  om.  EB.  communes  igitur  E^  communes  uero  B.  hae]  sunt  haec  Bq; 
sunt  quae  a  Graecis  kenas  ethnias  (et  hynas  B)  uocantur  EB.  14)  quae]  aequae 
Gf  om.  B,  cum  spacia  et  interualla  EB.  eidem]  idem  GE,  quidem  B^  sint  eidem 
B.  sunt]  om.  B.  et]  sunt  et  E.  15)  auferatur  q.  17)  aeqnalia  addantur  E.  18) 
et  quae]  quaecunque  B.  sibimet]  GB^  sibimet  ipsi  jB,  sibimet  ipsis  Eq.  conuenit 
animo  finitionis  q.  omnino  aequalia  B.  sunt]  GBEq,  esse  B,  20  —  26]  om.  Bq, 
20)  super]  G,  E  p.  390,  o;  supra  E  p.  380,  2,  B.  22-26]  om.  E  p.  380,  B.  22)  recti- 
linea  E  p.  890.    25)  afcd  E, 
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qaoniam  igitur  a  punctum  centrum  est  heed  eirculi,  aequa  est  ab  ei 
quae  est  ac.  rursum  quoDiam  h  punctum  ceutrum  est  acfd  eirculi, 
aequa  est  a5  ei  quae  est  bc,  sed  et  ab  ei  quae  est  ca  aequa  esse 
monstrata  est;  et  ac  igitur  ei  quae  est  bc  erit  aequalis.  tres  igitur  quae 
sunt  ca^  abf  bc  aequae  sibi  inuicem  sunt,  aequilaterum  igitur  est  ca 5  5 
triangulum;  et  constitutum  est  supra  datam  rectam  lineam  terminatam 
eam  quae  est  a&;  quod  oportebat  facere. 

2. 

Ad   datum   punctum    datae   rectae  lineae  aequalem  rectam   lineam 
collocare.  10 

sit  quidem  datum  punctum  a,  data  uero  recta  linea  bc»  oportet 
igitur  ad  punctum  a  rectae  lineae  bc  aequam  rectam  lineam  collocare. 
adiungatur  enim  ab  a  puncto  ad  b  punctum  recta  linea  ea  quae  est  aby 
et  constituatur  super  ab  rectam  lineam  triangulum  aequilaterum  quod  est 
dab^  et  eiciantur  in  rectum  da,  db  rectae  lineae  ad  a^  et  &m,  et  centro  15 
quidem  b  spatio  autem  bc  circulus  scribatur  cfe^  et  rursus  centro  d 
spatio  autem  df  circulus  describatur  fkl.  quoniam  igitur  b  punctum 
centrum  est  cfe  eirculi,  aequa  est  cb  ei  quae  est  bf.  rursus  quoniam 
d  punctum  centrum  est  ßk  eirculi,  aequa  est  dl  ei  quae  est  df\  qua- 
rum  quidem  ad  ei  quae  est  db  aequa  est;  aequilaterum  enim  triangulum  20 
est  id  quod  est  dab'^  reliqua  igitur  al  reliquae  bf  existit  aequalis.  sed 
et  bf  ei  quae  est  bc  aequa  esse  monstrata  est,  et  bc  ei  quae  est  al  erit 
aequalis.  ad  datum  igitur  punctum  id  quod  est  a  datae  rectae  lineae  ei 
quae  est  bc  aequa  locata  est  ea  quae  est  al]  quod  oportebat  facere. 

3.  25 

Duabus   inaequalibus    rectis   lineis   datis   a   maiore   minor!  aequam 
rectam  lineam  abscidere. 

sint  datae  duae  rectae  lineae  inaequales  ab,  cd,  et  sit  maior  ab, 
oportet  igitur  a  maiore  ab  minori  cd  aequam  lineam  abscidere.  collo- 
cetur  enim  ad  a  punctum  ei  quae  est  cd  aequa  ea  quae  est  ac,  et  30 
centro  a  spatio  uero  ae  circulus  describatur  egf.  quoniam  igitur  a 
punctum  centrum  est  egf  eirculi,  aequa  est  f  igitur  ae  ei  quae  est  cd 
erat  aequalis,  et  cd  ei  quae  est  ag  erit  aequalis.  duabus  igitur  datis 
rectis  lineis  inaequalibus  eis  quae  sunt  ab,  cd,  a  maiore  quae  est  ab 
minori  quae  est  cd  aequalis  abscisa  est  ea  quae  est  ag\  quod  oportebat  facere.  35 

1-7)  om.  BqEp.3S0,B  1)  aequam  G.  2)  rursusJE?.  est  centrum^.  11-24]  om.iJ^ 
p.  880,  BBq.  13)  ea]  om.  E  p.  391.  17)  df]  fd  E.  19)  aequa  est]  E,  aequa  G.  21) 
reliquae]  reliquis  G,  reliquiis  E.  ezistat  G.  26)  rectis  lineis  inaequalibus  E  p.  380,  E 
p.  392.  aequalibus  ß.  datis]  propositis  E  p.  392.  minori]  minore  gr,  minorem  J?, 
£p.  380,  iiJp.  392.  aequa  G.  27)  rectam]  om.  ö,  i' p.  392.  28  —  35J  om.  Bq, 
E  p.  380,  B,  29)  aequam]  minorem  E  p.  392.  30)  aequa]  a  qua  E.  32)  aequa 
est  igitur]  et  E.    35)  ag]  cd  ag  E.    facere]  bic  desin.  Cr. 
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4.  Si  duo  triangola  duo  latera  duobas  lateribas  babent  aequa  alterom 
alteri  et  angnlum  angulo  babent  aeqaam  eam,  qai  sub  aeqaalibas 
rectis  lineis  continetur,  et  basim  basi  aequam  habebunt,  et  trianga- 
lom  triangulo  aeqaum  erit,   et  reliqai  anguli  reliquis  angnlis  ernnt 

5  aeqnales  alter  alteri,  sub  quibus  aeqaalia  latera  sabtenduntur. 

5.  Si  triangulns  aeqaalia  latera  habeat,  qui  sab  eias  basi  anguli  sunt, 
aeqaales  alter  alteri  sunt,  et  productis  aeqnalibus  lineis  qui  sub  basi 
sunt  anguli  aequales  utrique  erunt. 

6.  Si  trianguli  duo  anguli  aequi  sibimet  inuicem  sint,  et  quae  sub  aequa- 
10  libus  angulis  snbtenduntur  latera  sibi  inuicem  erunt  aequalia. 

7.  Super  eandem  aequalem  rectam  lineam  duabus  eisdem  rectis  lineis 
aliae  duae  rectae  lineae  altera  alteri  nullo  modo  constituentur  ad  aliud 
atque  aliud  punctum  ad  easdem  partes  eosdem  fines  aequalibus  rectis 
lineis  possidentes. 

lö     8.  Si  duo  trianguli  duo  latera  duobus  lateribus  aequa  possideant  alte* 
rum  alteri  et  basim  basi  habeant  aequam,  et  angulum  angulo  habe- 
bunt aequalem,  qui  sub  aequalibus  rectis  lineis  continetur. 
9.  Datum  angulam  in  duas  aequales  diuidere  partes. 
10.  Datam  rectam  lineam  terminatam  in  duas  aequales  diuidere  partes. 
20   11.  Et  datae  rectae  lineae  ab  eo,  quod  in  ea  est,  puncto  rectam  lineam 
secandum  rectos  angulos  eleuare. 

12.  Et  super  datam  rectam  lineam  infinitam  ab  dato  puncto,  quod  ei 
non  inest,  perpendicularem.     rectam  lineam  ducere. 

13.  Quocumque  super  rectam  lineam  reeta  consistens  angulos  fecerit,  aut 
25           duos  rectos  faciet  aut  duobus  rectis  reddet  aequales. 

14.  Si  ad  aliquam  rectam  lineam  atque  ad  eius  punctum  duae  rectae 
lineae  nou  in  eandem  partem  ducantur  et  circum  se  ar.gulos  duobus 
rectis  fecerint  aequos ,  in  directum  sibi  eas  liueas  iacere  necesse  est. 

15.  Si   duae   rectae  lineae   sese  diuidaut,   ad   uerticem   angulos  sibi  in- 
30          uicem  facient  aequos. 

16.  Omnium  triangulorum  exterior  angulus  utrisque  interioribus  et  ex 
aduerso  angulis  constitutis  maior  existit. 

1)  trianguli  E,  duobas]  duo  B.  alterum]  corr.  ex  laterum  B.  2)  habent  aequum] 
hubente  cum  Bq.  eum]  eos  B^  eis  q.  3)  continentur  q.  basim]  basi  B^  basia  q. 
basi]  basim  Bq.  6  —  8]  om.  B q,  hab.  EE.  6)  sub]  supra  B.  basim  E.  anguli] 
Ü,  trianguli  E.  7)  et]  von  hier  ab  anders  E,  productis]  om.  E.  qui  sub]  et  E. 
basi  sunt]  basibus  et  E.  8)  angulis  E.  aequalibus  7v.  9)  aequae  J5(/.  10)  sunt  E. 
aequales  Bq,  11)  et  super  E.  12)  altera]  scr.  aequae  altera.  13)  easdem  B. 
aequali  rectae  lineae  E.  15)  si]  om.  Bq.  possident  q.  16)  aequa  Bq.  angulo 
angulumi!.'.  17)  aequalel^g.  18)  i?,  in  triangulo 2^£'2.  19)  lineam  rectam  J5.  in]  om.  5. 
20)  ea]  eo  Eq.  21)  eleuare  non  disconuenit  EE.  22)  et]  om.  E.  supra  B.  datam] 
datam  vero  E.  lineam  rectam  E.  23)  inest]  inem  q.  ducere  oportet  EE.  24) 
quaecumque  ^'72.  super]  per^B^,  recta  linea  super  22.  recta]  om.  i?.  25)  duabus 
rectis  lineis  B,    26)  aliquam]  aequam  E.    27)  duabus  B.    28)  aequis  Bq. 
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17.  Omnium  triangulorum  dao  angali  dnobns  rectis  angnlis  sunt  minores 
omnifiEtnam  sampti. 

18.  Omnium   triangnlorum  maias  latus  sub  augulo  maiore  snbtenditur. 

19.  Omnium  triangulorum  maior  angulus  sub  latere  maiore  protenditur. 

20.  Omnium   triangulorum   duo   latera   ceteris    maiora  sunt  in  omnem    5 
partem  sumpta. 

21.  Si  in  uno  quolibet  trianguli  latere  a  finibus  lateris  duae  rectae  lineae 
interius  constituantur  angulum  facientes,  quae  constituuntur  reliquis 
quidem  trianguli  duobus  lateribus  sunt  minores,  maiorem  uero  an- 
gulum continebunt.  10 

22.  Datis  tribus  rectis  lineis  quae  sunt  aequales  tres  in  eo  qui  datus  est 
triangulo  rectas  lineas  oportet  constituere  quarum  duo  latera  ceteris 
maiora  oportet  esse  omnifariam  sumpta  propter  hoc  quod  omnium 
triangulorum  duo  latera  ceteris  fbrtiora  sunt  in  omnem  partem  sus- 
cepta.  15 

23.  Ad  datam  rectam  lineam  et  datum  in  ea  punctum  dato  rectilineo 
angulo  aequales  rectilineos  angulos  coUocare. 

24.  Si  duo  triangula  duo  latera  duobus  lateribus  aequalia  habuerint  al- 
terum  alteri,  quod  angulum  angulo  maiorem  habebit  eum,  qui  sub 
aequali  recta  linea   continetur,   ita  et  basim  basi  maiorem  habebit.  20 

25.  Si  duo  triangula  duo  latera  duobus  lateribus  aequalia  habuerint  al- 
terum  alteri,  quod  basim  basi  maiorem  habebit,  et  angulum  angulo 
maiorem  habebit  eum,  qui  sub  aequalibus  rectis  lineis  continetur. 

26.  Si  duo  trianguli  duos  angulos  duobus  angulis  habuerint  aequos  al- 
terum  alteri,  unumque  latus  uni  lateri  sit  aequale,  siue  quod  aequis  25 
adiacet  angulis,  seu  quod  sub  uno  aequalium  subtenditur  angulorum, 

et  reliqua  latera  reliquis  lateribus  habebunt  aequa  alterum  alteri  et 
reliquum  angulum  aequalem  reliquo  angulo  possidebunt. 

27.  Si  in  duas  rectas  lineas  recta  linea  incidens  alternatim  angulos  fe- 
cerit  aequos,  rectas  lineas  alternas  esse  necesse  est.  30 

28.  Si  in  duas  rectas  lineas  linea  incidens  exteriorem  angulum  interiori 
et  ex  aduerso  angulo  constituto  reddat  aequalem,  rectas  lineas  sibi 
alternas  esse  conueniet. 


1)  minoris  B.  4]  E^  om,Bq.  5  —  6]  EB,  om.  Bq.  6)  sumptaj  22,  suscepta  E, 
9)  duobua]  om.Bq.  minores]  maioresJ^.  11— 15]  £' (corrupt),  om.Bq.  16)  recti- 
lineo] recto  lineo  Bq.  17)  rectilineos]  rectilineae  Bq.  coUocare  necesse  est  E. 
18  —  23]  E,  om.  Bq,  19)  scr.  sub  aequalibus  rectis  lineis  continetur,  id  et.  24) 
triangula  q,  25)  siue]  sibi  Bq,  siue  id  E.  26)  dequalium  q,  tenditur  E,  27) 
alterum  alteri]  latera  B,  altera  alteri  g,  altera  alteris  E,  29)  incidens]  incidens 
quod  Bq,  angulos]  sit  et  hos  angulos  Bq.  feoerint  B,  81)  in]  om.  q.  interior 
Bq.    32)  lineas]  lineas  aequales  E.    sibi]  sub  BEq, 
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29.  8i  in  dtns  altenias  inteir  se  raetas  liaeaB  veota  linefr  ineidttril,  ai- 
ternos  angnlos  inter  86  aeqnales  esse,  et  qui  deinias  et  eontm  smilliter 
aeqnales  esse,  qai  nero  deintos  et  in  dsdem  partibns  litene  pu^t, 
duobna  rectis  angolis  aeqnales  esse  necesse  est 
5  30.  Altemae  nni  itenun  ipsae  rectae  lineae  adnersns  se  i{MBa8  enn% 
altera  alten. 

31.  Per    datam   punctum    datae  rectae  lineae  altemam  rectam  lineam 
designare. 

32.  Omninm  triangnlomm  ezterior  angnlos  dnobitt  interiia  et  ex  ad< 
10        nerso  oonslätntis  angolis  est  aeqnalis,  interiores  uero  triangnli  tres 

dnobns  rectis  angnlis  snnt  aeqnales. 
'  33.  Qnae  aeqnas  et  altenias  rectas  lineas  ad  easdem  partes  rectae  lineae 
Cimiungnnt,  ipsae  quoqne  et  altemae  snnt  et  aeqnales. 

34.  Eomm  spatiomm,  qnae  altemis  latenbos  continentnr/  qnae  paralle- 
15  logramma  nominantnr,  ex  adnerso  latera  atqne  angnli  eenstltnii  sibi 

innicem  snnt  aeqnales,  eaqne  diametms  in  dno  aeqna  parfitnr. 

35.  Omnia  parallelogramma,  qnae  in  eisdem  basibns  et  in  eisdem  alter- 
nis  lineis  fnerint  oonstitnta,  sibi  innicem  probantor  aeqnalia. 

36.  lam  parallelogramma  m  basibns  aequalibus  et  in  eisdem  altemis 
20         lineis  oonstitnta  aeqnalia  esse  necesse  est. 

37.  Aeqna  sibi  snnt  cnncta  triangnla,  qnae  in  aeqnis  basibns  et  in  iisdem 
altemis  fuerint  constituta. 

38.  Triangula,  quae  in  coaeqaalibus  basibus  et  in  eisdem  altemis  lineis 
sunt  constituta,  aequalia  sibi  inuicem  sunt. 

25   39.  Aequa  triangula,   quae  in   eadem  basi  et  in  easdem  partes  fnerint 
constituta,  in  eisdem  quoque  alternis  lineis  esse  pronuntio. 
40.  Aequa  triangula  in  aequis  atque  in  directum  positis  basibus  consti- 
tuta et  in  eisdem  partibus,   et  in  eisdem  quoque  alternis  esse  ne- 
cesse est. 

30  41.  Si  parallelogrammum  triangulumqye  in  eadem  basi  atque  in  eisdem 
altemis  fuerint  constituta,  parallelogrammum  triangulo  duplex  esse 
conueniet. 


1— 4]  JB-Er,  om,  Bq,    1)  alternas]  om.  E.    incidens  ^.    2)  inter  —  et]  aequales 

inter  se  fecerit  E.    contra]  J&,  circa  li.    eimiliter  —  4)  est]  B,  et  in  eisdem  partibus 

sunt  et  quae  deintus  lineae  sunt  duabus  rectis  liueis  sunt  aequales  ^.    5 — 6]  liE^ 

om.  Bq.    6)   altemae  uni]  iJ,  om.  E.    7)  data  recta  linea  B.    alteram  BEq.    8) 

designare  necesse  est  E.    9)  et  exterior  Bq.    10)  interioris  q.    trianguli]  m.  1  B, 

E;  tris  angnlis   q,  tres  aoguli  m.  2  B.    tres]  E^  om.  Bq.    13)  etj  om.  Bq.    et] 

om.  q.    14)  lateribufl]  alteribus  q.    parallelogrimma  q.    15)   ex]  et  ex  BEq.    16) 

aeqoales  sunt  E,    earoque  Bq,  ea  quoque  E.    aeque  partiuntur  Bq.    18)  fuerint] 

«««.  Eq.    19)  lam]  nam  BEq.    21)  aequa]  aequalia  B.    22)  fuerint]  lineis  fuerint 

lerint  lineis  q,    23  —  24]  BE,  om.  Bq.    23)  aequa  triangula  E,    quae  in]  quae 

14)  aequalia  —  sunt]  B,  om.  E,    25)  aequi  q.    eadem  parte  E,    26)  pronun- 

k  sunt  E.    27)    aequi  q.    28)  esse]  om.  Bq.    31)  alternis  lineis  E. 
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42.  Dato  triangulo  aequale  parallelogrammam  in  dato  rectilineo  angulo 
constituere. 

43.  Omnis  parallelogrammi  spatii  eorum,   quae   circa  diametrum   sunt, 
parallelogrammoram  supplementa  aequa  sibi  inuicem  esse  necesse  est. 

44.  luxta  datam  rectam  lineam  dato  triangnlo  in  dato  rectilineo  angalo  5 
parallelogrammum  aequale  protendere. 

45.  Dato   rectilineo  aequale  parallelogrammum  in  dato  rectilineo  angulo 
collocare. 

46.  Quadratum  a  dafca  recta  linea  terminata  describere. 

47.  In   bis   triangulis,   in  quibus  unns  rectus  est  angulus,   quae  recti-  10 
angula  nominamns,  quadratum,  quod  a  latere  rectum  angulum  sub- 
tendente  describitur,  aequum  est  bis  quadratis ,  quae  a  continentibus 
rectum  angulnm  lateribus  conscribuntur. 

48.  Si  ab  UDO  trianguli  latere  quadratum  quod  describitur  aequum  fuerit 
bis  quadratis,  quae  ab  reliquis  duobus  lateribus  describuntur,  rectus  15 
est  angulus,  qui  sub  duobus  reliquis  lateribus  continetur. 

n.  Bnoh. 

1.  Omne  parallelogrammum  rectiangulum  sub  bis  dnabus  reotis  lineis, 
quae  rectum  ambiunt  angulum,  dicitur  contiueri. 

2.  Omuid   uero  parallelogrammi  spatii  eorum,   quae  circa  eaudem  dia-  20 
metinim  sunt,  parallelogrammorum  quodlibet  unum  cum  supplementis 
duobus  gnomo  nominetur. 

1.  Si  sint  duae  rectae  lineae,  quarum  una  quidem  indiuisa,  altera  uero 
quotlibet  diuisionibus  secta,  quod  sub  duabus  rectis  lineis  rectiangu- 
lum  continetur,   aequum  erit  bis,   quae  sub  ea  quae  indiuisa  est  et  25 
unaquaque  diuisione  rectiangula  continentur, 

2.  Si  recta  linea  in  partes  diuidatur,  quadratum ,  quod  a  tota  describi- 
tur, aequum  est  rectangulis,  quae  sub  tota  et  portionibns  descri- 
buntur. 


1—2)  et  8  —  4)  permut  BEq.  1)  aequalem  B.  recto  lineo  B.  3)  circa]  cir- 
cum  B,  circa  eandem  jy.  4)  aequa]  ea  quae  ^.  5)  datam]  ER,  om.  Bq.  in]  om. 
BEq.  in  angulo  q.  angulo]  om.  B.  6)  aequalem  Bq,  praetendere  Bq,  pro- 
tcndendum  est  EB.  7)  recto  lineo  B,  rectilineo  angulo  E,  aequalem  Bq,  recto 
lineo  B.  8)  collocare  id  est  diametrum  Bq,  collocare  id  est  diametrum  oportet  E, 
9)  aj  ad  BEq.  datam  lineam  terminatam  E.  recta]  B,  om.  Eq.  10)  quem  rectiangu- 
lum  RBEq,  11)  subtendentem  Bq.  12)  a]  ac  q,  18)  rectis]  om.  B.  19)  ambiunt] 
RBq,  om.  E.  20)  omnes  B.  quae]  qui  B.  spatii  —  22)  nominetur]  spacium 
unumquodque  gnomio  eorum  quae  circa  diametrum  eandem  sunt  parallelogram- 
morum nuncupatur  E.  20)  eundem  q.  21)  quodlibet]  BB,  quotlibet  q.  22)  gnomo] 
-K,  gjnomo  B,  ginomo  q.  23-— 26]  bis  Bq.  23)  quidem  est  E.  24)  quolibet  q^. 
seota]  recta  q\  recti  B^.  25)  quae]  quibus  B\  quae  sunt  ^'.  ea  quae]  aeque  B*.  26) 
B*B*q^q^.  rcctiangnlum  g%  quod  rectiangulo //',  quod  rectiangula  J5*, 
B^qUji\  E.     27-29]  R,  om.  EBq.     27)  toto  R. 


Sil^  ^  TliiortbJi  HhtMlMJiM  frlfli(Bihff>g^ 
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matjnrtnry  mqwaa  est  «i,  qiiod  imb  vtraqiie  poriioiid  fecrtJMigpihiin 
dft»fitaar,  «t  «  qmbato,  qood  id  pcaedietam  pcHrtioaem  deaorilriti^ 

4h  81  iMte  Vmem  icmto  «I  UM,  qnod  dMorilntar  »  tot»  qmiinifaiin, 
6  itqiWMi  trt  Mhqii» toaalwiilte ab lUMiqpM^ime portkaai  qndnitia 
«t  bit  «i  wjfllaignlii»  qnod  sab  tisdam  pnriio^baii  oonÜMhar. 

&  Sl  twittk  Kafla  per  aaqialia  «fc  per  iniiitmaKa  aoortor,  qiiod  gab  in- 
ueqnaKbtta  tothu  seQÜombaa  reoliliaeiim  ooBÜBetar  emn  00  qwdmto, 
qaod  ab  m  tearilntar,  qiuia  iater  ufaraBqaa  aal  aaetioma,  aaqfumi 
10         aat  ai  qnod  deaaribitor  •  diaddk  qnadiato. 

6.  8i  laata  liaaa  par  aaqwdia  ^ndator,  alia  aaro  ai  ia  diiartam  liaaa 
laala  famgutar,  qaod  mib  iota  ei  aa  qoae  adiaala  aat  laatiBaeaia  aoati- 
aatar  aaai  ao  qaod  daaoflAar  a  daaidk  qaadiato  aaqaam  aat  «i  qna- 

ift    7.  8i  SMia  fiaaa  ia  dao  aaaotai^  ^^lod  daaariUtar  a  tota  qaadratam  eom 

ao  quadimla  qaod  «s  aaa  ppHrtiaai  qaalibat  fit  atraqao  qaadxata  pa- 

ritar  aea^fia  aaqw  aaat  «i  laetiaBgalOi  qaod  aab  tota  et  aaqaaU  portiona 

Wa  ooB&iatar,  et  d  qaadrato,  qaod  ad  rdiqaam  pariam  daaeriintar. 

&  CK  SMia  ÜBaa  ia  dao  diaidaiart  alia  aaro  ia  diraetom  ai  laagator 

to         laela  liaaa  aai  pavtiaai  aoqaalia,  qaadnbna,  qaod  deaaribitor  a  tola 

aoaqpoaita,  aaqaaai  aat  ai  netiaagalOt  qaod  aab  priaia  et  aMita 

qaater  coaüaetor,  et  ei  qaadiato,  qaod  ad  reliquam  partinm  prime 

describitur. 

9.  Si  recta  linea  per  aeqaalia  ac  per  inaequalia  secetur,  qnadrata,  quae 

25  ab  inaeqaalibas  totias  portionibos  describantar,  dapla  sunt  bis  qua- 

dratis,  quae  fiunt  a  dimidia  et  ab  ea-quae  inter  utrasque  est  sectiones. 

10.  Si  recta  linea  per  aeqaalia  secetnr,  eique  in  directum  quaedam  linea 

recta  iungatur,  quadraium  qaod  describitur  a  tota  cum  addita,   et 

quadratum,  quod  describitur  ab  ea,  quae  addita  est,  utraque  qua- 

30  drata  parit^  accepta  ab  eo  qaadrato,  quod  scribitur  a  dimidia,  et 

ab  eo  qaadrato ,  quod  ab  ea  describitur,  quae  ex  dimidia  adiectaque 
consistit,  utrisque  quadratis  pariter  acceptis  dupla  esse  necesse  est. 


1)  rectiangoli  E,  2)  ei]  dos  q,  quod]  quae  E.  3)  scr.  a  praedicta  portione. 
proportionem  Eq,  describit  E.  4)  toto  E.  5)  unaquoque  q.  6)  bis  ei]  uis  ei 
Bqj  idem  uis  E.  portionibuB  oontinetur]  est  portionibus  E,  portionibuB  conaenit 
Bq,  7)  rectae  lineae  B,  et  per]  ac  per  E^  ac  pro  g.  8)  sectionis  B.  10)  ei  — 
qnadrato]  ei  quadrato  qui  describitor  ab  ea  quae  constat  ex  adieeta  atque  dimidia 
E.  describit  B,  dimidio  B.  11)  per  aequali  9,  pro  aeqnali  B,  dioiditur  Bq. 
directam  B.  Hneam  rectam  g.  12)  inngantur  Bq.  toto  B.  ea  quae]  aeqaae  B. 
rectilineam  q.  13)  dimidio  ^JB.  aeqne  g,  aequnmqne^.  14)  quod]  qui  JB.  15-23] 
B,  om.  BEq,  15)  toto  B.  18)  scr.  a  reiiqua  parte.  22)  reliquum  B.  scr.  a  reliqua 
partium.  84—26]  BEB,  om.  q,  24)  per]  (pr.)  quae  per  B.  26)  est]  oontinetur  22. 
27)  directam  B,  28)  iungantur  g.  a]  om.  q,  cum]  eum  q.  30)  a]  ad  q,  31)  ea] 
eo  q.    ex]  om.  q,    82)  dupla  eme]  corr.  ex  duplicem  B. 
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11.  Datam  rectam  lineam  sie  secare,  ut  quod  sab  tota  et  una  portione 
rectilineum  continetnr  aeqaum  sit  ei,  quod  fit  ex  reliqaa  sectione 
qaadratam. 

12«  In  hia  triangulis^  quae  obtusum  habent  angulam,  tanto  ea  qaae  ob- 
tunso   subtendit   angnlo   lateribus   amplius  potest,   quae  obtunsum  5 
continent  angulum,   quant.um   est   quod  tenetur  bis  sub  una  earum 
qoae  ad  obtunsum  angulum  a  perpendiculari  extra  deprehenditur. 

14.  Dato  rectilineo  aequum  collocare  quadratum. 

m.  Bnoh. 

1.  Aequales  circnli  sunt,   quorum  diametri  aequales  sunt,   inaequales  10 
uero,  qoi  sie  se  non  habent. 

2.  Becta  linea  circulum  contingere  dicitur,  quae  cum  circulum  tangat 
et  in  utraque  eiecta  parte  non  secat  circulum. 

3.  Circnli  sese  inuicem  contingere  dicuntur,  qui  tangentes  sese  inuicem 
non  secant.  15 

4.  Bectae  lineae  in  circulo  aequaliter  a  centro  distare  dicuntur,  quando 
a  centro  in  ipsas  ductae  perpendiculares  sibi  inuicem  sunt  aequales. 

5.  Plus  uero  a  centro  distare  dicitur,  in  quam  perpendicularis  longior  cadit. 

6.  Portio  circuli  est  figura,  quae  sub  recta  linea  et  circuli  circumferen- 
tia  continetur.  20 

8.  In  portione  angulus  esse  dicitur,  quando  in  circumferentia  sumitur 
aliquod  punctum ,  ab  eo  uero  puncto  ad  lineae  terminos  duae  rectae 
subiunguntur,   angulus   qui  sub  duabus  subiunctis  lineis  continetur. 

9.  Quando  autem,  quae  adiunguntur,  aliquam  circumferentiae  compre- 
Hendunt  particulam,  in  ea  angulus  consistere  perhibetur.  25 

10.  Sector  circuli  est  figura,  quae  sub  duabus  a  centro  ductis  lineis  et 
sub  circumferentia,  quae  ab  eisdem  comprehenditur,  continetur. 


1)  secare  conuenitiS^.  2)  aeqaum]  cum  B»  ei]  cm  q.  quod]  quo  g,  que£. 
sectione]  portione  B.  3)  quadratum]  22,  quadratum  sive  trigonum  BE,  sibi  tri- 
gonom  g.  4)  his]  BB,  ista  q,  hac  E.  triangulis]  BBq,  trianguli  figura  E.  quae] 
qui  q.  tanto  amplius  E.  obiunsos  obtendit  angulos  Eq.  5)  amplius]  om.  E, 
quae]  quam  ea  quae  E,  qui  q.  6)  continet  E  bis]  q,  uis  B,  om.  E,  7)  auguli  q, 
a  —  deprehenditur]  om.  E.  8)  rectilineo]  trigono  B.  aequum]  cum  5,  aequum 
necesse  est  EB.  10)  aequales]  om.  B.  circuli  aequales  £!.  sunt  aequales  q.  11) 
uero  sunt  E.  12)  recta  linea]  circulus  E.  non  contingere  E.  quae]  qui  E.  cum] 
enm  B,  13)  eiecta  egesta  q.  14)  sese]  se  E.  15)  non]  om.  BEq.  16)  rectae] 
ratae  B.  a]  ojn.  B.  quando]  om.  B.  17)  inuicem  sibi  E.  18)  centro]  circulo 
BEq.  in]  linea  in  E.  perpendiculares  q.  19  —  23]  hhBq.  19)  est  —  21)  angu- 
lus] EBB*^,  om.  B^qK  19)  sub]  sur  q^.  recta]  recta  est  B*.  circuli]  EB^, 
om.  JB*.  81)  portione]  B^q\  portione  circuli  EB,  dicatur  B*B*q^q*.  circum- 
ferentia] EB^,  circumferentiam  B^q^q^.  22)  ab  eo  uero]  et  ab  eodem  E.  punc- 
tum JB<.  23)  subiaciuntur  B'.  qui]  circuli  dicitur  qui  JK,  dicitur  qniB^qK  angulus 
—  continetur]  om.  B*q\  continentur  B\  24)  antem]  lineae  7^.  circumferentia  5. 
25)  ot  in  BEq.    angulos  q.    perhibeatur  BEq. 
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11.  Simfles  oirenlonim  poriiones  dicuntar,  qnae  aequales  BOSoipiaiitlBligaklfl^ 
ttd  in  qnibos  qui  describimtiir  aogali  ribi  intiioem  siUtt 


3.  8i  in  cittmlo  per  centrUm  linea  qnaedam  recta 

lineam  reetam  non  per  centnun  positäm  in  dnae  aeqtltt*^^liidai 
6         partes,  per  rectos  eam  angnlos  secat;  et  si  per  rectos  angvA»t ineei, 
in  dnae  aeqnas  eam  dinidet  partes.  *^^ 

7.  Si  intra  circnlum  punctum  sumatur  in  diametrb,  quod  non  eiieoB- 
trum,  et  ab  eo  puncto  ad  circnlum  duae  lineae  uel  phiree  dkuküppc; 
9.  Si  in  cin»lo  punotom  snmaiar  interiuB,  et  ab  eo  pvm^^iH^imf' 
10         lum  plures  quam  duae  lineae  dirigantur,  illud  punctum  eentrtst^  ^- 
enli  esse  necesse  est.  v^  ^' 

10.  übi  einnili.8  dienlmn  secat,  seeoBdnm  pnneS  plan  qmn  doo 
minime  secat»  *  *  -^  ^-^ 

12.  Si  duo  circuU  ab  exteriore  sese  parte  contingant,  qtuwf  ad'  äinldt 
15         eorum  linea  reeta  dirigitnr,  in  iunctnram  incidit  circuloram«/'''   -* 

13.  übi  cireulus  circnlum  contingit,  secundum  plura  puncta  qtütn  itnum 
minime  oontingit,  seu  ab  interiore  seu  ab  exteriore  parte  oontigerit. 

14.  In  circulo  aequae  rectae  lineae  aequalibus  spatiis  absunt  a  eentro, 
et  qnae  aequalibus  spatiis  a  centro  absunt  rectae  lineae  mbi'inmcem 

20  aequales  sunt. 

16.  Quae  in  eztrema  diametro  circuli  per  rectos  angulos  linea  recta  di- 
rigitar,  extra  circulum  cadet  et  inter  ipsam  et  circali  circumferen- 
tiam  alia  recta  non  incidit;  et  semicircnli  angulus  ab  acute  angnlo 
rectilineo  maior   existit,    reliquus   nero  ab  acute   angulo   rectilineo 

25  minor  existit. 

17.  A  dato  puncto  duas  rectas  lineas  ducere,  quae  datum  circulum  tangant. 


2)  inscribuntur  E.  3)  pro  centro  E.  et  quandam]  aequandam  g,  ad  aequan- 
dam  E.  4)  non]  om.  BEq.  per]  in  BEq.  centro  E.  aequas]  corr.  ex  aequales  q. 
dinidet  q^  om.  E.  5)  partes]  om.  q.  per]  om.  jK,  pro  q.  rectus  BEq.  angulus 
BEq.  per]  om  ^,  propor  g.  rectus  BEq.  angulus  Bg,  eam  angulus  £*.  6)  aequas] 
om.  BEq.  eam]  eum  agrum  BEq.  diuidat  B.  7)  sumatnr]  corr.  ex  sumraittatur  g. 
in  diametro]  interius  BEq.  non]  om.  BEq.  9—11]  Bq^  om.  E.  9J  circulum 
Bq.  12  -13}  BRq^  om.  E.  12)  secundum—  13)  secat]  om.  B.  12)  eccundum]  si  R. 
puncta]  om.  JR.  duo]  duo  puncta  JB.  13)  minime  secat]  JB,  om.  g'.  14—15]  jBUqr, 
om.  E.  14)  ab]  seu  ab  R.  sese]  g,  sc  B,  uel  ab  interiore  se  JB.  15)  iunctura  BRq. 
circulum  BRq.  lQ  —  lT]BRq^  om.  E.  16)  ubi  —  circulum]  jR<2,  om.  ^.  oontingit] 
R,  om.  Bq.  secundum]  si  R.  17)  seu]  Ä,  et  seu  Bq.  inferiore  g,  exteriori  R. 
seu]  q,  sub  iJ,  iste  seu  B.  interiori  R.  contingit  JJ.  IS  — 20]  BRq,  om.  E.  18) 
aequae]  q,  quae  BR.  absunt]  von  hier  ab  anders  R.  absunt  a]  assumpta  q,  sumpta 
B.  19)  et  quae]  co  Bq.  absunt]  haec  sunt  B g.  sibi]  si  g.  20)  sunt]  om.  Bq.  21—26] 
Bqy  om.E.  21)  per]  pro  g.  rectus  angulus  Bq.  recta]  directaBry.  22)  et]  (alt.)  uel 
Bq.  23)  rectum  Bq,  ab]  sub  Bq.  acutiangulo  B.  24)  reliquos  Bq.  26)  A]  q^ 
ad  B,    quae]  qni  Bq.    tangunt  q. 


Beitrage  zur  Gescbiclite  der  Uathematik  im  Hittelalter. 


97 


Si    circulum  linen  quaeäam  recta  contingat,   et  a  centro  ad  contac- 

tum    lioea   recta   dirigatur,    perpendicularis   erit  ea,    qnae  ducitnr, 

super  eam  quae  circulum  tangit. 

8i  circtilum  liuea  recta  coatingat,  a  contacta  uero  ei  qnae  tangit  in 

oircnlo  per  rectos  angulos  recta  linea  dirigatur,  in  ea  quae  dirigitur  t> 

circuli  ceotrum  ts<se  conneniet. 

Quadrilaterarum  figniarum ,  quae  circulis  ambinntur,  ez  aduerso  aibl- 

met  anguli  conetituti  duobua  rectis  angnlis  sunt  aequates. 

In    recta    linea  duae  circuli  portiones   Bimiles   atqoe  inaequales   in 

iiadem  partibus  nullo  modo  constituentur.  10 

Circnloram  similea  portiones,    quae  in  aequia   rectis  lineis  oonsti- 

tnuntur,  sibi  iuuicem  sunt  aequales. 

In  aeqais  circulis  qui  in  circumfereutiis  aequalibas  augnli  cousiatnnt, 

sibimet  inuicem   sunt   aequales,    seu   a   centro  seu  a  ciiciunferentia 

progrediantur.  16 

Datam  circumferentiam  circuli  in  duo  a«qna  diuidere  potis  est. 

In  circnlo  ia  quidem  angulns,  qni  in  semictrcalo  est,  rectas  ezistit, 

qui  uero  in  maiore  portione  est  angalua,  minor  est  recto,  qui  autem 

in  minore  portione  est  angulus,  maior  est  recto.  et  maioris  quidem 

portionis  angnlua  recto  maior  existit,  minoria  uero  portionis  angulaa  20 

recto  minor  existit. 

Si  circulum  linea  recta  contingat,  s  contactu  uero  in  circnlnm  quae- 

dam  circulum  aecans  linea  recta  ducatur,  qnoscumque  aogulos  faoit, 

ii   duobua   angulis,    qui   sunt  in  altemattm   circali  portionibua  aunt 

aeqnales.  S6 

Buper  datam  rectom  lineam  circuli  describere  portionem,  quae  dato 

rectilineo  angulo  nnua  quis  snas  intns... 

Circulo  oportet  aocipers  portionea . . . 


l.  Fignra  intra  üg 
eiuB ,  in  quam  ii 
parte  conti  ngit. 


rV.  BDOh. 
tm  dicitur  inscribi,   qoando  ea,  quae  inacribltur,  3 
ribitur,  latera  unoquoqne  sno  angnto  ab  interiore 


1— G;  Bq,Dm.E.  1)  contractum  q.  2)  lineaeB^.  propendicularis  9.  1)  contractu  q. 

]  qui  iJg.    6)  per  lectoa]  pro  rectos g,  porrecto  B.    angulus  £.    ineajlineag. 
RtlirigaDtur  Sq.    7-R)  B£q.    7)  quadrilaterttrum  -  amblunturj  om.  E,    quadrilate- 
1  Bq.    8)  angulis  anguU  B,  angnli  q.    9—10]  q,  om.  JIE,    in  iiademj  iedem  q, 
^Ül)  quaej  »aai  qui  q,  sunt  quem  corr.  ei  in  quem  »ontB.     13)  qui]  corr.  ei  qua« 

14)  •ibimctj  tibi  et  S.    a]  ao  £.    eeu)  sibi  g.     16)  circuli]  semicircuü  BEq. 
Epotia  est]  E,  poesit  Bq.    IT)  ia  quidem]  isdem  Bq,  id  est  E.    18]  minor]  n 
lU)  niuor]  minor  E,    SI)  estatat  q.    33)  ei]  si  in  B.    in  circulum]  in  circum  Bq 
I  in  cireumrerentia  E.    24)  ii]  ÜB,  om.  £q.    duo  auguli  BEq.    alternatäm]  c 
I  ftiternateni  B,  aitcrna  ante  g,  altemia  E.  S6)  datas  BE,  dectaa  q.  rectaa  lineas  BEq. 
I  pDrtionem]part«aBg,  partes conTcnitB.  qnae— 27liiituB]Bg,  om.^.  ST) unus— iutus] 

Rlit-Ul.  Abthlg.  d.  Zetluhr.  t  H»Ui,  o.  Ptiyi.  XIIV,  3, 


•t   . 


oiuiuiöriUtiity  8f(iin  liwif  '6Qi  ifttniMiäliiter,  tob*  oiraiilMia  hAoribas 
mptWMi  Muralos  iaiufiL 

•     ■    "  ■    >' '  !'■'  ■' 

!•  biton  daljiim  eimtatti  Mi»  reetto  KsaMi^*  fowi  diMMim  miaime 
6         maior  «dstaft,  aequam  roctam  Ki»mMi  eciiptig», 

fSm  IfitÄ  dmisi  cixiulfiiii  '4iA^  -^liiiignlo^ '  M|iMViun  M^pdttHi  Irisiigii- 

laan  eöilmaB.  •     -       ' 

3,  Cirea'  artatt  '^fewtot^dild  ttiiagrid  »äqqiiiw  ii^lmiiiii  Irfmgii- 
lum  daM^^Moe.        -  "-^  •*- •''■■■-'.    •        ■  ■>.-;  . 

10    4.  Infi»  dbäim  iriiBgidiifli  «&e|Biim  düifpiit».  v^      -^ 
.6.  Intm  dafaam  careiihup  qni#fitittm  4tiiitboi[?<fc 

IS.  ^bteä  dttem  fdredänl  qtimqpisiigiAnB  ^aefäO^^     «t  aeqniangaliioi 
daiignaie. 
1&  13.  Inte  dbCintiv  qdiiq^  qndd  «st  ieqidalWllni  «tqiM  aaqni- 

angohnn^  «Irenhiäi  i/^tigtaxti. 


X     - 


'        .    '  '  '  ■     '  ' 

Die  ▼oraügliclie  Haadsebrift  der  Arithmetik  die  Boetinii  Bamberg. 
HJ  IV,  11  saee.  X  (B  bei  Friedlein)  entbilt  auf  fol.  1—7  eine  mittel- 
alterliche Einleitung  in  das  Stadium  der  Mathematik ,  die  mir  nicht  un- 
interessant scheint,  namentlich  auch  deshalb,  weil  sie  einige  Kenntniss  des 
Griechischen  verräth.  Da  dieselbe  Handschrift  hinten  einen  auf  irische  Ver- 
hältnisse bezüglichen  Brief  enthält,  den  ich  anderswo  yeröfifentlichen  werde, 
vermuthe  ich,  dass  auch  jene  kleine  Abhandlung  auf  Irland  entstanden  ist; 
denn  zu  dieser  Zeit  ist  Kenntniss  des  Griechischen  im  Occident  fast  nur 
bei  den  Iren  zu  finden.     Das  Stück  fängt  an: 

Mathematica  latine  dicitur  doctrinalis  scientia; 
darauf  Definitionen    der  Arithmetik,    Geometrie,    Musik   und  Astronomie; 
dann  schliesst  die  Vorrede:  quas  disciplinas  deinceps  paulo  latius  indicamus, 
ut  earum  cause  competenter  possint  ostendi. 

8cr.  angulum  aequalem  intns  capiai    28)  Bq,  om.  ^;  scr.  a  dato  circulo  oportet 
aocipere  portionem.    30)  figuram  q.    eam  Bq.    31)  inscribitar]  E^  scribitur  Bq, 

1)  circulus  Bcribi  Bq^  drculi  E^  circulum  scribi  R.  figurae  drcamscribi  E. 
figurae]  om.  B.  ea  quae]  mnt.  in  ea  qua  jB,  aequa  q.  circumscribitur]  E^  om.  B  q. 
2)  figurae  E,  circum  inscribitur  Bq.  4-5]  RE^  bis  Bq.  4)  quaej  quae  in  B^qK 
quae -5)  ezistat]  non  niaiori  quam  diametrus  R.  4)  diametri  B*.  5)  excitat  gS  ezit 
ad  B 1.  rectam]  om.  E.  coaptare]  RB^q\  quae  aptare  B^q\  coaptare  oportet  E.  7) 
collocare  convenit  E.  8)  circa]  circulum  jB.  dato]  date  q.  9)  designandum  est  E. 
10)  circulum  triangulum  BEq,  interdum  designare  necesse  est  E,  11)  aliquid 
describere  utile  est  E,  12)  infra  E.  13)  qui  angulum  q.  14)  designare  geometres 
praecipiunt  E,  15)  datnm]  datum  circulum  E.  quinqueangulum  B.  atque]  om. 
jB.     16)  circulum]  om.  BE,    designare  non  üisconveuit  E. 
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Darauf  ein  Capitelindex : 
I  de  uocahulo  arithmetice  discipline. 
II  de  aactorihns  arithmetice. 
in  quid  sit  numerus. 
IV  onde  numeri  dicti. 
Y  quid  prestent  numeri. 
VI  de  prima  diuisione  parium  et  imparium. 
VII  de  secunda  diuisione  totius  numeri. 
VIII  de  tertia  diuisione  totius  numeri. 
IX  de  differentia  arithmetice  et  geometrice  et  musice  artis. 
X  quod  numeri  infiniti  existunt. 

Dann  folgen  die  zehn  Capitel,  woraus  ich  hervorhehe: 

I  Arithmetica  est  disciplina  numerorum;  greci  enim  numerum  rithmon 
dicunt  etc. 

II  Numeri  disciplinam  apud  grecos  primum  pytagoram  autumant  con- 
scripsisse  äc  deinde  a  nicoraacho  diffusius  esse  dispositam ,  quam  apud 
latinos  primus  apuleius  deinde  hoetius  transtulerunt. 

III  numerus    autem  est  multitudo  ex  unitatihus  constituta;   nam  unum 
semen  numeri  esse,  non  numerum. 

IV  lautet  vollständig  so: 

Numero  nummus  nomen  dedit  et  a  sui  frequentatione  uocahulum  in- 
didit.  unum  a  greco  nomen  trabit;  greci  enim  unum  ena  dicunt.  sie  duo 
et  tres,  quos  iUi  dua  et  tria  appellant.  quatuor  uero  a  figura  quadrata 
nomen  sumpseinint.  quinque  autem  non  secundum  naturam,  sed  secundum 
placitum  uoluntatis  uocahulum  acceperunt  ah  eo,  qni  numeris  nomina  in- 
didit  sex  autem  et  Septem  a  greco  ueniunt;  in  multis  enim  nominibus, 
que  in  greco  aspirationem  hahent,  nos  pro  aspiratione  s  ponimus.  inde 
est  pro  ex  sex,  pro  epta  Septem,  sicut  pro  erpillo*  erba  serpillum.  octo 
uero  per  translationem  sicut  illi  et  nos  ita.  illi  nea  nos  neuem,  illi  deca 
nos  decem.  dicti  autem  decem  a  greca  ethimologia,  eo  quod  ligent  et  con- 
iungant  infra  iacentes  numeros ;  nam  desmos  coniungere  uel  ligare  apud  eos 
dicitur.  porro  uiginti  dicti,  quod  sint  decem  bis  geniti  n  pro  b  Htera  po- 
Sita;  triginta,  quod  a  tertio  denario  gignantur.  sie  usque  ad  nonaginta. 
centum  uero  uocati  a  canthu,  quod  est  circulus;  ducenti  a  duo  centum. 
sie  et  reliqui  usque  ad  mille.  mille  autem  a  multitudine,  unde  et  militia 
quasi  multicia.     inde  et  milia^  que  greci  mutata  litera  miriades  uocani 

VIII  handelt  zum  Theil  von  den  Polygonalzahlen  (mit  Figuren);  darin: 
linealis  numerus  est,  qui  inchoans  a  monade  linealiter  scribitur  usque  ad 
infinitum.  unde  alfa  ponitur  pro  designatione  linearum,  quoniam  hec  litera 
unum  significat  apud  grecos  S  (auf  den  Figg.  a). 


♦  d.  h.  f^wvUoff,  Quendel. 
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FoL  7^  beim  ScUnas  dieser  Abhaadlong  Yor  dem  BoetiiiSt  der  foL  8 
anftngt,  stelil,  mm  TheQ  aaf  dem  Bande,  folgende  onrioee  Bialeftong  rar 
Arithmetik  (vergL  die  Braierkoiig  in  cod.  a  bfi  Friedimn  p.  S,  l): 

Ne  anbesse  posrit  similitado  fiftlaitatie,    in  aaefa»e  tria  reqviniiiiiir 
inieio  libri,  qne  nobie  eerta  sunt:  persona,  tempne  et  loeos.    peraona  fidi 
boetins  romMine  et  eonsol  tra&pore  inetiini  imperatorisi  eoins  tm^pore  0ie- 
deriene  rex  gothomm  italiam  et  romanoe  innarit  et  peat  trigmta  ipiaoe  el  eo 
amplins  potestatem  exercnit  rome.     et  certe  in  itaUa  fiiit     ideo  ionstan 
qaeritnr,  nt,  ei  mendod  babentnr  libri|  illno  reaertatoTi  quo  iserttorea  eaae 
arbitrantor.     eaaea  aritiimetiee  diedidine  Mibende  heo  fmt,*  nt  maneri 
et  proportionee  nnmeromm  eeirentar  a  eednlis  leetoribne,  qmipeam  eoBerli 
indagine  perleetnri   eacaat.     nam  in   nnmeris  mazima  nersatnr  dnUMitb 
qnam  iste  boetins  eontendit  aafene,  dnm  obsenre  a  nioomadio  et  bwMiili» 
dicta  plana  prodneto  serm^me  reddit  et  diflbse  dicta  moderata  farei^alSB  eoi* 
legii    cansa  insnper  reqmritnr,  qne  ea  est,  nt  soiat  nidelieet  natnrain  «n- 
meromm,  qaemadmodnm  ez  nnitatibns  ipse  nnmems  erescat  ao  mnUipitortar, 
et  nt  qndibet  eins  snmma  foeile  naleat  deprehendi,  ut  verbi  cansa  si  pro-* 
ponatnr  octies  VIII  qnot  snnt  et  si  qna  similia. 

Bithmon  gteei  dicnnt  nnmemm.  inde  aritiimetica  disciplina  nnmero- 
mm. onins  aritbmetice  pjtagoras  apnd  grecos  primns  fnit  auctor,  poetea 
nicomaobnsi  ^pnd  latinos  nero  apuleins«  deinde  boetins.  nam  latini  imitati 
sunt  grecos  fontem  scientie  ab  ipsis  haurientes  et  in  proprinm  sermonem 
transferentes ,  et  licet  qaedam  disciplina  ab  egypiiis  originem  uideantnr 
habere,  ipsas  tamen  greci  ab  eis  accipientes  postea  tradiderant  romanis. 

Domino  patri  Symmacho  boetins.  Boetins  consnl  fuit;  eins*^  dignita- 
tem  sni  liberi  post  sunt  adepti.  Symmachus  quoque  consnl  fait  et  suo 
tempore  clarus  et  fuit  boetii  socer,  et  hanc  epistolam  loco  proemii  et  pre- 
facionis  illi  ponere  placuit.  Boetius  interpretatur  adiutor,  quod  nomen  non 
eins  proprium  fuit,  sed  seuerinus;  nam  ex  accidente  boetins  dictus  est; 
plurimis  enim  prodesse  satagebat  maxime  pupillos  et  inopes  suis  fonens 
stipendiis.  Symmachus  quoque  interpretatur  compugnans;  syn  con,  macbia 
pugna  dlcitur.  In  inieio  sue  epistole  boetius  morem  descripsit  humanum 
dicens,  qualiter  nobilium  amicorum  foedera  muneribus  confirmentur,  ita  nt, 
dum  sibi  inuicem  munera  tribuunt,  nee  ille  qni  dat  aliud  aliquid  carins 
habeat  quam^**  id  quod  dat,  nee  is  qui  suseipit  carius  aliud  quid  ab  altero 
suseipiat  unquam  quam  id,  quod  ab  amico  suseipit,  quia  eadem  uelle  et 
eadem  nolle  firma  est  amicitia,^  quod  in  malis  faetio  appellatur.^ 

*  cod.  disdplineV  hec  fuit*/  scribende. 
*♦  eins  e  corr.  cod. 
♦♦♦  qm  supra  Bcr.  cod. 

t  SalluBt.  Catil.  20,  &. 
ff  Sallust  Jugurth.  31,  i5. 


Dr.  ph.  A.  Sammler.     Zweite  wesentliob 
8.,  Verlag  von   Curt  Ade.      1890. 


Stndierlampe,  herausgegeben 

vermebrte   Auflage. 

71  8.  Preis  geb.  1  Mk. 
Ein  Sammelsurium  von  Merkvergcben,  Akrostichen,  Chrono bÜ eben,  Patin- 
droBien,  Epigrammen,  Senteßzen,  Räthseln  u.  dergl.  m.  —  Der  mathe- 
matische Theil  enthält  vorzugsweise  algebraische  Aufgaben ,  die  durch  ihre 
metrische  Form ,  ihre  Beziehungen  zur  Mythologie  und  m  anderen  Gebieten 
interessant  sein  sollen,  und  die  eich  fast  alle  in  der  Aufgabensammlung 
von  Heis  unter  den  eingekleideten  Gleichungen  ereten  Grades  finden;  femer 
einige  Bechenscherze  und  KunststUckchen ,  die  ohne  besonderen  Werth  sind. 

F.  Schutts. 


Lehr-    nnd  TTabnügsbuch   der   Arithmetik   fOr   Ünter-Realscbulen,     Ton 
Fbanz  Villiods,    Professor   an   der  k,  k.  Staats  -  Oberrealach ule   am 
Schottenfelde  in  Wien.     Erster  Theil  für  die  1.  Classe.    Neunte  ver- 
besserte  Auflage.      Wien,    1888.     Verlag    von   A.  Piohler's  Wittwe 
&  Sohn.     124  8.     Preis  in  hübschem  Callicoband   1   Mk.  44  Pf. 
Ein   vorzügliches  Büchlein.     Der  Stoff  ist  übersichtlich  geordnet,   die 
Lehrsätze  klar,  die  Erklärungen  leicht  verstSndlicb ,   die  Aufgaben  dem  ins 
Auge  gefasBten  SchQlerkreise  angemessen.     Die  gerechtfertigte  Bevorzugung 
der  Decimalbrüche  und  ihre  Einführung  schon  vor  der  gewöhnlichen  Bruch- 
rechnung ist  eine  Eigentbümlichkeit  und  ein  Vorzug  des  Werkebens.    Auf 
verschiedene   Vortheile   bei   gewissen    Rechnungen    wird   hingewiesen;    doch 
ungern  vermissen  wir  die  Neunerprobe  bei  der  MultiplicatiOD.    Einige  Druck, 
fehler  8.  102  Z.  9,  8.  104  Z.  14,  8.  105  Z.  8;  ferner  ist  an  vielen  Stellen 
der  Decimalpunkt  ausgeblieben,   und  dürfte  sich  statt  dessen  das  Üblichere 
Eomiua  empfehlen.    Druck  und  Papier  sind  gut.  p    Schütte 


Allgemeine  Arithmethik *  und  Algebra  in  ihrer  Beziehung  zu  einander 
und  zu  den  höheren  bürgerlichen  Bechnungsarten ,  insbesondere  zu 
den  den  Kapital-  und  Renten -Versicherungen  grün d legi ichen  Zinses* 
tinsrechnttngen.    Für  Seminaristen  imd  Lehrer  in  einer  für  den  Selbst- 

1  des  Verfnsaero ! 


lOB 


nnian^okt  gadgaefaD  Ftonn  beacbritet  rat  EuL  IdOOBi,  flfriwir- 
Unw.  WimMT,  Hiattorirsal»  Bmihlwnilhiiig.  1888.  190  & 
Frai  Buk.. 

Dm  £a  HaaptowlUte.  a>  'wliliUgyiM  '^fonnahi,  ErkUnuffn  vad 
-  Slfae  Midi  fypognpbiadi  w3b  aoloha  herroqidiolwa  und ,  und  dkionk  te 
BriwBBiig  dandban  and  du  üeberndit  msantlieh  «^«üAtert  wini:,  dleMT 
Vorang  ittbA  dam  Baah»  siahfc  tm.  .-.'-:.  /;_-- 

Dar  «nio  The3  tmliindslt  die  üg^hmtebea  Qlmkoagak.  Dia  TKm- 
laüang  daradben  (g  ^  iat  TttMilt  md  fflr  dan  Apflbigcr  nsmattadliA 
Ukd  tIbaiSliesig.  Bei  der  Erklärung  der  AuflQsungEiuethoden  eind  fUr  dia 
TOrganomiueiieD  Operationen  DJeinatB  die  GrUnde  angegeben,  eonderu  «a  isfc 
aof  die  FfemgrapbeD  der  „Allgemeinen  Arithmetik"  des  VerfasBera  hing^drie- 
aan,  was  selbst  für  Solche,  die  jenes  Buch  zur  Hand  haben,  niobt  aehr 
aaganahm,  fUr  Einen,  der  ea  nicht  besitzt,  hSchat  fatal  ist,  Ebeniao  be- 
qnam  macht  ea  aich  der  VerfoEaer  mit  den  Uebungaaufgaben;  er  v*nnitt 
auf  ^Kaier-Hirach'a  Algebra",  so  dass  der  Studirende  sich  anch  fieaaa 
Bnah  iHifffhalF*"'  ntlBBto. 

Dia  AnflOaimg  der  Olaiehimgaa  gaaddahi  mm  duvh  Ordnen,  Traaa- 
poniren,  aieben  Teraehiedeae  Arten  ■na  Bednotionan,  durch  laoüraagcai, 
amH  nmgdahrtaB  Vonnehan  mt  4»  andan  Saite  bringen",  ^Vegatradm* 
TOk  Oliedam  o.  dergL  m.  Der  Laaar  kommt  dadurch  kiam  inr  Uaren  ESn- 
sicht,  daas  er  ea  mit  gons  gewöhnlichen  algehraisohen  Opeiutionen  lu  thon 
hat,  sondern,  wie  der  Verf.  selbst  in  liebengwtlrdiger  Weise  gesteht  (S.  5 
n.  8),  »erwBohst  ihm  erst  allmSlig  die  Erkenntniss"  von  der  Richtigkeit 
dee  Terfohrens;  »nnd  die  BegrUndung  kann  mehr  nnd  mehr  zurücktreten, 
und  die  Entwiokelnng  der  Qleichnng  mechanisch  aich  vollziehen '. 

Bei  den  Oleichongen  mit  mehreren  unbekannten  hätte  fUr  die  Zwecke 
des  Buchea  die  Subatitncionamethode  geutlgt.  Die  dbrigen,  dazu  noch 
mangelhaft  erkl&rten  Methoden  h&tten  unterbleiben  kSnnen. 

Die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Giades  wird  TOm 
Terf.  nicht  gegeben,  statt  dessen  wird  bei  jedem  Beispiele  das  Experi- 
ment der  sogenannten  quadratischen  Ergänzung  gemacht. 

Die  folgenden  Abschnitte  des  Baches,  Logarithmenrechnnng,  Progres- 
sionen, Zinseszinsrechnong  sind,  abgesehen  von  klüneren  M&ngeln  —  z.  B. 
ist  die  Definition  der  steigenden  nnd  fallenden  Beihen  falsch  —  fasslicher 
bearbeitet.  Die  beigefügten  Tabellen  sind,  soweit  Stichproben  dieses  er- 
geben, zuverlässig.  p    SohÜtm. 


Ha  praktiadL«  Ansatx  der  Kegreldetri-  and  Protentreolmimgui  als  LOsnng 
der  Aufgabe.  Aehnliches  fflr  OeaeUschartsrechnnng,  Mischungsrech- 
nnng  n.  8.  w,  von  F.  B.  BiOBmu    Leipaig  1889. 
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Der  Verfasser  geht  von  dem  Streben  aus,  schon  beim  ersten  mathe- 
matischen Unterricht  das  Denken  in  Gleichungen  mehr  zur  Geltung  zu 
bringen.  Er  erläutert  an  Beispielen,  wie  mit  Hilfe  der  Gleichungen  ein- 
fachster Form  die  Aufgaben  der  einfachen  UDd  zusammengesetzten  Begel- 
detri,  der  Tara-,  Babatt-,  Zins-  und  Discontorechnung  nach  wenigen  Regeln 
gelöst  werden  kann.  Umgekehrte  Begeldetri,  deren  Anwendung  oft  zu 
argen  Sprachverrenkungei^,  zuweilen  auch  zu  falschen  Schlüssen  Seiten  der 
Schüler  führt,  wird  durch  dieses  Verfahren  überflüssig. 

Beispiel:  Welches  Kapital  bringt  in  5  Jahren  28  Mk.  Zinsen,  wenn 
680  Mk.  in  3  J.  96  Mk.  Zinsen  geben? 

K   J      Z 

Ansatz  mit.    .    .    .     x  .5_  28  _  680.3.28 

Andeutung  der  GL:  680.3"  96'  *""         5.96' 

Das  Buch  ist  lesenswerth,  wenn  auch  Beferent  gestehen  muss,  dass 
der  Schüler  bei  ausschliesslicher  Anwendung  jener  Methode  leicht  in  den 
Fehler  des  Formalismus  verfällt.  ^^  ^  Skwi^^. 


Bibliographie 

vom  1.  März  bis  31.  Mai  1890. 


Periodiiche  Soliriften. 

Mathematische  und  naturwissensch.  Mittheilungen  aus  den  Sitzungsberichten 

der  königl.  preuss.  Akademie  der  Wissenschaften.    Jahrg.  1890,  1.  Heft. 

Berlin,  G.  Beimer.  8  Mk. 

Abhandlungen  d.  math.-phjs,  Classe  d.  königl.  Gesellschaft  d.  Wissensch.  in 

Leipzig.     15.  Bd.     Leipzig,  Hirzel.  35  Mk. 

Sitzungsberichte  der  math.-  phjs.  Classe  d.  königL  (Gesellschaft  d.  Wissensch. 

in  Leipzig.     1889,  II—IV.    Ebendas.  3  Mk. 

Sitzungsberichte  der  math. -phjs.  Classe  der  kOnigl.  Akademie  d.  Wissensch, 

zu  München.     1889,  3.  Heft.    München ,  Franz.  1  Mk.  20  Pf. 

Denkschriften   der   kaiserl.   Akademie   d.  Wissensch.   in  Wien.     Matbem.- 

naturwiss.  Classe.    56.  Bd.    Wien,  Tempskj.  52  Mk.  50  Pf. 

Sitzungsberichte  d.  kaiserl.  Akademie  d.  Wissensch.  zu  Wien.    Math.-naturw. 

Classe,  Abth.  IIa.    98.  Bd.  8.  u.  9.  Heft.    Ebendas.         5  Mk.  40  Pf. 
M6moires  de  TAcadömie  des  sciences  de  St.  P6tersbourg.     VII.  s6rie,  tome 

XXXVII,  No.  4  et  5.    Leipzig,  Voss.  4  Mk.  50  Pf. 

Astronomische  Arbeiten  des  k.  k.  Gradmessungsbureau.     Herausgeg.  von  E. 

Wbiss  u.  B.  Sohbam.     1.  Bd.:  Lttngenbestimmungen.    Wien,  Tempsky. 

16  Mk. 


IM  BStterlMb-Utearisdie  AlyOeaiii«. 

Verhandhuigeii  dfir  phydkaL  OeseDsehaft  la  Berlin  L  J.  1889.    8L  3§iatg.^ 

redig.  ▼•  A.  KSma.    Berlin,  0.  Beimer.  2  11k. 

Annalen  d.  physikal.  GeotralobeemiAoriamB.   Heranogeg.  t.  H.  Wild.  Jslirg; 

1888,  IL    Leipiig,  Voss.  15  Mk.  40  Vt. 

Aeia  mathematiea.     Heransg^.  t.  0.  HmAa-LBinaB.     14.  Bd.  1.  Beft» 

Berlin,  Mayer  *  HüUar.  15  Mk. 

Mathematiache'Annalen,  begr.  t.  NnunAim  n.  Clbbsob,  heranag^.  ▼.  KLcnr, 

Dtok  XL  Maibb.  S6.  Bd.  1.  Heft.  Leipzig,  Teubner.  oompL  20  Mk. 
SSeitechrift  filr  mathem.  u.  natorwissensebaftL  ünterrieht,  heraii^geg.  t.  J.  Cl 

y.  HovnuHN.   Jahrg.  1890,  1.  Heft.    Ebenda».  eompL  12  Mk. 

Artronomiscbe  Nacbriehten,  heran«geg.  ▼.  A.  EnünonE.    124.  Bd.   Hambiung, 

Mauke  Söhne.  15  Mk. 

MalfaematiBehe  und  natorwiasensohaftL  Berichte  ans  Ungarn,  redig.  t.  Fb5h- 

UGR.  7.  Bd.,  Juni  1888  bis  Oei  1889.  Berlin,  FriedlSnder  AB.  8  Mk. 
Beperiorinm  der  Physik,  faeraiu^geg.  t.  B.  Bxhsr.    26.  Bd.,  1.  Heft.    Mllii- 

eben,  Oldenbonrg.  oompL  24  Mk. 

Bibliotheoa  mathematiea,  heranegeg.  ▼.  0.  EnniTBÖM.    Nene  Folge,  Jahrg.' 

1890.    Berlin,  Mayer  A  Mflller.  4  Mk. 

Aetronomiediee  Jahrbneh   für  1892.     Heranegeg.  t.  F.  Tiitjbh.     Berlin, 

Dllmmler.  12  Mk. 

Btemephemeriden  ftb:  1892.  (Ans  dem  Berliner  astron.  Jahrb.)  Ebenda».  6Mk. 
Meteorologische  Zeitschrift,  redig.  v.  J.  Hann  n«  W.  Eöppbn.   7.  Jahrg.  1890, 

1.  Heft.  Wien,  HöheL  compl.  20  Mk. 
Deutsches  meteorolog.  Jahrbuch  fCLr  1889;  2.  Heft,  herausgeg.  v.  W.  v.  Bb- 

ZOLD.    Berlin,  Asher.  3  Mk. 

Oesehidhte  der  Mathematik  nnd  Physik. 

Rothlauf,  B.,  Die  Physik  Plato's.  2.  Tbl.  München,  Kellerer.  1  Mk. 
BosEMBEBOBB,   F.,   Geschlchte  der  Physik  in  den  letzten  hundert  Jahren. 

2.  Abth.  Braunschweig,  Vieweg.  10  Mk.  40  Pf. 
Lasswitz,  E.,  Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton.    2.  Bd. 

(Schluss.)    Hamburg,  Voss.  20  Mk. 

Beine  Mathematik. 

JoNQUiÄBB,  A.,  üeber  einige  Transcendente,  die  bei  wiederholter  Integra- 
tion rationaler  Functionen  auftreten.  (Inaug.- Dissert.)  Bern,  Huber 
&  Comp.  1  Mk. 

SiBMON ,  P. ,  üeber  die  Integrale  einer  nichthomogenen  Differentialgleichung 
ILO.     Berlin,  Gärtner.  1  Mk. 

LiB ,  S. ,  Theorie  der  Transformationsgruppen.  2.  Abscbn. ,  bearb.  v.  F. 
Enqbl.     Leipzig,  Teubner.  16  Mk. 

Hess,  N. ,  Beiträge  zur  Theorie  der  räumlichen  Configurationen.  Leipzig, 
Engelmann.  3  Mk. 


BeoeiiBionen.  105 

Thibnbmamn,  W.,  Ueber  eine  transcendente  Hinimalfläche ,  welche  eine 
Schaar  algebraischer  Baomcarven  4.  Grades   enthält.     Leipzig,  Fock. 

80  Pf. 

SoHBOBTEB,  H. ,  Orandzüge  einer  rein -geometrischen  Theorie  der  Baum- 
curyen  4.  Ordn.  u.  1.  Species.     Leipzig,  Teubner.  2  Hk.  80  Pf. 

SiOKBNBERQBB ,  A.,  üebungsbuch  zur  Algebra.  2.  Abth.  (Qaadr.  Gleich- 
ungen, Reihen,  Combinatorik.)    München,  Ackermann.      1  Mk.  80  Pf. 

Heilbrmann,  H.  u.  J.  Dibkmann.  Grandlehren  der  Trigonometrie  und 
Stereometrie.    2.  Tbl.:  Stereometrie.     Essen,  Baedeker.  40  Pf. 

Perlbwitz^,  P.,  Die  Fusspunktlinien  des  umbeschriebenen  Kreises  eines 
Dreiecks.     Berlin,  Gftrtner.  1  Mk. 

Baur,  C.  W.  y.,  Mathematische  Abhandlungen.  Zum  70.  Geburtstage  des 
Verf.  herausgegeben  von  seineu  früheren  Schülern.    Stuttgart,  Wittwer. 

6  Mk. 

Angewandte  Mathematik. 

Galileo,  G.,  Unterredungen  über  mathematische  Demonstrationen  und  die 
Mechanik.  (Arcetri  1638.)  Aus  dem  Italienischen  übersetzt  von  A. 
y.  Obttingen.  (Ostwald's  „Klassiker  d.  exacten  Wissensch.**  Nr.  11.) 
Leipzig,  Engelmann.  3  Mk. 

Nagel,  A.,  Astronomisch -geodätische  Arbeiten  für  die  europäische  Grad- 
messung  im  KGnigr.  Sachsen.  II.  Abth.  (Das  trigon.  Netz  I.  Ordn.) 
2.  Heft    Berlin,  Stankiewitz.  18  Mk. 

Karsten,  G.,  Die  internationale  Generalconferenz  für  Maass  und  Gewicht 
in  Paris  1889.    Bectoratsrede.    Kiel,  üniversitätsbuchhandlung.     1  Mk. 

Obhler,  W.,  Ueber  die  Anwendung  der  Nenmann'schen  Flächenorte  2«r 
Darstellung  der  Formen  des  regulären  Systems.  Freiberg,  Engel- 
hardt.  1  Mk. 

LiNGG,  F.,  Ueber  die  bei  Kimmbeobachtungen  am  Stamberger  See  wahr- 
genommenen Befractionserscheinungen.  (Leop.- Carolin.  Akad.)  Leipzig, 
Engelmann.  7  Mk. 

Franz  ,  D. ,  Ueber  die  astronomischen  Beobachtungen  des  Mondes.  (Königs- 
berger phjs.  Gesellsch.)     Königsberg  i.  Pr. ,  Koch.  40  Pf. 

SoHORR,  B.,  Untersuchungen  über  die  Bewegungsverhältnisse  in  dem  drei- 
fachen Stemsysteme  £  Scorp.    (Tnaug.-Dissert.)    Kiel,  Lipsius  &  Tischer. 

3Mk. 

Weter,  E.,  Kurze  Azimuttafel  für  alle  Declinationen ,  Stundeuwinkel  und 
Höhen  der  Gestirne  auf  beliebigen  Breiten.  Zum  Seegebrauch  bei  der 
geogr.  Ortsbestimmung  etc.     Hamburg,  Friederichsen  &  Co.         3  Mk. 

Wolf,  B.,  Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und  Litteratur. 
] .  Halbband.     Zürich ,  Schulthess.  8  Mk. 

FÖPPL,  A«,  Leitfaden  und  Aufgabensammlung  zur  angewandten  Mechanik. 
1.  Heft    Leipzig,  Teubner.  2  Mk. 


•l'-*^ 
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Kur,  J»,  AUgendM  NaioigwdiieUe'deB  Himwtite.    (1766.)    HenuMg^f. 

T.  BL  Bbsi».     (08twald*8  ^Elmitar  dir  «naotoii  WiweMdb>l|«i* 

Kr.  12.}    Levdg,  Rngrinum«  1  ML  fiO  Fl 

Jammaif  0^  Thaoiie.  dar  GtfllwirflgQ^g.    Bariiii,  Sunion.  10  llk. 

KOTnuKORirry  Bn  ▼«,  QmaäOigb  «ioor  tiiMMrefisdiiB  Spe^rtlrndjae.   Halle 

a.&.8dniiidt  16  Mk. 

BO0OOB,  IL,  Die  E^pectrmliMJyie.    8.  Anfl»,  noa  benjb.  Tom  Verl  u.  A« 

SoamvnB,    BianiiMliweigi  ytwnms.  l^  ID^ 

KBOKAm,  F.,  Die  maflMimiilitwhim  Ctawhe  dar  indosti?«  eUktriadwa  SMmo» 

haraiiigi^,  t.  0.  NsmiAnu   (Ofltwald'B  ^Khnrihir  der  enelea  Wieoea 

eehaileii*  Nr.  10.)    L^f«!  Ungelmim,  1  Vk.  60  FC 

TBomnBmi»  Silt.,  Die  djnamoeiekkiedMni  IfaeeUneii.    Für  Stiidimide  d«r 

Etokkoteehnik,  Ueben.  ▼.  a  OBAwmai..  Halk,*1Bjiai^  S8  Mk. 
Fabadat,  M.,  Bq^erfmeatidiiiiteniieKiui^  fiber  Bkktrioittt;  deateeh  t*  Ka- 

usomnu    2.  Bd.    Berfin,  Spriiiger.  8  Kk. 


Mathematisches  Abhandlnngsregister. 


Erste  Hälfte :  1.  Januar  bis  30.  Juni. 


äu 

AbbUdnng. 

1.  Ueber   die  Abbildung   ebener   Curven   and   Flächenstücke.     Am.  Wagner. 

Hamburg.  Mitth.  I,  64. 

2.  Sulla  limitata  possibilita  di  trasformazioni  conformi  nello  spazio.   A.  Capelli. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XIV,  227. 

Aerodynamik. 

3.  Zur  Theorie  der  atmoBphärischen  Wirbel.    A.  Sprung.    Hamb.  Mitth.  I,  27. 

4.  Ueber  die  Bewegungserscheinungen  der  Atmospuäre.     A.  Oberbeck.    Berl. 

Akad.-Ber.  1888,  383. 

5.  Ueber  atmosphärische  Bewegungen.     H.  v.   Helmholt z.     Berl.  Akad.-Ber. 

1888,  647. 

6.  Zur  Thermodynamik  der  Atmosphäre.  W.  v.  Bezold.  Berl.  Akad.-Ber.  1888,  485 

7.  Die  Enotenlinien  der  Atmo-  und  Hydrosphäre.  S.  Günther.  Hamb. Mitth.  H,  15' 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

8.  Sur  les  coordonn^es  tripolaires.    Ed.  Lucas.    Mathesis  IX,  129,  173. 

9.  ätude  intrins^que  de  quelques  lignes  planes.    £.  Cesaro.    Mathesis  IX,  209. 

10.  Sur  une  projection  imaginaire.   W.Mantel.  Mathesis  IX.  217.    [Vergl.  Nr.91.] 

11.  Sur  un  certain  cercle  analogue  au  cercle  de  courbure.  Gl.  Servals.   Mathesis 

IX,  105. 

12.  Propriät^  fondamentale  des  courbes  parallMes.  E.  Wasteels.  Mathesis  IX,  190. 

13.  Hyperarithmetische  und  hyperharmonische  Mittel  nebst  geometrischen  Anwen- 

dungen.   0.  Schlö milch.    Zeitschr.  Math.  Ph^^s.  XXXIV,  59. 

14.  Sur  les  sommets  d'un  triangle  d*aire  donn^e.  Emmerich  etc.  Mathesis  IX,  275. 

15.  Strophol'de  et  parabole  engendräes  ä  la  fois.    Jer&bek  etc.    Mathesis  IX,  99. 

—  Pisani  etc.  ibid.  99. 

16.  Sur  une  courbe  du  3.  ordre.    Brunei.    Mathesis  IX,  144. 

17.  Sur  une  courbe  plane  du  4.  degrä.    Däprez.    Mathesis  IX,  258. 

l  —  sinS**"^  4 

18.  Courbes  repräsentäes  par  les  ^quations  a?»  = g 1   y»  =  »nd*»+'.    P. 

Molenbroeck.    Mathesis  IX,  82. 
Vergl.  Ellipse.   Geometrie  (abzählende).   Geometrie  (descriptive).  Geometrie 
(höhere).    Hyperbel.    Kegelschnitte.    Kreis.    Lemniskate.    Parabel. 

Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

19.  Sulla  similitudine  delle  curve.    G.  Pirondini.    Annali  mat.  Ser.  2,  XV,  55. 

20.  Sui  sistemi  doppiamente  infiniti  di  raggi.    L.  Bianchi.    Annali  mat.  Ser.  2, 

XV,  161. 

21.  Dichte  der  Sehnen  von  Flächen  und  ebenen  Curven.    B.  Hoppe.   Grün.  Archiv 

2.  E.  VII,  165. 

22.  Die  ebenen  und  die  sphärischen  cykloidalen  Corven.  H.  Ekama.  Grün.  Archiv 

2.  R.  VH,  207. 
Verffl.  Cubatur.    Geodäsie.    Geometrie  (hOhe*^^  'mensionale 

Geometrie.    Oberflächen.    Oberfiäohen  sv 
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S8.  Note  rar  StOnmgiilieDrie.    BL  Bmiis.    Bamb.  llitlli.  II,  8. 

54.  üeber  die  Lage  der  Mondsieliel  gegen  den  Bbriiimt  des  Beobaditen»     K. 

Oekinghftus.    Gnm.  Arefair  2.  B.  VII,  195. 

55.  Znr  Theorie  der  aaironomiBolien  ßtrahlenbzeoliQDg,    £.  Oekinghana.    Gnm. 

ArdiiT  8.  B.  inOL  487. 
VergL  Gesehiehto  der  Mathematik  116,  119,  180,  187,  18&. 


'  BeneiffiPMie  IiUm. 

86.  Sor  on  thtertoe  de  M.  LipachitK  et  snr  la  partie  fractionnaire  des  nombrea 

de  fiemoiillL    E.  Cesaro.    Annali  mal  8er.  8,  XIY,  881. 

87.  Sor  les  räsidos  int^granx  qni  donnent  des  yaleon  appxoehte  des  int^gialea. 

P.  Tohebychefl    Acta  math.  Xu,  887.    [VergL  Bd.  XXXTT,  Kr.  8&.] 

88.  Ueber  eine  GlasBe  von  Fonctionen  einer  complezen  Variabein,  waldbe  die  F<»m 

bettimmter  Integrale  haben    L.  Pochnammer.    Grelle  CIV,  lft8. 

89.  On  oertain  definite  integrale.    G.  Malet    Annali  mat.  8er.  8,  XVI,  877. 

VergL  Fimcti<men  84. 

OonMaalorik. 

80.  8i  n  eet  premier  aveo  b  on  a  411^4  iBiütö»le  de  n^-ii.    Emmerich  et  D^- 

jprez.    MatheeiB  IX,  170. 

81.  Belation  entre  des  nombres  combinatoires.    Durfee.    Mathesis  IX,  194. 

CMiiftBr. 
88.  Berechnung  der  Volumina  Ton  BotationskOrpem,  insbesondere  Ton  Flsiinin 
Th.  Binram.    Hamb.  Mitth.  I,  80. 


OetemünsateB. 
83.  Sor  le  däterminant  Wronskien.    G.  Peano.    Mathesis  IX,  76,  HO. 
34.  Ueber  den  grössten  gemeineamen  Theiler  zweier  ganzer  Functionen.   E.  Netto. 
Hamb.  Mitth.  U,  86. 

n-4  n+2  n-2 
n— 1      n     nH-4 
n+3  n-3  n+1 
Card  etc.    Mathesis  IX,  267. 
VergL  Gleichungen  161. 

Difforentialgleieliiuigen. 

36.  Der  Caachy'sche  Satz  von  der  Existenz  der  Integrale  einer  Differentialgleich- 

ung.   L.  Königsber^er.    Grelle  CIV,  174. 

37.  Ueber  einen  Satz  aas  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  über  eine 

Anwendung  desselben  auf  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 
L.  Fuchs.    Berl.  Akad.-Ber.  1887,  169. 

38.  Ueber  Relationen   zwischen  den  Integralen  von  Differentialgleichungen.     L. 

Fuchs,    ierl.  Akad.-Ber.  1887,  1077. 

39.  Ueber  die  Form  der  logarithmischen  Integrale  einer  linearen  nicht  homogenen 

Differentialgleichung.     C.  Eoehler.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,   36. 
[VergL  Bd.  XXXIV,  Nr.  24.] 

40.  Ueber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  auf 

die  algebraischen  Functionen.    L.  W.  Thom^.    Grelle  GlV,  1. 

41.  Ueber  invariante  Differentialausdrücke.    J.  N.  Hazzidakis.    Grelle  GIV,  102. 

42.  Sur  les  ^qnations  diffärentielles  linäaires  ä  coefficients  algdbriques.    G.  Gui- 

chard.    Acta  math.  XII,  57. 

48.  Ueber  drei  lineare  Differentialgleichungen  vierter  Ordnung.  L.  Pochham- 
mer.   Grelle  CIV,  116. 

44.  Ueber  eine  Differentialgleichung.    W.  L&ska.    Grün.  Archiv  2.  B.  VII,  486. 

46.  Integrer  Täquation  ny^xy'-^by*.    V.  Jamet    Mathesis  IX,  250. 

46.  Integrer  48jc(l-a;)y"+ (32-56 jc)y'+y  =  0.  Fauquembergue.  Mathesis  IX, 
273. 


85.  Choisir  •  n  de  mani^re   que 


seit  un  carrd  parfait.    Bro- 
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47.  Ueber  ein  System  linearer  partieller  Differential gleicbangen.    J.  Hörn.    Acta 

math.  Xn,  113. 
48-  Soi  sistemi  di  integrali  indipendenti  di  ona  equazione  lineare  ed  omogenea 

a  derivate  parziali  di  1.  ordine.    G.  Ricci.    Annali  mat.  Ser.  2,  XV,  127. 

49.  Ueber  lineare  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    P.  du  Bois- 

Reymond.    Grelle  CIV,  241. 

50.  Zur  Theorie    der   linearen    partiellen   Differentialgleichungen.     P.    J arisch. 

Hamb.  Mitth.  U,  110. 

51.  Snr  une  classe  d'äquations  Untres  aux  d^rivees  partielles  du  second  ordre. 

E.  Picard.    Acta  math.  Xll,  323. 

52.  Integrer  Täquation  aux   diffärentielles   partielles  (x  —  6y)p^{\0x-'y)q^^y* 

—  ^ai'-fi^xy,    H.  Brocard.    Mathesis  IX,  188. 

53.  Integrer  IMquation  o-«ö-=^'ö — ?-•     Lambotte  etc.    Mathesis  IX,  201. 

^         ^  dx  dy        dx.dy  * 

Vergl.  Elasticität  59.    Elliptische  Transcendenten  70. 

Differentialquotient. 
Vergl.  Functionen  77,  78,  79.    Invariantentheorie  172. 


Elattidtät 

54.  Kritik  der  Anwendbarkeit  der  Gleichungen  der  Elasticitätstheorie  auf  endliche 

Körper.    P.  Jaerisch.    Hamb.  Mitth.  1,  54. 

55.  Lösungen  der  Elasticitätsgleichungen   von   der  Form  f{t,x,y,z)co8(at-haiX 

H-Oty  +  asX?).    P.  Jaerisch.    Hamb.  Mitth.  I,  88. 

56.  Ueber  das  Gleichgewicht  einer  elastischen  Kugel.   P.  Jaerisch.   Hamb.  Mitth. 

I,  155. 

57.  Ueber  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Kreiscy linders.   P.  Jaerisch.   Hamb. 

Mitth.  I,  167. 

58.  Zur  Theorie  der  Elasticität  isotroper  Rotationskörper.    P.  Jaerisch.    Hamb. 

Mitth.  I,  275. 

59.  Allgemeine  Integration  der  Elasticitätsgleichungen  für  die  Schwingungen  und 

das  Gleichgewicht  isotroper  Rotationskörper.  P.  Jaerisch.  Grelle  CIV^  177. 

60.  Sopra  la  dilatazione  cubica  di  un  corpo  elastico  isotrope  in  uno  spazio  di  cur- 

vatura  costante.    C.  Somigliana.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVi,  101. 

Elektrodynamik. 

61.  Das  Gesetz  zwischen  Ausdehnung  und  Stromstärke  für  einen  von  galvanischen 

Wechselströmen  durchflossenen  Leiter.    C.  Cranz.    Zeitschr.  Math.  Phjs. 
XXXIV,  92. 

Ellipte. 

62.  Sur  les  cercles  osculateurs  de  Tellipse.    P.  Molenbroek.    Mathesis  IX,  191. 

63.  Points   communs   aux   circonfärences   däcrites  de  denx  points  G  et  H  d'une 

ellipse  avec  le  demidiam^tre  parallMe  ä,OH  comme  rayon.   Droz.  Ma- 
thesis IX,  122.    -  Molenbroek  ibid.  128.  —  J.  Neuberg  ibid.  124. 
04.  Former  avec  deux  points  de  deux  ellipses  et  un  troisi^me  point  un  triangle 
semblable  ä  un  triangle  donn^.     D^prez  &  Stuyvaert.     Mathesis  IX, 
164. 

65.  Ein  geometrischer  Ort.    K.  Zelbr.    Grün.  Archiv  2.  R.  VII,  434. 

EUipsoid. 

66.  Sur  le  d^placement  d*un  ellipsolde  parall^lement  ä  lui-mtoe  pendant  lequel 

le  centre  d^crit  une  circonfärence.     Stuyvaert  &  Mosnat.     Mathesis 

VergL  Potential  285,  286. 

Elliptiiehe  Transcendenten. 

67.  Sechs  Beweise  für  den  die  elliptischen  Inte^ale  erster  Gattung  betreffenden 

Additionssatz.    U.  Bigler.    Grün.  Archiv  2.  R.  VH,  401. 

68.  Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  die  sich  auf  solche  erster  Gattung 

zurückführen  lassen.  L.  Saalschutz.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  199. 

69.  Sur  une  mäthode  ponr  obtenir  le  d^veloppement  en  i^rie  togonom^tn'que  de 

quelques  fonctions  elliptiquee.    M.  Lerc^  \1I,  51. 


ilO  '     ffiitatbdi-liiBminhe  AUhaOniff 

fOi  U  KfumOKi  fiArauddi  Mi  pariodi  Wk  floHioni  tiOkb».    r.  BTiotold. 

AiuMli  uäk,  Bm.i.  £v.  ttt. 
n.  Afcww  loaaoU  iJrtlii  «gTiafagfli  «Ultüd.    a.To»llL  Amii wrf. Bor, S. 

XV»«. 
Ta^FnwUaMBU.    ItahMik  tlT. 


Tl;  Ueber  die  BestimmuDK  eine»  unendlichen  Produete«.    R.  Hildnflr. 

Math.  PhjB.  XSXIV,  &5, 
n.  Deber  die  Entwickelung  tod  FaDOtioaen  in  unendlielie  Pradact«.    J.  W,  Boa^ 

Hamb.  Mittb.  I,  16. 

FoTman. 
IL  Stadi  sulle  forme  tenmrie.    F  Brioachi.    Annali  mat.  Ser.  3,  XT,  SSS. 

FuAotloDra- 
n,  Sopra  le  coapares  del  eig.  Uermite,  i  Qaenchnitte  e  le  snperfici»  di  Kfi 

ed  i  concetti  d'integratioiie  ei  reale  che  oomplena.    F.  Caiatsti.   . 

mat.  Ser.  i,  XV,  288;  XVI,  1, 
n,  Snt  nue  KäDänitisation  dl  la  th^orie  des  foDctionB  d'one  variabla  b 

V,  Vo  (terra.    Acta  roath.  XD,  233. 
Tl.  Ueber   DiffeTenxirbarkeit  and    Ätuobanlichkcit  willkürlicher  1 

Kopeke.    Hamb,  Mitth.  I,  ISB. 
n.  Analytische  DartteUaag  einer  different urbaren  Functioii  mit  nunillitinnwi  in 

jedem  Intervalle,    A.  Kopeke.    Uamb.Mitth.il,  VIS. 
•n.  Ueber  ßiemacn'H  pucktirt  nus tetige  Function.     J.   Frischauf.    Zdtabr.Hatti. 

Phya.  XXSIV,  193. 
tu.  Bern  erklingen    Ear   Theorie   der  mehrfach  lineSr  TcrkuGpflen   FilMtiOMn.     K. 

Uenn.     Acta  raath.  XII,  103.     [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  62.) 
SL  Znr  Theorie  der  Lamä'Bchen  Functionen.    P.  Jaeri«ch.    Hamb.lGttlL  I,  Ul. 
n.  Zur  Theorie  der  mehrvrerthigen  Functionen.  G.  Vivanti.  ZeitsclÄ  Math.  Clm. 

XXXIV,  382. 
8S.  DtWeloppemeat  d'ane  fonction  entiire  du  degrO  n  selon  lea  di^rirto  de  la  fbnc- 

tion   tnfime    a*«  «hangMoent  de  rargament  d'nne  dimio  k  l'aati«. 

PiBani.    HattiMiB  IX,  BO. 


M.  Uflber  das  lategtat    I  hufd»ip.  J*^        ..     Wangerin.     Zeitachi.  Math. 


j  yi-ku 


Phya  XXXIV,  119. 
Vergl.  Bemonlli'scbe  Zahlen.  Beatimmte  Integrale.  Determinanten.  Diffe- 
rentialgleichungen. Elliptiacbe  Tranacendeoten.  Factorenfolge.  Formen. 
OleiDhongen.  Integration  (nnbeatininite).  InTariantentheotie.  Kettenbrücfae. 
Kogeliimctionen.  MBiima  und  Minima.  Philoaophie  der  Mathematik  268. 
Potential.  Bafaen.  Taylor'a  Reihe.  ThetafnnctioDen.  Ultraelliptiache 
Tranacendenten.  Umkehriuigaprobleni.  Unbeatimmte  Formen.  Vanation»- 
reclinnng.    Zahlentbeorie. 

«. 


86.  Solle  fonnnle  fondamentaU  della  Geodesia  geoidica.    G.  Pncci.    Annali  mat. 
Ser.  2,  XIV,  193. 

SMmatila  (abdUmde). 

86.  Ueher  die  Zahl  der  Bilder  bei  einem  Winkelapiegel.   H.  Scbnbert.  Hamburg. 

Mitth.  I,  18. 

87.  Einrtofige  Ansartnngen  der  qnadratiachen  Transformation  der  Ebene.    H.  Schu- 

bert.   Hamb.  Hittb.  I,  81. 
Vergl,  Geacbicbte  der  Mathematik  149.    Mehrdimensionale  Geometrie. 
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Recensionen. 


Xlementar«   Hechanik  aU   Einleitung  in   das   Stadium   der   theorstischen 

Physik.     Von  Dr.  Woldemak  Voigt,  o.  ö.  PioreHsor  der  Physik  an 

der  Universität  Göttingen.     Leipzig,  Veit  &  Comp.     1889. 

Unter   den   neueren  LebrbUi^liern   der  Mechanik   nimmt   das  Werk  von 

Voigt,    welches    uns    hier    zur    Besprechncg    vorliegt,    eine    hervorragende 

Stelle   ein.     Besonders    der  Physiker  wird  darin  ein  werthYolIes  Hilf«-  und 

Handbuch  finden.     Man  würde  irren,  wenn  man  aus  dem  Titel  „Elementare 

Mechanik"    den  Scbluss    ziehen    wollte,    dasa  von  der  malhema tischen  Äna- 

lysis  in  dem  Werke  nur  ein  beachrSnktar  Oebg-auch  gemacht  sei.    Die  Hilfa- 

Biittel   der  Differential-   und  Integralrechnung,    ohne   die  ein  richtiges  Ver- 

stSadniss    der  Grundgesetze  der  Mechanik  nicht  möglich  ist,    sind  in  reich- 

Uchem   Maasae    benutzt;   nur  von    dem  Gebrauch  specieller  mathematischer 

Sisciplinen ,   wie   der   elliptischen   Functionen ,    der   F  o  u  r  i  er  'sehen  Reihen, 

äer  Kugel  Tu nctionen  und  Äehnlichem  ist  Umgang  genommen. 

Auch  darin  unterscheidet  sich  dag  Werk  von  anderen  mehr  matbema- 
'üsche  Ziele  verfolgenden,  daaa  überall,  sowohl  hei  der  Ableitung  allgemeiner 
BBetie,  als  bei  der  Anwendung  auf  einzelne  Probleme  in  erster  Linie  maas- 
lebend  lat,  was  fUr  daa  Verständniss  der  in  der  Natur  oder  im  physika- 
lischen Laboratorium  vorkommenden  Vorgänge  brauchbar  und  wichtig  ist, 
dem  Anschaulichen,  Conoreten  überall  der  Vorzug  gegeben  wird. 
Daher  werden  auch  Probleme,  in  welchen  Kräfte  wie  Reibung  und  Luft- 
Widereland  wirken,  deren  genaue  Gesetze  nicht  bekannt  sind  und  denen 
deshalb  der  Mathematiker  gerne  aus  dem  Wege  geht,  nicht  vermieden,  Hon- 
n  eingehend  und  mit  Vorliehe  behandelt. 
Wenn  Kirchhoff  in  seinem  berühmten  Buche  als  die  Aufgabe  der 
Mechanik  die  Beschreibung  und  nicht  die  Erklärung  der  Bewegungs- 
vorgUnge  in  der  Katar  hingestellt  hat  und  durch  Einschränkung  der  Auf- 
gabe zu  einem  LehrgebSude  zu  gelangen  sucht,  welches  alten  Anforderungen 
L  mathematischer  und  logischer  Strenge  genügt,  welches  aber  freilich  auf 
manche  Frage,   die   an    die  Mechanik   sonst  gestellt  wurde,   IceÜn»  Antwort 

lUck^L  AbUOi.  d.  KftlHhi.  t.  Ukth.  D.  ybit.  xxzv.  4. 
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hat,  steht  das  Voigt'sche  Werk  auf  einem  durchaus  andern  Standpunkte. 
Es  werden  hier  von  vornherein  neben  dem  Begriff  Raum,  Zeit,  Geschwin- 
digkeit, Beschleunigung  die  Vorstellung  der  mit  TrSgbeit  begabten  Materie 
zugelassen  f  die  anschauliche  Vorstellung  eines  Impulses  als  Ursache  der  6e- 
schwindigkeitsSnderung  benutzt  und  daraus  der  Begriff  einer  Kraft  gewonnen. 
Diese  Betrachtung  geht,  gegen  den  gewöhnlichen  Gebrauch,  nicht  von  der 
geradlinigen  Bewegung  aus ,  wodurch  der  Leser  von  vornherein  darauf  hin- 
gewiesen wird ,  dass  die  Beschleunigung  keineswegs  immer  in  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit  fällt,  wie  es  bei  der  geradlinigen  Bewegung  der 
Fall  ist. 

Das  Product  aus  Masse  und  Beschleunigung  ist  dabei  also  durchaus 
nicht  mit  dem  Begriffe  der  Kraft  identisch,  so  dass  nur  zwei  Namen  ftUr 
dieselbe  Sache  wären,  sondern  das  Product  ist  nur  das  Maass  fCLr  die  Krafi, 
das  Mittel  zur  Anwendung  der  Analjsis  auf  die  Mechanik. 

Der  üebergang  vom  Impuls  zu  der  stetig  wirkenden  Kraft  geschieht 
nach  den  Grundsätzen  der  Infinitesimalrechnung. 

Die  Statik  tritt  bei  dieser  Auffassung  nur  als  ein  ganz  specieller  Fall 
der  Mechanik  auf,  wie  denn  auch  die  statischen  Lehrsätze  nur  beiläufig 
berührt  werden.  Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Behandlung  der  Bewegung  be- 
dingter Systeme  der  Weg,  der  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechend 
ist,  dass  dem  Einfluss  der  Bedingungen  durch  die  Einführung  besonderer  Be- 
actionskräfte  Rechnung  getragen  wird,  die  in  jedem  besondern  Falle  nur 
insoweit  in  Wirksamkeit  treten,  als  sie  durch  den  Bewegungsvorgang  in 
Anspruch  genommen  werden.  Hieraus  leiten  sich  in  allen  den  behandelten 
Fällen,  ohne  Hilfe  der  allgemeinen  Principien,  wie  des  Princips  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  und  des  d*Alembert'schen,  welche  in  dem  ganzen 
Buche  nicht  vorkommen ,  die  Bewegungsgleichungen  her. 

So  werden,  um  hier  nur  einen  der  wichtigsten  Fälle  zu  erwähnen,  im 
ersten  Theil,  der  von  der  Bewegung  materieller  Punkte  handelt,  für 
ein  unter  dem  Einfluss  beliebiger  Kräfte  stehendes  freies  Punktsystem  der 
Satz  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  und  die  Flächensätze  hergeleitet. 
Diese  Sätze  liefern  sechs  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  des 
Systems,  in  welchen  alle  inneren  Kräfte,  wenn  sie  nur  dem  Princip  der 
Wirkung  und  Gegenwirkung  entsprechen  und  zwischen  je  zwei  Punkten  des 
Systems  die  Richtung  der  Verbindungslinie  haben,  herausgefallen  sind. 

Da  nun  die  Reactioubkräfte  zwischen  den  einzelnen  Tbeilen  eines  starren 
Körpers,  wie  sie  sonst  auch  beschaffen  sein  mögen,  gewiss  diese  Eigenschaften 
haben,  da  ein  starrer  Körper  niemals  unter  dem  alleinigen  Einfluss  seiner 
inneren  Kräfte  in  Bewegung  kommen  kann,  so  sind  die  beiden  genannten 
Lehrsätze  auf  ihn  anwendbar  und  geben  unmittelbar  die  sechs  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  eines  starren  Körpers,  welche  im  zweiten  Theile, 
der  von  der  Mechanik  starrer  Körper  handelt,  auf  zahlreiche  besondere 
Fülle  angewandt  werden. 


Receusionen. 


iWir  heben  ans  dem  reichen  Inhalt  dee  Werkes  einzelne  bemerkens- 
werthe  Piiukte  hervor. 

Die  Reibung  wird  im  I.  Theile  erklärt  aU  eine  Kraft,  welche  der 
stattfindenden  oder  von  den  sonstigen  ErUften  erstrebten  Bewegung 
entgegenwirkt,  deren  Grösse  mit  der  InanspnichDahnie  wechselt,  aber  einen 
gewissen  Maximalwerth  nicht  übersteigen  kann.  Interessante  Anwendungen 
auf  die  eigenthUm liehe  Bewegung  einer  Kugel  unter  dem  Einflüsse  einer 
anfänglichen  Rotations-  und  Translationsgescb windigkeit  werden  hiervon  im 
II.  Theile  (§  24)  gemacht.  Es  ergiebt  sich  dabei  ein  sehr  lehrreiches  Bei- 
spiel zu  einer  kurz  zuvor  angestellten  Betrachtung,  unter  welchen  Umständen 
man  berechtigt  ist,  einen  Körper  von  kleinen  Dimensionen  bei  der  Bewegung 
als  materiellen  Punkt  zu  betrachten.  Es  zeigt  sich,  dass  diese  Vereinfach- 
ung nicht  zulässig  ist,  wenn  die  auf  einen  Punkt  des  Körpers  wirkenden 
Krlifte  von  der  Gestalt  und  der  Zusammensetzung  des  ganzen  Körpers  ab- 
hängig sind.  Ein  Beispiel  hierzu  ist  eine  auf  einer  vollkommen  reibenden, 
d.  h.  jedes  Gleiten  aus  seh  Hessen  den  Bahn  berabrollende  Kugel,  bei  welcher 
die  Beschleunigung  zwar  constant,  aber,  wie  klein  auch  die  Dimensionen 
der  Kugel  seien,  immer  nnr  der  -^"  Theil  von  der  ist,  wie  sie  bei  einem 
ohne  Keibung  herabgleitenden  Punkte  sein  würde. 

Hierin  ist  die  vollständige  Theorie  des  Galilei'achen  Fallversuches  auf 
der  schiefen  Ebene  enthalten. 

Es  seien  ferner  hier  erwähnt  die  Betrachtungen  des  g  25  über  die 
Anziehung  und  das  Potential  von  räumlich  vertheilten  Massen,  welche  nach 
dem  Newton'schen  Gesetz  wirken,  und  die  Anwendungen  auf  die  Gesetze 
der  Schwere  auf  der  Erde. 

Nach  Aufstellung  der  Kraftcomponenten  und  Definition  des  Potentials 
werden  zunächst  die  Bedingungen  aufgesucht,  unter  denen  man  die  Wir- 
kung eines  ausgedehnten  Körpers  auf  einen  äusseren  Punkt  als  von  einem 
Punkte  ausgehend  betrachten  kann.  Bezeichnet  man  die  Verhältnisse  der 
Körperdimensiouen  zu  der  Entfernung  vom  angezogenen  Pankte  als  Grössen 
erster  Ordnung,  so  kann  man  sich  ganz  allgemein  die  anziehende  Masse  im 
Schwerpunkt  vereinigt  denken,  wenn  man  Glieder  zweiter  Ordnung  vernach- 
lässigt. Sind  die  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich,  oder  ist  ausser- 
dem der  Körper  in  Bezug  auf  seine  Hauptebeuen  symmetrisch  gestaltet,  so 
ist  diese  Vereinfachung  schon  bei  Vernachlässigung  von  Grössen  dritter  oder 
vierter  Ordnung  zulässig. 

Es  schliessen  sich  hieran  die  Sätze  Über  Potential  und  Anziehung  von 
Massen  auf  einen  inneren  Punkt  und  Bpeciell  die  Anwendung  auf  Kugeln, 
deren  Dichtigkeit  in  concen  tri  sehen  Schichten  constant  ist.  Es  wird  unter 
Anderem  der  merkwürdige  Satz  abgeleitet,  dass,  je  nachdem  die  Dichtig- 
keit der  Oberfläche  DSC  hiebt  einer  solchen  Kugel  kleiner  oder  grösser  ist  als 
zwei  Drittel  der  mittleren  Dichtigkeit  der  ganzen  Kugel,  die  Anziehung 
innerhalb  der  Oberfllicheaäcbicht  von  aussen  nach  innen  zu-  oder  abnimmt. 
H  10'  ^ 
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Da   bei  der  Krde  oacb  den  Beobachtoagen    die  Schwere   mit  der  Tiefe 
,  so  folgt,  dass  die  mittlere  Dieht«  der  ganzen  Erde  mehr  aJs  1^ 
so  gross  sein  mnse,  als  die  Oberfläche ndi cht«.     Die  Anwendung  auf  die  Ver- 
suche  yon  Airy   ist   wegen   uugenauer  Erfüllung  der  Vorausaetzungea 
zaverlfissig. 

Es  werden  noch  weitere  Anwendungen  gemacht  anf  die  Gesetze  der 
Aenderung  der  beschleunigenden  Kraft  der  Schwere  mit  der  Höbe  tmd  der 
geographischen  Breite  nnd  auf  die  Versuche  von  Cavendish,  Reich, 
Bailf,  Cornu  und  Baille  zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der 
Erde. 

Der  III.  Tbeil  des  Werkes  behandelt  die  Mechanik  nicht  starrer  Körper, 
also  die  Bewegung  nnd  das  Gleichgewicht  von  FlQäsigkeiteD  nnd  elastischen 
KOrpem.  Nachdem  in  einem  einleitenden  Paragraphen  die  kinematische 
Theorie  der  mit  der  Stetigkeit  vertrßglicben  Deformationen  und  Verrllckongen 
einer  Masse  eingehend  erörtert  ist,  werden  ans  der  Annahme  molecolarer 
Kräfte,  d.  h.  solcher,  deren  Wirkung  nur  auf  eine  unendlich  kleine  Ent- 
fernung hin  merkbar  ist,  die  inneren  Druckkraft*  und  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  und  der  Bewegung  in  einer  Form  hergeleitet ,  die  gleich- 
massig  auf  ideale  Flüssigkeiten,  auf  reibende  Flüssigkeiten,  auf  elastische 
Körper,  sowie  Oberhaupt  auf  alle  Körper  anwendbar  ist,  bei  welchen  eine 
innere,  die  Stetigkeit  nicht  verletsende  Deformation  Druckkräfte  hervorruft. 
Die  einzelnen  Ffille  unterscheiden  sich  nur  durch  die  besonderen  Annabmea, 
die  man  über  die  Abhängigkeit  des  Druckes  von  den  eingetretenen  Ver>' 
Schiebungen  macht. 

Die  allgemeinen  Principien  werden  zunächst  angewandt  auf  eine  mhenda 
Flüssigkeit  nud  die  Druckvertheitung ,  die  in  einer  solchen  unter  verschie- 
denen Cmständen  sich  ergiebt,  wobei  eine  eigentbümliche ,  sehr  einfache 
Theorie  der  Ebbe  und  Fluth  sich  findet. 

Bei  der  Bewegung  idealer,  d.  h.  nicht  reibender  Flüssigkeiten  wird  eq- 
nftcbst,  nach  Helmholtz,  unterschieden  zwischen  Potentialbewegung  und 
Wirbelbewegung  and  vou  dem  kinematischen  unterschied  der  beiden  Arten 
von  Bewegung  eine  klare  Anschauung  gegeben.  Mehrere,  zum  Tbeil  oene^ 
interessante  und  lehrreiche  Beispiele  für  diese  Bewegungen  und  für  äi» 
Bestimmung  des  gegen  feste  Körper  ausgeübten  Druckes  werden  dorcfa' 
geführt. 

Im  §  34  werden  aus  derselben  Quelle  auf  Grund  der  Hypothese,  dasa 
die  Reibungskräfte  lineare  Functionen  der  DeformatiousgeschwindigkeitAa 
sind,  die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  einer  der  Reibung  unter- 
worfenen Flüssigkeit  hergeleitet,  welche  zwei  Reibangscoefficienten  enthalten, 
von  denen  der  eiue  bei  relativen  Verschiebungen  der  Theilclien  ohne  Volo- 
mBnderung,  der  andere  bei  rüumlicher  Dilatation  zur  Geltung  gelangti 
Auch  diese  Gleichungen  werden  dann  auf  einzelne  Beispiele,  besonders  nnter 
der  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Geschwindigkeiten  angewandt. 


Zor  Ableitung  der  Oleicbungen  für  daa  Gleichgewicht  und  d 
F  elastischer  Eörper,  welchen  der  Schi uss  des  Werkes  gewidmet  ist,  wird  ein 
analoger  Weg   verfolgt    wie   in  der  Theorie  der  Reibung  der  Flüssig- 
keiten, nur  dass  an  Stelle  der  Geschwindigkeiten  die  Verschiebungen  treten. 
Die  Annahme   isotroper  Substanzen  reducirt  auch  in  diesen  Problemen  die 
i  Anzahl  der  Constnnten  auf  zwei.     Aebnlich  wie  bei  Flllsaigkeiten  Potential- 
[  bewegung  und  Wirbelbewegung,   so  wird  bei  den  elastischen  Körpern  zwi- 
l  sehen  Potentialdeformation  und  Drillungsdeformation  unterschieden  und  die 
allgeineiae  Deformation   daraus  üusam mengesetzt.     Aber  auch  bei  der  Dril- 
Mnngsdeformation    ergiebt   sich   in   analoger  Weise   eine   besondere  Art,   die 
KPotentialdrilluDg,  welche  dadurch  cbarakterisirt  ist,  dass  die  Drillungscom- 
I  ponenten    die    partiellen    Ableitungen    einer    Function    sind.      Ein    schönes 
[Beispiel    hierzu    bietet   die    Saint-Venant'sche    Theorie    der    Torsion    der 
I  Prismen,  die  hier  in  einfachster  Weise  abgeleitet  ist. 

Endlich  wird  die  Theorie  der  Wellenbewegung  entwickelt  und  zwar  die 
I  Ausbreitung  ebener  und  kugelförmiger  Wellen  im  unendlich  ausgedehnten 
i  Medium,  die  Reflexion  ebener  Wellen  an  der  Grenze  des  Mediums  und  die 
1  Schwingung  elastischer  Saiten.  Das  Hilfsmittel,  durch  welches  die  Resul- 
I  täte  in  diesem  Theile  hergeleitet  werden ,  ist  die  schüne  Integrationsmethode 
I  partieller  Differentialgleichungen,  welche  Riemann  in  der  Abhandlung  Über 
I  die  Luftscbwingungen  von  endlicher  Amplitude  angewandt  bat,  welche 
I  besonders  geeignet  ist,  den  Einfiuss  des  Anfangszustandes  auf  den  Zustand 
ler  beliebigen  Zeit  und  an  einer  beliebigen  Stelle  anschaulich  zu  machen 
■änd  daher  dieser  Art  von  Problemen,  in  welchen  es  sich  um  die  Fortpflan- 
ftmng  eines  gegebenen  ZuStandes  handelt,  durchaus  angemessen  ist. 

Marburg,  im  December  1889.  H.  Webbr. 


^.  UÜNCH,   Lehrbuch  der  Fbriik.     Mit  einem  Anhange:   Die  Grundlehren 

der  Chemie  und  der  mathematischen  Geographie.     9.  AuS.     Freiburg 

i.  B.  1889,  Herder'ache  Verlagshandlung,     448  S.     Preis  4  Mfc. 

Obgleich  die  vorliegende  Auflage  sehr  rasch  der  vorhergehenden  gefolgt 

so   zeigt  sie  doch  eine  höchst  bedeutende  Erweiterung  durch  die  Ein- 

Ihrung  des   absoluten  Maasssjstems.      Je    mehr   die  ElektricitSt  im  prak- 

jchen  Leben  Verwendung   findet,    um    so    wichtiger   ist   es,    dass   überall 

■'Klarheit   über  die  Einheiten  des  Maasssystems  herrscht.     Daher  ist  es  sehr 

iBzuerkennen ,  dass  Verf.  bestrebt  ist.    schon  in  der  Schule  mit  dem  abso- 

a  Maasssjrgteme  zu  beginnen.     Um  den  Schüler  indessen  vor  Verwirrung 

i  bewahren,    welche  ihm  für  die  Zuknnft  nur  Schaden  bringt,   muss  ihm 

IdeG  absolute  Maasssystcm  übersichtlich  mitgetheilt  werden,  damit  er  sofort 

Eden  Zusammenhang   zwischen  den  in  der  Technik  gewSblten  Einheiten  und 

.  absoluten  Einheiten  erkennt.     Eine  solche  ZusammeasteUnng  fehlt  in 
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dieeoiB'Badie,  di^egea  siiid  die  absoliiteii  Maasse  und  die  für  ^e  TidBuk 
gewliilie%;Ei&lieit^  an  den  betneffenden  Stellen  eingeigt  Eflsftis^hiii 
konnte  dies  aodi  bestlglieh  der  absoluten  Haasee  beibehalten  worden,  wik- 
rend  die  Tabelle  auf  S.  359  wesentlich  erweitert  werden  mtlsste.  Dielkmr 
tnng,  weldie  Verl  den  Dimensionen  daselbst  beil^,  ist  allgemein  nidit 
üblich  and  kann  in  dnem  jungen  Kopfe  nidit  Terstanden  werden;  deaa  er 
findet  ^ecty  daes  s.  B.  fissOff^^  ist  und  nicht  Q^.v  n.  s.w.  Bei  dei^ 
m  dem  Text  abgeleiteten  Maassen  ist  nidit  genflgend  herrorgehobea»  dbni 
den  teehnisdien  Biidieiten  das  elektromagnetische  Maassqrstem  wa  Gcaade 
gelegt  ist  and  nidit  das  elektrostatische;  das  elektrodjnamisdie  UttBrnB^yiAam' 
wird  gar  nicht  erwilmt.  Aosdrflcke  wie  Djnomtimeter  statt  Erg  und  aidit 
flblieh.  8.  80  fohlt  bd  der  Pferdekraft  der  IWtor  10^.  Wie  man  ani^  «wr 
das  elektrisehe  Maasssjstem  denken  mag,  so  mnss  man  doch  der  Snheit 
wegen  an  den  Bestimmungen  wenigstens  so  lange  festhalten,  bis  anderweit 
tige  Beschlösse  geftset  werden.  Von  diesen  wenigen  AnssteUnngatt  abge- 
sehen,  denen  bd  einer  neaMi  Auflage  Rechnung  getragen  werdoi  kann, 
sind  Inhalt  und  Ausstattung  des  Buches  derart,  dass  wir  es  nur  bestens 
enqvfehlen  kfinnen.  B  Nbbäl. 

Michael  Faradat,  BspeKimental  -  ITntersuchungen  Hb.  Elektridtit  Deutsciie 

üebersetzung  Ton  S.  Kalisober.    I.  Band.     Berlin  1889.    Verlag 
Yon  J.  Springer.     515  S.     Preis  12  Mk. 

Die  grossen  Verdienste  M.  Farad  aj 's  um  die  Elektricität  finden  von 
Jahr  zu  Jahr  mehr  Anerkennung ,  seine  Kraftlinientheorie  bildet  schon  einen 
wichtigen  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  der  elektrischen  Maschinen,  so 
dass  es  äusserst  wünschenswerth  ist,  dass  seine  Untersuchungen  einem  grösse- 
ren Leserkreise  zugänglich  gemacht  werden.  Wenngleich  Poggendorff 
einen  grösseren  Theil  der  Experimental  Researches  in  Electricitj  schon  in 
seine  Annalen  aufgenommen  hat,  so  sind  diese  doch  nur  für  einen  kleinen 
Leserkreis  bestimmt  und  einzeln  nur  äusserst  schwierig  zu  erhalten.  Daher 
können  wir  den  Plan  des  üebersetzers  nur  billigen,  nicht  nur  eine  yoU- 
ständige  üebertragung  der  Researches  ins  Deutsche  herzustellen,  sondern 
auch  die  kleineren  Arbeiten  Faradaj's,  welche  in  Journalen  zerstreut  sind, 
zu  sammeln  und  der  yorliegenden  üebersetzung  einzuverleiben.  Das  ganze 
Werk  wird  drei  Bände  umfassen,  von  denen  der  erste  jetzt  vorliegt.  Auf 
den  Inhalt  werden  wir  näher  eingehen,  sobald  auch  die  beiden  anderen 
Bände  erschienen  sind;  indessen  sagt  uns  jetzt  schon  der  Name  Faradaj, 
dass  wir  es  hier  mit  einem  klassischen  Werke  zu  thun  haben ,  das  uns  einen 
Einblick  gewährt  in  die  genialen  Untersuchungen  eines  der  scharfsinnigsten 
Forscher.  Da  das  Studium  derartiger  Werke  ungemein  fruchtbringend  wirkt, 
so  wünschen  wir  dem  vorliegenden  eine  grosse  Verbreitung  auch  auf  deut- 
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BALfouB  Steward  und  Ualdane  Gbe,  Praktische  Physik  fttr  Schulen  und 

jüngere  Studierende,  Deutsche  Cebersetzuag  von  K,  Noack.  I.  Tbeih 
Elektricität  und  Magnetismus.  196  S.  mit  123  Abbildungen.  Berlin 
1889.  Verlag  von  J.  Springer.  Preis  2  Mk.  50  Pf. 
Obwohl  in  Deutschland  in  KoLlrausch's  Praktischer  Phjsik  ein  auB- 
geaeichnetes  Buch  existirt,  mit  Hilfe  dessen  die  eiperimentelle  Seite  der 
Physik  auf's  Gründlichste  aasgebildet  werden  kann,  so  ist  es  doch  auch 
von  Interesse,  zu  erfahren,  wie  dieser  Zweig  der  Phjsik  in  ausserdeutschen 
LSudern  behandelt  wird.  Da  das  Buch  englischen  Verhfiltnissen  angepasst 
ist,  60  lässt  es  sich  direct  nicht  in  den  deutschen  Schulunterricht  über  Physik 
einreihen,  wobt  aber  lehrt  es,  dass  Theorie  und  Pmiia  Hand  in  Hand 
^ben  sollen,  falls  der  Unterricht  mit  Erfolg  gekrönt  sein  soll. —  Apparate 
nnd  Theorie  der  Versuche  werden  jeweils  zuerst  mitgetheilt,  daran  knüpfen 
sich  Aufgaben,  deren  LS^ung  oft  nach  mehreren  Methoden  angegeben  wird. 
Gleichsam  die  Einleitung  bilden  die  vorbereitenden  Mes!>ungen,  die  sich  auf 
L&ngen-  und  Winkelmessungen.  sowie  auf  Gewiehtsbeslimmungen  erstrecken. 
Der  Elektrostatik,  dem  Magnetismus,  der  Berilhrungs elektricität  sind  grössere 
Capitel  gewidmet.  Der  Wichtigkeit  des  Tangentengalvanometers .  der  Mea- 
Bnng  von  Widerstünden  und  des  Quadrantgalvanometers  wird  durch  beson- 
dere Capit«l  Rechnung  getrogen.  Den  Anhang  bilden  die  Preisverzeichnisse 
Ton  Apparaten  und  Materialien,  sowie  die  Aufziihlung  der  nothwendigstea 
Werkzeuge  und  die  Angabe  der  Erfordernisse  eines  physikalischen  Schul- 
laboratoriums.  Dem  deutschen  Uandfertigkeitsunterricht  für  Schüler  unserer 
Gymnasien,  wie  er  privatim  schon  in  manchen  StJidten  ertheilt  wird ,  dürfte 
das  vorliegende  Buch  als  die  Grundlage  einer  gediegenen  Erweiterung  dienen. 

B.  Nebbi.. 


H.  Hrlmholtz,  üebet  die  Erhaltanjr  der  Kraft.  Ostwald's  Klassiker  der 
esacten  Wissenschaften.  Nr.  1.  60  S,  Leipzig  1889,  Verlag  von 
W.  Engelmann.  Preis  80  Pf. 
Es  ist  ein  gutes  Zeichen  unserer  Zeit,  den  Errungenschaften  auf  natur- 
"wissen schaftlichem  Gebiete  eine  möglichst  grosse  Verbreitung  zu  verschaffen, 
einmal  um  den  Sinn  für  die  Naturwissenschaften  mehr  zn  wecken,  sodann 
um  das.  Studium  derselben  in  jeder  Beziehung  zu  erleichtern.  Diesem  Streben 
verdanken  wir  eine  grosse  Reihe  der  gediegensten  Werke  Ülterer  Forscher, 
neu  aufgelegt  oder  auch  ans  fremden  ^^pracben  ins  Deutsche  übertragen. 
Derartige  Ausgaben  sind  ihrer  Vollständigkeit  wegen  nur  für  tlie  eigent- 
lichen Fachleute  bestimmt,  wöhrend  einzelne  Arbeiten  darin,  die  auch  für 
ein  weiteres  Publicum  von  Interesse  sind,  durch  den  relativ  hohen  Preis 
des  Ganzen  nicht  die  berechtigte  Verbreitung  finden.  Diesem  Mangel  soll 
durch  die  Herausgabe  von  Ostwald's  Klassikern  der  exacten  Wissenschaften 
.ftbgobolfeu  werden.     Die  allgemeine  ßedactiou  liegt  in  der  benäbrtea  Hand 


Bistarädi-ltienriwfae  Abtkeilang. 

mf  dem  GriMe  der  physikalischen  Chemie  rOhmlichst  bekannten 
I  Ostw»ld,  welcher  fbr  die  Leitnitg  der  eiuKelnen  Zweige  der 
•lacten  WiaKeDgcbsFlen  berrorTagende  PersODlichkeit^n  gewottaen  bat.  Der 
Vwl^gir  fett  AB«  •aqcrtwtaa,  an  di»  AMatbaOiag  i&c  Vmmm  imtmä 
SB  «nutl^ikhnt  te  Fnb  ftr  den  Dguakbagm  brtrl«»  nr  IS-rr^  K, 
>di  AUasdlai«  Uldst  fiB  Heft,  wdehee  aar  ia  Lehiwii  gilwiäw.aii 
l^^ebMi  wM.  le  ww  «B  ^aoUiehw  (MmU  te  BihtHMi,  vi»  4« 
Helsbolti'iebaD  Ariwit  aber  die  BriiritD^^  Enft  dfatM  Ihte!a^iv 
n  bepuHBi  d«B  de  bildet  dM  giwdwwt  dar  «aMvi  HetaKfanAng 


die  AHiendlüBg  eelbet  betnfi,  eo  ereehisB  dieeelbe  • 

1847  nd  «aide  ton  Hein  holt«  aöt  AnmerksBitei 

im  Jahn  18S8  bei  d«  Henais«!«  eeiaer  irieeMeehftftlidhea  AbbaMlai^ea 

abdraekea  liew.    Die  Tarijegaade  Amgahn  i>t  ein  gmantt  Abdraek  voD  doa 

Oiigiail.  Mifc  Aagibe  dtr  Bettouaiilw,  wel^  abenbUe,  a«f  de»  beae^ 

danp  WioNb  na  EalmkoltSr  aiit  den  obea  geaaaatM  AameKfamga 

en^MleHat  wnzde. 

Der  Xnbatt  Mrflfflt  ia  eeobi  Abeobmtta,  wona  ia  debi  cntan  _aBf  i» 
dlraote  Webe  du  Priaeip  voa  dw  SriialtDng  dw  IdteadigaB  Eiaft  bmrieia 
wild,  iriUmad  äat  iweite  iieh  aiit  daai  Kaehweii  voa  dem  Rnanp  vom  dar 
SAaitonff  dwr  Kraft  bMoblftigt.  Der  dritte  Tbaü  bringt  die  AsvendM« 
dee  Priwnpe  ia  den  meehaaisehen  Theoremen,  nnd  die  drei  iBbten  bändeln 
TOn  dem  ErafUqniTalent  der  WSrme,  der  elektriechea  Vorgttnge,  dee  Hagne- 
tiamns  nad  Elektromagnetiamne.  ^  Hanse 

G.  BnoEMAonL,  Job.  Clir.  Walberer'i  A&faagigrOade  dex  Mechanik  üBstar 
Körper,  mit  vielen  Üebnngsanfgaben  znm  Schal  gebrauche  an  Gym- 
nasien   nnd    verwandten  Lehranstalten.      6.  Änfl.     UUnchen    1889, 
Verlag  von  Th.  Ackermann.     178  8. 
Die  vorliegende  sechate  Auflage  ist  eine  Nenbearbeitnng  von  Walbe- 
rer's  AnfangsgilUiden  der  Mechanik  fester  KOrper.    Nach  einer  karxen  Ein- 
leitung,  in  welcher  einige  GmadbegriSe  feetgeatellt  werden,  wird  so  der 
Statik  übergegangen,   welche  den  ersten  Theil  omfasst  nnd  wiedemm  in 
sechs  Capitel   lerßUt     Der  iweite,  kflnere  Theil  behandelt  die  l^namik, 
welche  in  drei  C^>itel  gegliedert  ist     Der  dritte  Theil  ist  einer  grossea 
Zahl  Ton  Aafgahen  gewidmet.    Leider  sind  die  LSsnngen,  d.  h.  die  Zahleo- 
werthe  nicht  bwgegeben,  so  dass  der  SohDlnr,  welcher  privatim  sieb  einflbi, 
kein  Criterinm  fOr  die  Richtigkeit  beeitst,  wthrend  der  Lehrer  aas  der  Be- 
haadloag  der  von  ihm  gestellten  Aufgaben  sofort  ersiebt,  ob  die  LOsong 
blos  abgeadirieben  ist  oder  nicht.     Weshalb  aaf  S.  26  flgg.  x  mit  einem 
Strich  veraeben  wurde,  «i,  x^,  ...  dagegen  nicht,  ist  nicht  recht  erklir- 
th.     Sehr  ansnerkeanen  ist,  dass  VerC  bei  den  Einheiten  der  Kraft  aad 


der  Masse  das  CG S -System  einfahrt  und  klar  hervorhebt  den  unterschied 
zwischen  der  neuen  und  alten  Krafteinheit;  zu  bedanern  ist,  dass  bei  der 
Arbeit  das  absolute  Maasaajstem  gar  nicht  mehr  erwfihnt  wird.  Obne  grosse 
Anatrengong  machen  sich  die  Schüler  mit  Hilfe  des  vorliegenden  Buches 
die  Grundzüge  der  Mechanik  fester  Körper  zu  eigen,  wozu' wesentlich  die 
übersichtliche  Darstellung  des  Stoffes  und  die  deutlichen,  gut  ausgeführten 
Figuren  beitragen  werden.  Sicherlich  wird  dasselbe  bei  dem  Unterricht  in 
Gymnasien  allenthalben  gerne  Verwendung  finden.  g  Nebel. 


K.  GBtdENMGLLRB,  Slo  Anfangs^fTfliide  der  theoretieoheo  Uechaoik  mit 

Anwendungen  auf  Maschinen^  zugleich  als  Sammlung  von  Beispielen 
und   Uebungsaufgaben,    mit   den    einfachsten    matbematiscben    Hilfs- 
mitteln   für    technische    Fachschulen,    WerVme isters chuleo    und    zum 
Selbststudium  bearbeitet.     198  S.    Mittweida  1889,  Verlag  der  poly- 
technischen Buchhandlung  von  R.  Schake.     Preis  3  Mk,  60  Ff. 
Dass  Verf.   unter    den    zahlreichen   Lehrbüchern    der   Mechanik    keines 
finden    konnte,    welches   den    Anforderungen    einer  Werkmeislerschule    voll- 
kommen   gerecht    wird,    ist  leicht    begreiflich;    denn   derartige  VerhüUuisse 
Bind    den    meisten   anderen  Schulen    durchaua    fremd.      Die  vorliegende  Me- 
chanik macht  ganz  den  Eindruck,   als  ob  Verf.  das  Richtige  getroffen  bat, 
da   sich    den    kurzen   ErUaterungen    unmittelbar   stets   eine  Reibe    von  Bei- 
spielen   anscbliessen.    die    vielfach    der  Praxis   entnommen    sind    und   deren 
Lösung  sofort  beigedruckt  ist.     Gewiss  wird  dieses  Buch  bei  den  betreffen- 
den   Schillern  beliebt  sein.     Von   des  Verfassers   Standpunkt  aus   ist    wohl 
der  Titel  „Theoretische  Mechanik"  ganz  berechtigt,  indessen  wäre  das  Wort 
„theoretisch"  besser  weggeblieben,  da  man  unter  „theoretischer  Mechanik" 
doch    etwas  Anderes   versteht,    wenn  dieses  Buch  mit  anderen  Lehrbüchern 
der  Mechanik   verglichen    wird.      Die  Ausdrucks  weise  erscheint   an   einigen 
Stellen   verhesserungi fähig,    z.  B.  S,  154:    „welche   den  Körper  aus    länge- 
rem (I)  Ruhezustand  in  Bewegung  versetzt".     Zum  Mindesten  eigenthümlich 
ist  es,   dass  Verf.  8.  172  Änfg.  350   „Zirka"   statt  Circa  schreibt.  —  Die 
BÖthigen  Figuren  enthalten  zwei  dem  Uuche  beigefügte  Tafeln. 

B.  Nebel. 


U.  ZwERDKR,    Der  Schwingungsmittelptinkt   znBammengtsetzter  Pendel. 

Historiach- kritische  üntersnchung  nach  den  Quellen  bearbeitet.     Mit 
I  Figurentafel.     München  1889.  Verlag  von  J.  Lindauer  (Schöpping), 
129  S. 
Verf.    hat   sich   der  löblichen  Aufgabe  unterr.ogen ,  die  Entwickelungs- 
ihte  Bpeoieller  ProbUme  4«t  Mechanik  feetaustellen  und  die  betreffen- 


.■«^* 
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den  Arbeiten  und  AagieliteB  churflber  «ner  kritisdien  Benräieihittg  av 
werfon.  Durch  derartige  Arbeiten  wird  niebt  nur  das  Stadtmtt  ior  €•- 
sdiichte  der  Fbyeik  weeeniüoh  erleichtert,  sondeni  ee  wird  dadueli  waA 
der  Foricher  auf  dem  betreffende  speciellm  Gebiete  bezttgUeh  der  loletater 
aehr  achttell  dnd  eingdiend  ori^itirt,  waa  ftlr  ihn  mne  greaae  SEeitMfBpag* 
niaa  ist.  ^^  Zn  wtlnaehen  wire  nnr,  daaa  derartige  BOoher  in  gleialiani 
Format  nnd  in  demselben  Verlage  eraehdnen  würden,  wodnreh  di#^Qf<ri- 
kidische  Forachnng  nngemdn  gef5rdert  wttrdsu  ^^  Nifkn.- 


W.  Jordan,  Handbnch  der  Tenneaanngaknnde.     Dritte  yeibeaawt»  wmi 
erweiterte  Aloiflage.     Stattgart   1888,   V^lag  von  J.  B.  Melder. 
L  Band:   Ansgleichnngsreehniing  nach  der  Methode  der  Ueinste 
Quadrate.    361  8.    Preis  7  Mk.  30Pf.    IL  Band:  Feld-  und  Land- 
messnng.    698  8.  mit  56  8.  HilfistaMn  im  Anhang.    Preia  14  Mk. 
70  Pf. 
Sehr  ansnerkennen  ist  das  nnermttdliche  Bestreben  des  Yer&aaera,  aeiae 
Werke  dnrdi  Umarbeitung  und  Erweiterung  au  ▼ervoUkompinen*    Bor  ga- 
sammte  Inhalt  soll  sich  nunmehr  auf  drei  BSnde  erstrecken,  woroa  4m 
letcte  Band  noch  aussteht.     Ein  glflcklicher  Oedanke  war  ea,  den  eratai 
Band:  Ausgleichnngsrechianng,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Onateite 
derartig  zu  behandeln,   dass  er  ein  Ganzes  für  sich  bildet  und  als  solches 
auch  Yon  der  Verlagsbuchhandlung  einzeln  abgegeben  wird.     Infolge  dessen 
kann  derselbe  auch  yon  Nichtgeometem  mit  Vortheil  benützt  werden ,  wenn- 
gleich die  zahlreichen  Beispiele  nur  der  praktischen  Geometrie  entlehnt  sind. 
Nach  einem  kurzen  Ueberblick  über  die  Geschichte  der  Methode  der  klein* 
sten  Quadrate  folgt  die  allgemeine  Theorie  der  kleinsten  Feblerquadratsumme. 
Der  trigonometrischen  Pankteinschaltung  und  der  Ausgleichung  der  Triangu- 
lirungsnetze   sind  je  besondere  Capitel  gewidmet.     Ehe  zu  der  Theorie  der 
Genauigkeit  der  geodätischen  Punktbestimmung  übergegangen  wird,  erfährt 
das  Gesetz  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  eine  eingehende  Behandlung.     Die 
yier  Tabellen,  welche  den  Anhang  bilden,  tragen  dazu  bei,   diesen  ersten 
Band  in  der  Praxis  unentbehrlich  zu  machen. 

Der  zweite  Band  umfasst  die  eigentliche  Feld-  und  Landmessnng. 
Nicht  nur  werden  die  einzelnen  Methoden  gründlich  erläutert  und  mit  ein- 
ander verglichen,  sondern  auch  die  dazu  nöthigen  Messinstrumente  ausführ- 
lich beschrieben  und  deren  Leistungsfähigkeit  hervorgehoben.  Die  zahl- 
reichen der  Praxis  entnommenen  Beispiele  geben  Aufschluss  über  die  Ver- 
wendbarkeit der  vorgetragenen  Methoden. 

üeberall  macht  sich  die  grosse  Erfahrung  des  Verf.  bemerkbar.  Bei 
der  Fülle  des  Materials  würde  es  hier  zu  weit  führen,  wollten  wir  auf  den 
Inhalt  des  Buches  näher  eingehen.  Wünschenswerth  ist,  dass  auch  der 
dritte  Band  möglichst  bald  erscheine,  ^  Nebel 
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L.  HuEeNRR,  Beitrag  zot  Entwickelnngageachichte  der  Lehre  von  der 
CapillariULt.  Programio  des  evncgel.  GjmnaäiumB  zu  Scbneidnitz. 
Schweidnitz  1389,  ünick  von  Otto  Maisei.  19  S. 
In  dem  speciell  geschichtlichen  Theile  beleachtet  der  Verf.  insbesondere 
die  theoretischen  Arbeiten  von  Clairant,  Laplace  uod  Poisson  und 
■wendet  sich  dann  der  Gausa'schen  Theorie  »u,  die  von  F.  NenmanD 
Tielfach  erweitert  worden  ist.  Der  zweite  Tbeil  enthalt  die  dnrch  die  Be- 
obachtung gewonnenen  Resultate,  die  zur  Bestätigung  der  Theorie  wesent- 
lich beigetragen  haben.  Die  wichtigsten  literarischen  Erscheinungen  werden 
in  chronologischer  Reihenfolge  mitgetheilt,  wobei  bemerkt  werden  muBS, 
dsBS  die  in  Poggendorff's  Aonalen  erschienenen  AnTsätze  hier  nicht  anf- 
geführt  wurden,  da  sie  in  dem  1888  erschienenen  Sachregister  übersichtlich 
znsamm  enge  stellt  sind.  Der  letzte  Theil  umfasst  die  Entwickeiung  der 
Capillaritftt  seit  dem  Jahre  1880,  insbesondere  die  Arbeiten  von  Volk- 
mann,  Quincke  und  deren  Schülern.  Der  Verf.  hat  die  einzelnen  Arbeiten 
einer  kritischen  Betrachtung  unterzogen,  die  MSngel  derselben  hervorgehoben 
nnd  darauf  hingewiesen,  in  welcher  Richtung  weiter  zn  arbeiten  witrc. 
Leider  fehlt  es  noch  an  einem  ebenso  exacten,  als  ausgedehnten  Beobach- 
tungsmaterial ,  was  mit  der  Schwierigkeit  der  Aiisfllhrung  derartiger  Mes- 
sungen KUsamaien  hängt. 

Der  Verf.  hat  sich  durch  die  vorliegemle  Arbeit  sicher  den  Dank  und 
die  Anerkennung  eines  Jeden  erworben,  der  genOtbigt  ist,  sieb  auf  dem 
Gebiete  der  Capillarität  zu  orientiren.  p    N|.„f,L 


Leonhardt,  Beiträge  zur  Kenntnisfl  des  Gay- Lnssac'schen  Gesetzes.  Ab- 
handlung zum  Jfthrcsbei'iebt  des  Herzog),  Friedrichs-Reftigymnasiunis 
zu  Dessau  für  das  Schuljahr  lb8(*/89.  Programm  Nr.  643.  1889. 
Terf.  geht  von  dem  schon  von  Bosscha  ausgesprochenen  Gedanken 
■as,  dasa  die  Ausdehnung  flüssiger  Körper  für  jeden  Grad  Erwärmung  um 
denselben  Bruchtheil  des  jedesmaligen  Volumens  zunehme.  Mathematisch 
drUckt  sich  dieses  Gesetz  in  der  Form  Vi^=Vi,e^'  aus,  während  bisher  das 
Gay-Lussac'sche  Gesetz  v,  =  Vu(l  +  at)  zur  Anwendung  kam.  Dieses 
Oesetz  der  absolut  gleichen  Ausdehnung  wird  nun  mit  dem  obigen  Gesetz 
der  relativ  gleichen  Auadebnung  an  den  von  Regnault  für  Quecksilber 
gewonnenen  Zahlen  verglichen,  wobei  dos  letztere  Gesetz  eine  grössere 
Wahrseheinlichkeit  für  seine  Richtigkeit  erlangt,  zumal  auch  die  aus  der 
Ausdehnung  des  Quecksilbers  berechneten  Temperaturen  eine  genauere  lieber' 
einatimmang  mit  den  Temperaturen  nach  dem  Lufttbermometer  ergeben. 
Dasselbe  gilt  auch  bezüglich  der  berechneten  Volumina.  Die  gleichen  Be- 
rechnungen werden  auch  bei  dem  geschmohenen  Schwefel  und  Phosphor 
angestellt,  indessen  sind  die  Beobachtungsdaten  in  der  N&be  der  Schmelz- 


Il|i|i  itiu  galeg«!  md  assserdein  Biir  in  geringer  Zahl  v 
4m  S«nllst  sieht  M  eelsUiit  ftiufUIt,  wie  bei  dem  Qo« 
OwelB  dar  ntatir  gleichen  Ansdämnog  spricht  anch  die  Adnüiehkät  i 
4tm  Otmgß  der  AMdehnangWoefCcienteti  and  der  Bpedfiachen  W&rine,  sowio 
S»  darck  im  Gewicfatstfaermooneter  gefandeae  Consbuu  in  den  Aosdehnnng»- 
«oelBoinIm  der  Lnft  sn^  in  höheren  Temperataren.  Obwohl  <£«  Aoi- 
^hnoDg  der  FlDssigkeiten  bei  bfibereu  Temperaturen  noch  eine  grossere  is^ 
all  die  au  dem  Qeaetz  der  relatiT  gleichen  Äiiadehnnng  gefolgerte,  so  iit'< 
doch  der  Untencfaied  wesentlich  geringer,  als  derjenige,  welcher  steh  nad 
dem  0«MtM  der  ahsolnt  gleichen  Aosdehnung  ergiebt.  Leider  eiistiren 
nicht  weitere  zuTerlässige  Beobachtungen  Ober  die  Ausdehnang  einfacher 
Elemente,  so  dasa  es  dem  Verf.  nicht  TergSnnt  ist,  jetxt  schon  die  Ent- 
echeidang  in  Gansten  des  Gesetzes  der  relativ  gleichen  Ansdehnanff  end- 
gllUg  tnflim  «n  Uhuua.  q^  I 


Itlurbuh  im  ualjrtitdun  K<t)hMiifc  ran  B.  D.  FoUsob,  deotoeli  I 

gegeben  and  mit  einen  Anhang  reteeben  Ton  Or.  Anaoar  Yrnjam- 
mMLr    Dortmnnd,  Verlag  von  H.  Heyer.     1888. 
Gl  iet  weiter  di«  2.-4.  Liefemng  erBchienen.    Eingehendere  ITiiinnufc 

nng  nach  Abwblan  det  Uebenetenngswerkeg.  Ckamz 


Dr.  Otto  Badsbnberqbr ,  Lebrbnoh  der  analTtiaotien  Mechanik.  2.  Bd.: 
Mechanik  der  zusammenhBngenden  EOrper.     Leipzig,  Teabner. 

Ton  dem  Werke,  dessen  erster  Theil  frtther  besprochen  wnrde,  li^ 
nnnmehr  auch  der  zweite  Tbeil  vor.  Hier  bandelte  es  sich  nm  mefar  phy- 
sikalische Probleme,  and  eine  Haaptschwierigkeit  lag  in  der  geeigneten 
Aaswahl  nnter  den  lablreichen  Partien  der  auf  Physik  angewandten  Mechanik. 
Man  mnes  zageben,  dass  diese  Aaswahl  des  Verfassers  eine  durchans  glflok- 
licha  ist  gegenüber  dem  Zwecke,  den  sich  derselbe  bei  Abfasanng  des 
Werkes  gesetzt  hat,  ein  Lebrbncb  der  Mechanik  für  die  Anfänger  anter 
den  Stodirenden  in  schreiben. 

Die  Abschnitte  des  zweiten  Bandes  enthalten  der  Reihe  nach;  die 
Mechanik  der  nnelastisch  feston  KOrper;  die  Mechanik  der  elastisch  festen 
KOrper,  wobei  die  Elemente  der  Wellenlehre  abgehandelt  werden ;  femer  die 
Hydromechanik  nad  die  At^romechanik.  Eine  n&here  Aafzahlang  der  behan- 
delten  Probleme  mOge  antorbletben  und  statt  dessen  anf  die  klare  nnd 
leicht  fassliche  Barste II ungs weise  rühmend  aufmerksam  gemacht  werden, 
welche  an  gewisse  franiSsische  Master  erinnert. 

um  von  Einielhfliten,  die  uns  wEhrend  der  Lectnre  anfgestossen  sind, 
nur  einige  wenige  zu  erw&hnen,  so  hütten  wir  im  Interesse  der  Studirenden 


technischer  Uochecbulen,  beBonders  der  Elektro tecbni her  vad  Ingenieure, 
ein  kurzes  Eingehen  auf  die  Wärmeleitang  bei  Getagenbeit  der  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gewUnscbt,  ferner  eine  etwas  an- 
dere Behandlung  der  Axiome  der  Mechanik ;  endlich  ist  Referent  der  Ansicht, 
dass  es  eine  statische  Theorie  von  Ebbe  und  Fluth  in  dem  Sinne  des 
Herrn  Verfassers  nicht  gehen  kann.  Wenn  Mond  und  Erde  nicht  in  be- 
schleunigter Bewegung  gegen  einander  begriffen  gedacht  werden,  sondern 
in  relativer  Ruhe,  so  lässt  sich  der  Plutbberg,  welcher  auf  der  dem  Monde 
abgewandten  Seite  der  Erde  entsteht,  nicht  erklören.  Recensent  stimmt 
bierin  mit  Herrn  E.  Mach  völlig  Uherein,  Dies  sind  jedoch  Einzelheiten, 
welche  dem  Werth  des  Ganzen  wenig  Abbruch  zu  tbun  vermögen,  und  wir 
wollen  nicht  veraSumen,  die  Htudirenden  auf  vorliegendes  Werk  anr  EJn- 
fQbrung  in  die  analytische  Mechanik  empfehlend  aufmerksam  zu  machen. 

Crahz. 


Lehrbuch  der  Oeometrie  fUr  Gymnasien  und  b5here  Lehranstalten.  Von 
Prof.  Dr.  F.  W.  Fiscbek  in  Kempen.  Drei  Theile  in  einem  Bande: 
Planimetrie  —  Stereometrie  —  Ebene  und  spBrische  Trigonometrie. 
2,  Ausgabe.  Mit  vielen  in  den  Teit  gedruckten  Holzschnitten.  Frei- 
burg i.  Br.,  Herder'sche  Verlags buchhan dl.  1887.  Preis  5  Mk.  20  Pf. 
Das  Buch  macht  durch  weise  Beschränkung  des  Lehrstoffes,  durch  Qber- 
Bichtliohen  Druck,  durch  zweckmässige  Einlage  und  Vorbereitung  von  Auf- 
gaben, endlich  durch  correcte  Zeichnung  der  Figuren  einen  gUnsÜgen  Ein- 
druck. Um  so  weniger  haben  wir  Veranlassung,  mit  einigen  Ausstellungen 
■nrilck  zu  halten ,  die  dem  Wertbe  des  Buches  übrigens  keinen  Abbrach  thun. 
Völlig  verfehlt  ist  S.  13  der  bekannte  Hauptsatz  Über  die  Parallelen. 
QJ  und  HC  sind  nach  Voraussetzung  parallel,  GA  liegt  zwischen  GJ  und 
HC  und  mus3  gegen  SC  convergiren.  Einem  solchen  Verfahren  gegenüber 
kann  man  doch  kaum  etwaq  Anderes  thun,  als  auf  irgend  eine  Lebens- 
beschreibung von  Gauss  und  das  Jahr  1792  verweisen  und  dabei  bemerken, 
seit  1792  heinahe  IW  Jahre  verflossen  sind. 

Der  Kreis  tritt  verh&ltnissmSssig  spitt  auf.  Die  vom  Verfasser  so  an- 
jprechend  behandelten  Aufgaben  S.  26flgg.  hätten  ihm  dafür  ein  Fingerzeig 
:Hin  k&nnen.  Gern  bitten  wir  dem  Verfasser  den  Satz  geschenkt,  dass 
;dnrch  zwei  Punkte  unzählig  viele  Kreise  raöglich  sind.  Ebenso  ist  die  Pro- 
portionalität der  Strecken  und  Flächen  S.  87  und  101  viel  zu  breitepurig 
behandelt.  Solche  Weitläufigkeiteu  ermüden  den  Schaler,  werden  auswendig 
ilernt  und  dann  vergessen.  Selbständige  Thätigkeit  des  Lernenden  ist 
dkboi  so  gut  wie  unmöglich.  Zugleich  liefern  solche  veraltete  Bostandtheile 
les  Euklidischen  Wunderbaues  gewissen  Eiferern  den  geeigneten  Angriffs- 
timkt.  —  Schön  ist  die  Tran sversalenth cor ie ,  welche  den  Pascal'schen 
irsatz  entb&lt,   ebenso  die  Lösung  des  Tactionbproblems  nach  Steiner. 


Hktoriaeh-litentrisohe  AbUtdhim. 

Wu  fiber  die  IrrationBlitUt  von  n  gesagt  wird,  ist  nach  deco  jelzigoa  Stsad^- 
ponkte  der  Wissenschaft  nicht  mehr  genügend. 

In    der   Stereometrie   zeigt   der  Verfasser  ebeofalls  ein   glDcklicbea 
Geschick  in  ÄaswabI  ond  Anordnung  der  LebrsKtze.     Die  Hineinziehung  der 
Kegelschnitte  hat  uus  hier  ebenso  gefallen,  als  aas  die  langweiligen  S&tu    j 
Ober  die  Kugel  mit  dem  widersiDnigen  Beisatze  „Geweis  leicht"  missfallen    | 
baben.     Die  Aufgaben  gehen  tlber  den  herkömmlichen  Schatz  nicht  hinaiUy  i 
doch  finden  sich  einige  recht  ansprechende.  t. 

In   der   Trigonometrie   hat   der  Verfageer  die   bekannte  Schwierig- 
keit,  welche  die  rein  geometrische  ErklKrung  nach  eich  tieht,  wohl  erkannL 
Allein  der  Ton   ihm   gewählte  Weg  fQhrt  ihn,    wie  alle  Anderen,    wolcho 
diesen  Weg  einschlagen,  bei  Ableitung  der  Additionstbeoreme  in  ein  «rahrw  : 
Somgestrüpp  von  Formeln,     (^nz  verfehlt  ist  auch  die  Ableitung  der  Hnl 
ti plications formet n ,  wobei  der  Verf.  zum  Schlüsse  selbst,  ohne  es  la  beab-  ' 
V  sichtigen,   auf  die   einzig    richtige   Methode  verweist.      Die    Ableitung  und   ;i 
Behandlung  der  Grund  aufgaben  geschiebt  mit  Ifiblicher  Strenge,     unter  den   . 
Aufgaben    finden   wir  die  Sonnenuhr  recht  ansprechend  und  ausfahrlicb  ha- 
bandelt. 

Die  «lABrisdn  Trigonometrie  ist  nehk  inhsltarach  waA  Mbtt  U»  «ri 
kan  d«i^[e«tellt. 

Im  Anhange  finden  wir  tinige  nneadliebe  Snhen,  deren  EuBtomi  Amt 
Abiturienten  nicht  vorenthalten  werden  sollte,  da  erst  durch  diese  Beiina 
eine  völlige  geistige  Beherrschung  der  logaritbmischeu  und  trigonometeiachen 
Tafeln  gegeben  wird.  Hier  im  Anhange  begegnen  wir  denn  auch  endlich 
dem  Moivre'schen  Lehrsatze  nebst  schönen  Anwendungen,  welche  dai 
Verhalten  der  trigonometrischen  Functionen  in  den  verschiedenen  Quadranten 
für  den  Lernenden  ans  dem  dumpfen  Bereiche  des  todten  Wissens  heraus- 
Euheben  einzig  geeignet  sind.  Der  Verfasser  hat  auf  die  Einführung  des 
Moivre'schen  Satzes  genau  an  der  richtigen  Stelle  S.  30  seihst  verwiesen, 
leider  ohne  diese  Absicht. 

Coesfeld,  im  Januar  1890.  K.  Schwkriho. 


Lehrbnoh  der  ebenen  Oeometrie,  nebst  einer  Sammlung  von  800  Uebnngs- 
anfgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und  beim  Selbst- 
stndinm  von  Dr.  Carl  Spitz.  9.  verbesserte  und  vermehrte  Aufl. 
Mit  251  in  den  Text  gedmckten  Holzschnitteu.  Leipzig,  C.  F.  Win- 
ter'scbe  Verlagshandlung.     1888.     Preis  3  Mk. 

Anhang  zn  dem  Lehrbnohe  der  ebenen  Geometrie  von  Dr.  Carl  Spitk. 
Die  Eesultate  und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in  dem  Lehr- 
buche  befindlichen  Aufgaben  enthaltend.  9.  verbesserte  und  ver- 
mehrte Aufl.  Mit  112  in  den  Text  gedrucktiu  Figuren.  Leipiig, 
ebenda.     Preis  I   Mk.  50  Pf. 


Recensionen.  135 

Man    kann    dem   Buche,    wie  auch  dem   Anhange  das   Zeugniss   aus- 
stellen ,  dass  der  Verfasser  und  der  letzte  Bearbeiter  bemüht  gewesen  sind, 
den  herkömmlichen  Stoff  passend  zu  ordnen,  nach  Grundsätzen  zu  gliedern 
und   dabei   für  leichte   Aneignung  und  Selbstthätigkeit  des  Lernenden  ge- 
bührend Sorge   zu   tragen.     Da  das  Buch  auch  für  das  Selbststudium  be- 
stimmt ist,   so   bemerkt  man  beim  Vortrage  eine  gewisse  Ausführlichkeit, 
keineswegs  zum  Schaden  des  Buches.  —  S.  21  tritt  der  Hauptlehrsatz  ans 
der  Parallelentheorie  in  der  Fassung  auf:    Durch  einen  Punkt  ausserhalb 
einer  Geraden  lässt  sich  zu  dieser  nur  eine  Parallele  ziehen.     Der  „Beweis^ 
stützt   sich   auf  Parallelbewegung   und  ist  soviel  werth,    wie  die  anderen 
„Beweise^  anderer  Lehrbücher  in  diesem  Falle  werth  zu  sein  pflegen.     Der 
Verf.  hat  jedoch  ein  Heftchen  erscheinen  lassen,  um  die  Theorie  der  Paral- 
lelen dem  Lehrer  nach  Bolyai^s  Grundsätzen  vorzulegen.     Dies  Heftchen 
ist  dem  Referenten  nicht  zugänglich.     Indess   hat  ihn   eine   ziemlich  lange 
Erfahrung  gelehrt,   dass  didaktisch   kaum  etwas  Anderes  zulässig  ist,  als 
die   Einführung  des  obigen  Satzes   als  Grundsatz   oder  die   Ableitung  der 
Winkelsumme   des  Dreiecks   durch  ümschreiten.      Alle  anderen    Methoden 
sind  entweder  falsch,  oder  verhüllen  die  wirklich  vorhandene  Schwierigkeit 
—   auch   der  ümschreitungsmethode  hat  man   mit   Grund  diesen  Vorwurf 
gemacht  — ,  oder  sie  sind  für  den  doch  erst  im  Anfang  seiner  geometri- 
schen Bildung  befindlichen  Schüler  unerreichbar  und  dann  vom  ernstlichsten 
Schaden.  —  Die  Proportionalität  der  Strecken  und  Figuren  ist  zwar  in  her- 
gebrachter Weise   behandelt,   doch  deutet  der  Verfasser  ein  kürzeres  Ver- 
fahren S.  136  an.     Möge  dieses  kürzere  Verfahren  und  zivar  im  Anschluss 
an   fortgesetzte  Decimaltheilung ,   welche  doch  dem  Lernenden  ganz  beson- 
ders zugänglich  zu  sein  pflegt,   immer  mehr  zur  Alleinherrschaft  gelangen. 
Die  beigegebenen  Rechnungsaufgaben  sind  recht  ansprechend.     Die  letzten 
Abschnitte   des  Buches,    welche    sich   mit   Pol,   Polare,    Doppelverhältniss, 
Involution  u.  s.  w.  befassen  und  die  Sätze  von  Pascal,  Carnot  u.  s.  w. 
enthalten,  sind  durchaus  lobenswerth.    Wenn  es  gestattet  ist,  eine  Kleinig- 
keit zu  bemängeln ,  so  sind  es  die  Producte  der  Strecken  beim  Ceva  -  Mene- 
laischen  Satze.     Wir  würden   diese  unfassbaren  Dinge  durch  Theilverhält- 
nisse  und  zwar  ohne  Vorzeichen  genommen,  also  durch  innere  und  äussere 
Theilverhältnisse  ersetzen. 

Der  Anhang  leistet,  soweit  wir  uns  überzeugen  konnten,  wirklich,  was 
er  verspricht:  er  bereitet  die  Aufgaben  wirksam  zur  Lösung  vor. 

Coesfeld,  im  Januar  1890.  K.  Schwerinq. 


Lehrbucb  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  einer  Sammlung  von  630  Bei 
spielen  und  Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr- 
anstalten   und  beim  Selbststudium  von  Dr.  Carl  ^    ver- 
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e  Aofl.  mit  47  in  dan  Text  gedrnckteii  Fignreik. 
La^^,  aF.  WmkaftAm  T«rii«alMMdliiiw     1888.     Preis  2  Mk. 
Amkaag  warn  Lakibuht  n.  •.  w.     Baraltete  md   AndeutongeD   znr  Aof- 
Unag.    ]h«n  ]  Hk. 

Hit  dam  Lilialte  asd  du  Danlalhmg  des  vorliegendea  Lehrbocbea 
kOnnan  wir  uia  im  Aügamniiaii  aiarroraUndan  erUlren.  Die  Darstellung  der 
Sreieekagraiidui^aibao  ist  sogar  teebt  aehOn.  Lridcr  mOGsen  wir  aber,  adbA 
tnt  dia  Ge&hr  hia,  oft  Geaagtea  aa  wiedarludea,  uns  durchaus  gegeo  dia 
Dantalliiig  das  B^jriJlea  der  trigonometriBohen  Tnbctionea,  wie  er  uns  hier 
nad  iD  vieles  anderaa  Bfleheni  entgegentritt,  erkltren.  Man  geht  Tom  Co- 
ordiimtonbegrille  an«  und  gewinnt  ao  eine  Dafiniticn,  welche  die  genannten 
Functionen  wiebMiriehüg  für  Winkel  der  Tiar  QuadranUn  erklärt.  Diese 
Daflnillon  ist  schon  nidit  im  Stande,  die  Fnnetionen  negativer  Wii&at-  val 
aoleho-  Winkel,  welche  3x  flbarsteigen ,  sn  nUlnn.  Ss  mnas  Ai  iflnat 
Ueh  naohgeboUiHi  werden.  Ueber  dieaen  Mangel  kSnnte  man  ireganWai,  da 
er  den  Lernenden  ni^  ehen  n  drOckea  jiStgt  Aber  nnn  komnea  Ca 
Additionstheorema  und  nnaer  Bndi  —  ea  ist  das  eine  ISbliohe  QrfindBA- 
keit  —  nnteraeheidet  8.  30  gaue  aehn  mie,  die  dw  Beihe  naadi  arla^gt 
werden-  Aneh  der  Terf.  scheint  geftlfalt  sn  haben,  wie  aBd>n<dtlii^*  «ina 
aolebe  Daratelliing  «nee  im  Chrnnde  genommen  doch  so  einfachen  Sataea  Ük 
Wenigstens  s«gt  er  in  einer  Anmerkung,  dasa  man  doroli  ün  TerCabAi, 
welches  von  den  complexen  Zahlen  ansgeht,  schneller  sar  allgemeinen  Her- 
leitang  gelange.  —  Mein  Frenud  V.  Schlegel  hat  es  freilich  ohne  dieeea 
Mittel  schon  im  Jahre  1880  in  seinem  I/ehrbuche  der  Trigonometrie  noch 
viel  kürzer  nnd  einfacher  bewerkatelligt.  —  Wenn  S.  15  darch  vorgesetstes 
+  die  Doppeldentigkeit  der  Quadratwurzel  bezeichnet  wird,  so  ist  das 
ebenso  aberflOssig  wie  veraltet. 

Die  Aufgabensammlnng  ist  reichhaltig  nnd  tm  Anhange  sehr  zweck- 
mässig erläutert.  Unter  den  Aufgaben  bemerkten  wir  mit  Vergnügen  die 
Malfatti'sche  und  die  Siebzehntheilung  des  Kreises.  Leider  konnten  wir 
der  im  Anhang  gegebenen  LSsnng  dieser  letzteren  Aufgabe  keinen  Ge- 
schmack abgewinnen. 

Coesfeld,  im  Januar  1890.  E.  Schwerino. 


Textgleichnngen  geometrisoken  Inhalts.     Für  den  Gebrauch  beim  Unter- 
richt entworfen  von  Dr.  Tb.  Harhdth,  ord.  Lehrer  am  EOnigl.  Wtl* 
helmsgymnasiam    in    Berlin.      Berlin,   Verlag    von   Julius   Springer. 
1888.     Preis  I   Mk.  20  Pf. 
Auf  58  Seiten   werden  eine  Menge  Aufgaben  vorgeführt,  welche  eich 
theils    als  Berechnungaanfgaben   ans  Geometrie   and  Stereometrie    auftaseen 
lassen,   theils   erst   durch  eine  geringere   oder   grossere  Mühe  den  Ansati 


einer  Gleichang  liefera.  Eh  ist  im  Allgemeinen  nicht  zu  Terkenoen,  dasa 
in  eoloben  geometrischen  Uebangen  mehr  mathematischer  Sinn  ateclct,  als 
in  dem  alten  Hausrath,  der  sich  in  den  Samminngen  als  „nicht  angesetzte 
Gleichung"  zasammen&ndet.  Manche  dieser  Aufgaben  entbehren  nicht  des 
historischen  Reizes,  da  man  ihren  Urbildern  in  Indien  und  Griechenland, 
ja  in  Aegypten  begegnet.  Dennoch  mächten  sie  eben  ihrer  Künstlichkeit 
wegen  eher  dem  Misebrauche  ansgesetat  sein,  als  ähnliche  Aufgaben,  welche 
der  Geometrie  entstammen,  —  Unser  Buch  enthält  keine  Figuren  und  keine 
Aadentnngen  zur  Lösung. 

Coesfeld,  im  Januar  189Ü.  K.  Sobwbbiiio. 


flfttze   nnd  Regeln   der  Arithmetik  nnd  Algebra,    nebst  Beispielen   und 

gelösten  Aufgaben.  Zum  Gebrauche  an  Baugewerkenschulen ,  Ge- 
werbeschulen n.  B.  w.  von  H.  Wolff,  Lehrer  an  der  K.  Baugewerken- 
schule  in  Leipzig.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner, 
1888. 
Auf  102  Seiten  finden  wir  hier  die  Gmndbegriffe  und  Lehren  der  AI- 
^bra  in  guter  Darstellung.  Besondere  Sorgfalt  ist  den  Aufgaben  und 
XFehungsbeispieien  zugewandt.  Recht  zweckmässig  ist  die  Darstellung  der 
logaritbmischen  Function  durch  eine  Zeichnung  und  die  auf  den  letzten  Seiten 
TOrgefUhrten  geometrischen  Anwendungen.  Die  Beispiele  and  Aufgaben  hat 
der  Verf.  laut  Vorrede  theils  selbst  ausgedacht,  theils  aus  der  bekannten 
mlung  von  Eeis  entnommen.  Auf  diese  Sammlung  wird  auch  im  Bache 
■elbst  noeh  besonders  verwiesen,  —  Was  der  Verf.  S.  92  unten  zum  Ver- 
ttKndnisse  eines  negativen  LSsungswerthes  sagt,  ist  kaum  ausreichend. 
Coesfeld,  im  Januar  1890.  E.  Schwebimo. 


A.  Weiler,  Nene  Behandlnag  der  Farallelprojectioneii  und  der  Axono- 
metrie.    Leipzig,  Verlag  von  B.Ö.  Teubner.     1889.     VII  u.  21Ü  S. 

Das  vorliegende  Buch  beabsichtigt  solchen  Lesern,  denen  die  einfach- 
sten Kenntnisse  in  der  descriptiven  Geometrie  geläufig  sind,  einen  auch  über 
4ie  Zwecke  der  Praxis  hinausgreifenden  Einblick  in  die  Theorie  zu  geben, 
ie  Begründungen  sollen  hierbei  möglichst  elementarer  Natur  sein.  De>  ganze 
Stoff  wird  in  sechs  Theilen  behandelt,  von  denen  der  dritte  and  der  vierte 
'^e  wichtigsten  sind. 

Im  ersten  Capitel  wird  mit  möglichst  einfachen  Mitteln  die  Parallel- 
|)rojection  ebener  Gebilde  erSrt«rt.  Das  Hauptaugenmerk  wird  hierbei  auf 
die  „Rechtwinkelpaare"  oder  „gegenüberliegenden"  Strahlen  gerichtet.  Die- 
Betben  entstehen  durch  die  Projection  von  rechten  Winkeln.  Nach  dem 
Satze  vom  HShenpunkte  findet  man  mit  Hilfe  eines  vollständigeyi  ^>*r'uj(«a 

lil,.llt.  AbthJit.  d.  Zolliobi.  t  Umlb.  a.  Phyi.  XXXV,  4, 


»■ 


im  mib9AA.mmmamam  Abtimliiiig. 

anwha^en.  mm  Bemeriraog  gwtatfcefe  et  anch  M  •diiefiBr  AalaMiiiitfil 
jpjt  jpajuwwi  gfawihwiinai^hiWMiii.  »«i^lflkit  la  operiwu  um  s»  B,  4i«  jBaoMk 
g^f'waiÜB  BiUebiM  iiiii»ü«giA,  simIm»  nM  sm  sim  Pnfctai  4F|^:  fif^j 
4i,  IlTg  die  KUdmni  Mdi  dem  TecfiOimit  A»  bei  orthofOMlir 
metrie  giltig  war.  Alsdann  trage  man  die  sagehMige  Dklans  JKfjr^ 
CMtai^  «od  BiflUnig  ton  ^  bü  C«  Un  ab,  maohe  Mf  einer  ftgallaiin  an.» 
ff«i9  gleieli  der  ZwiMbrndtofaun  4,g,  ftlle  TOB^fj»  dm  Lothfif^Q«aC#«ii: 
tege  <^£  bei  (^  Us  (<0  Makxedil  anf ,  eo  itk  6^{fi)  die  Umkgiing.  der^to* 
reden  in.  dk  Büdebero  Ton  gtt  ^i- 

Aaeb  ifie  Anhabet  die  flmbierihte  von  eiaem  Punkte  «af  .mam.Wumm. 
an  flIUen,  eewie  die  Umliigaqg  der  Ibeae  auf  die  Zeidbnangaebqiie  n  «e» 
winnen  nad  die  Bebaadhmg  dee  Kceiabüdee  kdnaen .  aof  dae  nrineq^  der 
beiden  ZoduuQgiebenen  aarOakgeflÜirt  werden.  Haeb  Kennavehnag  dar 
Art|  wie  man  bei  den  entetai^denea  BiUem  aiebibare  ton  niebt  siobtlMMn 
Tbätei  an  trinaen  bei»  geh*  Barr  W4  taf  die  BpeeiiiflBle  ein,  weiebe  darJi 
paiallele  läge  .der  BQdebene  an  einer  der  drei  Aien  oder  dnreb  Atmabwia 
diar  ri<yeeUonBihililBHfl  in  einer  dfoipr  Ann  entateben» 

Der  fünfte  Tbeil  %eii^fft  eeia  ZaBaauneabaag  Ton  Ol^eel  imd  n?M  bet 
im  ortbogonalen  Prqjeofion.  let  eiae  Baamfigar  dnrdt^,  die  FMgeeiite  dank 
b  Bedingoagen  gegeben,  so  sind  bei  fiziriem  Bilde  «»0— bH-2  Bediag: 
nagen  terftgbar*  Dieees  Geeets  wird  en  tersebiedeaen  Bei^elen  eritatert 
Der  wichtigste  Speoialfall  ist  der,  dass  drei  yon  einem  Ponkte  ausgebende 
Gerade  als  Prpjectionen  eines  orthogonalen  Trieders  aafgefasst  werden  kOnnen. 
Es  wird  bewiesen,  dass  die  Längeneinheiten,  welche  für  die  projioirten 
Axen  gelten,  in  den  Verhältnissen  tiie^it^  angenommen  werden  können, 
wenn  sich  diese  Zahlen  wie  die  Seiten  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  verhalten, 
Fflr  die  Winkel  zwischen  den  Axenbüdem  werden  die  bekannten  Aasdrftoke 
entwickelt. 

Haben  o  nnd  h  die  obenerwähnte  Bedeutung,  so  sind  bei  schiefer  Axo- 
nometrie o  +  ^^h  Bedingungen  am  Objecto  verfQgbar,  wenn  dessen  Bild 
Yorliegt.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  Hinweis  auf  Po  hl  ke 's  Fundamentalsatz, 
indem  von  einem  Tetraeder,  dessen  Büd  ein  gegebenes  vollständiges  Viereck 
sein  soll,  noch  fünf  Bedingungen  verfügbar  sind;  dasselbe  kann  somit  zu 
einem  gegebenen  Tetraeder  ähnlich  angenommen  werden.  Als  eine  empfind- 
liche Lücke  des  Buches  muss  es  erscheinen,  dass  Herr  W.  sich  mit  diesem 
Hinweis  auf  den  Fundamentalsatz  begnügt,  ohne  einen  wirklich  befriedi- 
genden Nachweis  desselben  zu  reproduciren. 

Berlin,  im  März  1890.  Ermst  Köttbr. 


E.  BoBBK ,  Einleitnng  in  die  pngektivisobe  Oeometrie  der  Ebene.  Nach 
Vortr^en  des  Herrn  C.  Küpper  bearbeitet  Leipzig,  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1889.    VI  u.  210  S. 


I^eis  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  der  Höhe  annehmen,  ja  nach- 
dem die  Bildebene  vor  oder  hinter  0,  liegt.  Die  Bildebene  ist  dann  fest- 
gelegt, wenn  ein  Punkt  in  derselben  gegeben  ist.  Man  findet  ihre  Spuren, 
wenn  mau  eine  der  Geraden  zeichnet,  die  den  Ponkt  enthalten  und  parallel 
zu  den  Spuren  der  Ebene  verlaufen. 

Hieran  schliesst  sich  nnmittelbar  die  Umlegung  der  Geraden  g,  g  in  die 
ZelchnungBebene.  Sind  fUr  die  Bildebenen  zweier  Punkte  A^  Ä'  und  B,  B 
i>,  und  Pj  die  Diatanzpunkte .  ao  braucht  man  nur  iVü,  und  NB^  auf  .dB 
in  A  und  B  senkrecht  aufzutragen  und  zwar  nach  derselben  oder  nach  ver- 
'«hiedenen  Seiten,  je  nachdem  D,  and  D^  auf  derselben  Seite  von  JV  liegen 
I  oder  nicht.  Die  l^ndpunkte  A^,  Bg  der  genannten  Strecken  bestimmen  die 
gesnchte  Umlegung  in  die  darcb  0,  gehende  Bildebene.  Soll  in  die  Bild- 
ebene mit  dem  Dietanzpunkte  Z>  nmgelegt  werden,  eo  tritt  lediglich  J)  fttr 
,Jfein. 

Die  Hauptgerade  einer  Ebene ,  in  welcher  sie  die  Bildebene  schneidet, 
mit  Hilfe  ihrer  Spuren  in  den  Coordinatenebenen  leicht  zu  finden.  Die 
hierzu  senkrechten  Falllinien  sind  leicht  in  die  Bildebene  umzulegen,  weil 
ihre  Bilder  mit  dem  der  Hauptgeraden  rechte  Winkel  ei nscb Hessen.  Damit 
liegt  sofort  die  Umlegang  der  Ebene  vor,  ihr  Neigungswinkel  gegen  die 
Bildebene  u.  s.  w. 

Nachdem  Herr  W.  des  einzigen  bei  orthogonaler  Projeetion  möglichen 
I Special falles  gedacht,  wendet  er  das  Vorige  auf  einige  Beispiele  an.  Es 
vrird  die  Normalebene  fixirt.  welche  durch  einen  Punkt  zu  einer  Geraden 
sich  legen  Jässt,  femer  der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen,  sowie  der  einer 
Geraden  gegen  eine  Ebene;  durch  zwei  Gerade  werden  die  parallelen  Ebenen 
gelegt;  endlich  wird  aus  dem  Bilde  eines  Kreises  seine  Ebene  bestimmt- 
Znletzt  wird  der  Berühre ngskreis  des  Kegels  aufgesncht,  der  an  eine  durch 
Mittelpunkt  und  Radius  gegebene  Kugel  von  einem  Punkte  aus  eich  legen  iKsst, 

Im  vierten  TheiJe  zur  schiefen  Axonometrie  übergebend ,  erörtert  Herr 
W.  zunSchst,  wie  man  bei  gegebenen  Axenbildern  und  gegebenem  Spuren- 
dreieck  der  Bildebene  sich  Über  die  Richtung  der  projicirenden  Strahlen 
Orientiren  kann,  Ist  0  der  Kreuzuiigspiiukt  der  Aienbilder  und  N  der 
Höhenpnnkt  des  Dreiecks  X  TZ,  so  ist  NO  die  orthogonale  Projeetion  des 
projicirenden  Strahles,  der  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  0,  enthält. 
Construirt  man  wie  vorher  den  Diatanzpunkt  der  Ebene  XTZ  and  trägt 
ND  senkrecht  auf  NO  bei  N  ab,  bis  (0),  so  ist  N0{0)  die  Umlegung 
des  Dreiecks,  welches  aus  dem  Scheitel  0,,  seiner  Orthogonalprojection- .^ 
und  ans  O  besteht.  ON  ist  die  Fluchtlinie.  Geht  man  von  der  Bild, 
ebene  /'  zu  einer  parallelen  /\  über,  so  bleibt  das  Bild  ganz  ungeändert, 
der  Fusspnnkt  N  aber  geht  zu  einer  andern  Lage  Nj  auf  ON  Ober. 
NN,  ist  zur  Zwisohendiatanz  beider  Ebenen  proportional.  Um  die  neue 
Bildebene  auf  die  alte  orthogonal  zu  projiciren,  hat  man  nur  an  jedem 
Punkte  der  zweiten  Zeichnung  nach  Grüsu  uiul  Aiebtosg  die  Strecke  N^N 
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3^  BMoritdi-filKiiiMhi  AbOieihng. 

Sr  ist  d«r  allMi  Trfgmi  vmi  IsndiQiioatpuveB  gfwnfiinfiiMM  Pidtti  IBI 
cte  Cniwiflinliiiig  dar'  PobragonadudlHi  und  das  BadpcodMtaiigMilni* 
MUiMt  diii$  m.  Gapiid  d». 

Iia  Vf.  Oqattd  mcdflji  di«  imaginimi  Mmnaite  €in^Mak  «iA/4llte- 
Vynitt^n  ftjadfffitigMi  lEiftg'"'H*^^^tt^iiirt''^H)'Bffliiwi  dudynfiäatk  -bi^-ir.iCSlijpihl 
wird  db  BasÜainiiiiig  dar  Sdnit^piBikto  swdar  Kagdaefcititto  mä  fi*  Stei* 
ner'adia  Y«nnyiidiiehaft  wg^iillpft,  sa'  dmr  db  gomninMimm  Bm» 
jögirter  Pnakt»  Yennlattiiag  gaben.  Alk  Kogebehmtie,  die  vdt 
m  dendben  Bteiner*edieii  YerwMidtediaft  VenDkeenag  gebeä,  geUhwi 
mit  ihni  m  eiimii  BtleekeL  Ans  der  ftuMhuBMntilMEi  SigenNliefk  ^dei^Mt* 
•elieb  wird  ebgeküet,  daae  m  Eegdscliiiitt  dmdi  fttaf  Piis^  emojjiiirtir 
Ptudcie  im  ADgemeinea  beetimmt  ist  Dae  Neti  wird  daim  ak  dk  Wämtag' 
tM^sik  definirt,  demi  Kegekduntto  drei  gagebene  Faaia  acNÖoffMev BariDk 
beben  (Oep.  TB). 

In  dgeaarligarWeke  werden  (Oap.  TI)  dk  Bmnpankte  eiagaltttL:  Jkm 
den  SgeneAafkn  der  Bteiner'seben  Yerwandkobafk  kann  man  fUlgemi  fia- 
e&nmen  Ptare  emvQgirter  Pnnkto  'etnee  Kegebdmitke  an  mam  Bdoa 
PoldreieelB  Beere  miier  bfoktkiit  Ton  der  ancb  dk  beiden 
fleitan  ein  Fear  bUden,  ao  efeehen  sie  in  dweelben  Beaehoag  «eeh 
beiden  anderen  Bdken  dee  FoUreieeke,  Dnrdi  SpeeialieirQng  den  dialpi 
iBakee  erfkbri  man,  dam  iwei  aufeinander  eenkredil  etobende  eo^jigbk 
Strahlen  auf  den  beiden  Axen  Paare  von  zwei  bestimmten  Inyolationen  ans- 
schneiden,  die  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  zum  Mittelpunkt  haben. 
Die  eine  hat  dann  die  reellen  Brennpunkte  zu  Doppelpunkten  u.  s.  w.  Noeh 
einfacher  kann  man  dies  übrigens  aus  dem  Satze  ablesen,  nach  dem  das 
dritte  Seitenpaar  eines  yollstftndigen  Vierecks  aus  zwei  zu  einander  SMik- 
rechten  conjugirten  Strahlen  besteht,  wenn  dies  von  den  beiden  ersten  gilt, 
und  dieselben  nicht  zu  einander  parallel  sind.  Entwickelt  werden  dae  Spie- 
gelungsgesetz, die  Entfemungseigenschaften  der  Kegelschnitte  und  die  Eigen- 
schaften der  F  eure 'sehen  Polkreise* 

Die  folgenden  Capitel  VII  und  VIII  beschäftigen  sich  mit  der  Cnr?e 
dritter  Ordnung  als  Erzeugniss  eines  Strahlbüschels  und  eines  auf  Grund 
der  Polareigenschaften  projectivisch  darauf  bezogenen  Kegelschnittbüschek. 
Um  die  AUgemeingiltigkeit  der  Erzeugung  nachzuweisen,  benutzt  Herr  K. 
eine  zu  der  St  einer 'sehen  duale  Verwandtschaft.  In  derselben  werden  je 
zwei  Gerade  einander  zugeordnet,  welche  die  Schnittpunkte  zweier  Kegel- 
schnitte enthalten,  die  beliebig  aus  zwei  festen  Büscheln  entnommen  sind. 
Dreht  sich  die  eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  umhüllt  die  andere 
einen  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  eines  festen  Dreiecks  berührt.  Die  Ecken 
/*,  ^,  h  desselben  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  des  ersten  und  auf  einem 
des  zweiten  Büschels;  beide  begegnen  sich  noch  in  e.  Herr  K.  be- 
trachtet nun  zwei  zunftchst  getrennte  Mannigfaltigkeiten  von  Curven  dritter 
Ordnung.    Die  einen  werden  mit  Hilfe  des  ersten  Büschels  erzeugt  und  eni- 


mlteu  die  (reellen)  Grundpunkte  a,  h,  c,  b  des  zweiten,  die  anderen  werden 

I  mit  HiUe   dea   zweiten  BUacbels  erzeugt  und  eüthalteu  die  (reellen)  Grund- 

pnnkte  a,  b,  c,  d  des   ersten.     Das  Centrmn   p   bezw.  p  des  zugebörigeu 

StrablbUachelä  bewegt  sich  über  den  ausgezeichneten  Kegelschnitt  des  zweiten 

,  bez.  ersten  Büschels.     Der  Punkt  e  ist  allen  Curven  gemeiusam.    Auf  jeder 

r  «   enthaltenden  Geraden  liegt   ferner   eine    Involution,    die    sowohl   von  der 

kersten,    als    auch    von    der    ;iweiten    Mannigfaltigkeit    ausgeschnitten    wird. 

I  Dasselbe  Paar  schneiden  zwei  Curven  ans,  wenn  ihre  Centron  p  und  p  mit 

uer  Geraden  liegen.    Hieraus  folgt  die  Identität  der  beiden  Mannig- 

1  '&ltigkeiten    oder   die    unendlich   vielfache  Erzeugbarkeit  der  Curven  dritter 

I  Ordnung.  Die  bekannten  nächstliegenden  Folgerungen  aus  diesem  Satze  werden 

^zogen.    Dann  wird  nachgewiesen,  dass  ein  Curvenbüschel  mit  neun  reellen 

Grundpunkten  auf  den  Geraden  der  Ebene  projectiviscbe  Involutionen  dritter 

Ordnung  ausschneidet.  Eine  Involution  dritter  Ordnung  wird  zuerst  auf  eiuem 

[  Kegebcbnilt«  erhalten,  und  zwar  von  einem  Kegel scbnitthUschel  ausgeschnitten, 

I  -Ton  dem  ein  Grundpunkt  auf  ihm  und  ein  zweiter  ausserhalb  desselben  will- 

I  kUrlich  ist  (Cap.  VI).    Zu  jedem  derartigen  BUschel  ist  die  Involution  projec- 

l-ÜTisoh.     Der  Beweis   knüpft  an  die  obenerwähnte  Verwandtschaft  an.     Die 

t  Involution  vierter  Ordnung  wird  analog  behandelt.     Den  Abscbluss  bildet  die 

BjBebandlung  der  Curve  dritter  Ordnung  als  TripelcurTe  und  die  Einführung 

f  .des  Netzes  der  Polarkegelschnitte.  Nach  bekannter  Weise  erbült  man  für  jeden 

l'Cnrvenpunkt  einen  Polar kegelschnitt.   Es  wird  dann  nachgewiesen,  dass  diese 

I  Curven  einem  Netze  angehören.    Äocb  jede  andere  Curve  dieses  Netzes  kann 

I  *ineni  bestimmten  Punkte  so  zugeordnet  werden,  dass  der  Satz  von  der  gemiscb- 

n  Polare  allgemein  gilt;  sie  wird  als  Polarkegelschnitt  des  Punktes  bezeichnet. 

Keferent    uiüehte    übrigens   auf  seine   eigenen   auf  algebraische  Curven 

[■dberhaupt  bezüglichen  Untersuchungen  hinweisen,  aus  denen  die  Säcze  über 

FfClie  Erzeugung  der  Curve  dritter  Ordnung  sich  vielleicht  einfacher  ergeben 

[.haben  würden,  als  es  bier  geschieht. 

Berlin,  im  März  1890.  Eknst  KÖttbb. 


\h  Schick,  Qrnndlagen  einer  Isogonal -Zentrlk.  Tübingen,  Verlag  und 
Druck  von  Franz  Fues.  1889.  91  S. 
Füllt  man  von  einem  Centrum  P  aus  Lothe  auf  die  Seiten  eines  Poly- 
■  jgons,  so  bilden  ihre  fusspunkte  das  „Fusspunktspolygon"  dos  gegebenen; 
^jdieses  ist  zn  jenem  orthogonal -contrisch;  eine  ftbnliche  Figur,  das  isogoüisch- 
mtrische  Polygon  zum  ersten,  entsteht,  wenn  Gerade  unter  demselben  con- 
inten  Winkel  gegen  die  Seiten  statt  der  Lotbe  gewählt  werden.  Meist 
V.iverden  Dreiecke  zu  Grande  gelegt.  Vier-  und  n-£cke  kommen  nur  bei- 
B^ofig  in  Betracht.  So  lange  P  noch  nicht  gegeben  ist,  kann  das  Puss- 
mktspolygon  noch  zwei  Bedingungen  unterworfen  werden.  Für  die  aus- 
giebige Gruppe  von  Aufgaben,  die  sich  hier  ergiebt,  die  nSthigen  Anhalts- 
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punkte  za  geben,  ist  die  Aufgabe  der  Schrift  Fundamental  ist  hierbei  der 
Satz,  dass  bei  einem  Winkel  a  mit  der  Spitze  Ä  die  FussponktsdistuZi 
die  zu  P  gehört,  gleich  ÄPsina  ist,  also  constant  bleibt,  wenn  P  im  Kjneise 

um  Ä  herum  bewegt  wird.      Soll  also  beim  Dreieck  ABC  und   dem   ra- 

XT 

gehörigen  Fusspnnktsdreieck  XTZ  -=7=  constant  bleiben,  so  muss  P  einen 

B  und  C  harmonisch  trennenden,  ApoUoniscben  Kreis  durchlaufen.  Der 
Winkel  bei  X  bleibt  constant  fElr  Punkte  eines  B  und  C  enthaltenden 
Kreises  u.  s.  w.  Beim  Viereck  AB  CD  sind  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
des  Fusspunktvierecks  gleich,  wenn  P  auf  einem  zu  B  und  C  gehörigen 
Apollonischen  Kreise  fortschreitet,  parallel,  wenn  P einen  jB,  Centhaltenden 
Kreis  durchläuft  Es  giebt  daher  zwei  Lagen  von  P,  für  die  das  Fussponkta- 
dreieck  zum  Parallelogramm  wird. 

Im  zweiten  Abschnitte:  „ Transversal -Zentrik*',  benutzt  Herr  Seh.  neben 
seinem  Fundamentalsatze  die  Lagrang  ersehe  Gleichung,  nach  welcher  fiir 
jeden  Punkt  P  eines  Kreises 

ilP*.  m,  +  BP^.  m,  +  OP^.  m^  =  a^im^  +  n^+m^ 

ist,  wobei  a  der  Radius  des  Kreises  ist,  fn^y  n^^  m^  aber  die  Gewichte 
sind,  mit  denen  die  Ecken  des  Dreiecks  zu  belasten  sind,  damit  der  Mittel- 
punkt des  Ejreises  als  Schwerpunkt  sich  ergiebt  Mit  Hilfe  dieser  Mittel 
findet  man  zwei  „Aequilateralpole^  Junde/^,  deren  jeder  ein  gleichseitiges 
Fusspunktsdreieck  ergiebt.  Die  Kreise,  welche  diese  Punkte  mit  A^  B^  C 
verbinden,  sind  Orte  für  Pole  mit  gleichschenkligen  Dreiecken.  Ihre  Mittel- 
punkte D,  J5J,  F  werden  auf  BC^  CÄy  AB  von  den  Tangenten  des  Um- 
kreises in  A^  B^  C  ausgeschnitten.  Schreitet  P  auf  einem  Kreise  um  D 
fort,  so  bleibt  XY^  —  XZ^  constant.  Die  erwähnten  drei  Kreise  schneiden 
den  Umkreis  nochmals  in  den  „Transversalpolen"  7"^,  T^,  T^.  Die  Mittel- 
punktstrausversalen  von  XYZ  verhalten  sich  zu  den  entsprechenden  von 
ABC  der  Reihe  nach  wie  PTi:2ry  PT^:2r,  PT^:2r  (r  Radius  des  Um- 
kreises). AT^y  BT^y  CT^  schneiden  sich  in  dem  zum  Schwerpunkt  in- 
versen  „Schwerpol**  Q,  Auf  einem  Kreise  um  Q  liegen  Pole  mit  constantem 
rZ2  +  ZX2  +  Xr2.  Die  Pole  Q^,  Q^,  Q^  des  Umkreises  hinsichtlich  BC, 
CA,  AB  werden  als  „Nebenschwerpole"  bezeichnet.  Bei  constantem  PQ^ 
bleibt  auch  XF^  +  XZ*  —  YZ^  constant.  Auf  JJ,  liegt  nicht  blos,  wie  selbst- 
verständlich, der  Mittelpunkt  des  Umkreises,  sondern  auch  der  Schwerpol  (' 

In    der    „Areal- Zentrik"    wird   zuerst   nachgewiesen,    dass   für  Pun^ 
eines  Kreises  um  den  Höhenpunkt  die  Inhaltssumme  der  Rechtecke  con^:! 
bleibt,  welche  über  FZ,  ZX,  XI' mit  den  Diagonalneigungen  o,  |3,   ■ 
richtet  sind.     Der  bekannte  Hauptsatz  ist  aber,  dass  ein  Fusspunktp*^ 
denselben  Inhalt  hat,  so  lange  sich  P  im  Kreise  um  den  „  Aequiarealpol"  b- 
Dieser  Punkt  ist  der  von  Steiner  eingeführte  Punkt  S,  der  beim  A 
des  Polygons  auf  einer  Geraden  die  Rollcurve  vom  kleinsten  Inhalt 
und  der  beim  Uebergang  zu  einer  Curve  zum  KrümraungsschwerpunV 
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In  der  „HShen-Zeutrik"  wird  nachgewiesen,  da^B  die  J  entsprechende 
[Obe  des  Fusspunktdreiecks  fest  bleibt,  wenn  üicb  P  auf  einer  Conchoide 
uea  Umkreises  mit  dem  Doppelpunkte  A  bewegt.  Für  die  Cardioide  ist  die 
neue  H6be  der  alten  gleich.  Der  letzte  Abschnitt  des  Boches  bietet 
metrische  Beziehungen  unter  den  eingeführten  merkwürdigen  Punkten  des 
Dreiecks. 

Berlin,  im  März  1890.  Ernst  Köttee. 


K.  DoEHLEMANN,  Trntersnchnng  der  Flächen,  welche  sich  durch  eindentig 
aufeinander  bezogene  Strablenbfindel  erzeugen  lassen.  München, 
Ackermann.  1889.  40  S. 
Zwei  mit  Hilfe  einer  Oremona'schen  Transformation  «*"  Ordnung 
aufeinander  belogene  StrahlenbUndel  5,  und  S^  erzeugen  im  Allgemeinen 
eine  Curve  («+2)"'  Ordnung  als  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich  homologe 
Strahlen  begegnen.  In  Ausnahmenillen  jedoch  können  auch  je  zwei  homo' 
loge  Strahlen  sich  treffen  und  mit  SyS^  in  derselben  Ebene  liegen.  Die  Punkt- 
felder,  welche  die  Bündel  anf  irgend  einer  Hilfsebene  ausschneiden,  sind 
alsdann  in  perspectivischer  Beziehung.  Ea  entsteht  dann  eine  PlHcbe  «*" 
Ordnung  mit  der  («  — 2) -fachen  Geraden  S,5,  und  den  (ti— l)-fachen 
Punkten  S^  und  S,,  Die  Schnittcurve  der  PlSche  mit  der  gewählten  Hüfa- 
ebene  entspricht  in  der  Yerwandtscbaft  sich  selbst-,  die  Tangentenkegel  von 
£,  und  Sj  schneiden  die  Curven  aus,  welche  als  Fundamentalcurven  dem 
Scboittpunkte  S  von  ^jjS'j  in  der  einen  oder  anderen  Ebene  zu  gehören.  Alle 
drei  Curven  haben  S  zum  (M  —  2)-fachen  Punkte  und  berühren  die  (w  — 2) 
-Geraden,  welche  die  Tangentialebenen  der  Fläche  längst, S^  ausschneiden. 
Ton  den  Kegelschnitten  der  Fläche  durch  S,  und  S,  zerfallen  2(n— 1)  in 
Geradenpaare  durch  S^  und  Sj,  andere  (fl— 2)  Gei-ade  der  Flllcbe  liegen  in 
den  Tangentialebenen  längs  £,£',.  Die  Classe  der  Fläche  wird  auf  2(3n  — 5) 
Angegeben.  Der  analytische  Apparat,  mit  dessen  Hilfe  die  obigen  Resultate 
abgeleitet  werden,  ist  ein  etwas  umstfindlicber. 

Ansgehend  von  der  gewonnenen  Gleichnngsform 

stellt   nun  Herr  D,  die  Gleichung    der  Hesse'schen  Flache   auf  und   giebt 
einige  Eigenschaften  derselben  an. 

Berlin,  im  März  1890.       Ernst  Köttbr. 

Xinleitnng  in  die  analytische  Oeotnetrie  von  D.  J.  Frisohadf,  Professor 
an   der   Universität   Graz,      Dritte ,   sehr   vermehrte  Auflage.      Graz 
1889.  bei  Leuscbner  &  Lubenskj.     76  8. 
Der  Eigen  artig  keiten  des  kleinen  Büchleins  sind  manche  zu  erwähnen. 
Der  Verfasser  hat  nicht,  wie  es  in  Elementarachriften  fast  ausnahmslos  ] 
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'gMHilfliliMi  gftjgt«  ftof'^ie  ISMiia  aibk  büidifiaU.  aflfjflni  itiih  dinr; 
gioiiielrien  Ali  Befeuiflli  aeiiMr  BnlitiielitiiQgMi  $Kigmmmm%  tmi  JWWi^ili 
«ImifhllHiUaii  wedbelBidfir  Anotdainur.  Zmml  wird  dk  Onftrdiiilarihtfiliii 
Bmng  aiM»  Pudctot,  di»  £iitfaa<uig  «weier  Piuikfai,  der  ^:1ViiMk  iMiiir 
deradeBt  dfe  ümvMdBhag  gvndliaignr  Goordnaten  dnirdk  AMldpAn^B  j» 
der  K>ene.  sowia  im  Bsnme  veriiiUiiisBniBBsiir  ftatfUnlieh  ttof  ]&  fitailiiA 
betprodim;  dMm  fidgen  88  Sttten  Geomfitrie  dv  Ebeta,  Uemf  j^jEUfcHi 
Qeometrie  des  BMunes  und  «idKdi  iiodi  19  Seiten  üebmigMiteff  m  itaai^ 
Udisii  drei  ▲beehoitten.  Nieht  minder  voSbSkßi  mag  es,  daae,  wilawd 
fon  liannoniaclier  TbeÜräg»  ym,  Polaren  m.  i.  w.  nidit  die  Bede  irt,  dier 
Erflnunioigekreis  in  der  Sbene,  däe  SrfImmtuigqparriKdoid  im  Jtenn»  anr 
Kimntnies  dee  Leeers  gelangl,  indem  der  KrllnimüngBmtth^paiifcl'in  der 
Blmie  waxMAak  alt  Dnzelieehnitlipnnkt  sweier  ooneeenimr  Konaalean  «rUbet 
wird.  KgenttiflmBehkelton  leigen  ferner  manehe  SinaellielnMiitmigiaty  iNm 
wAAen  wir  nnr  eiaüe  belqneliweiBe  lierfcnsnhebeB  bealieieltigw« '  ~JBii 
^RransfinmiaitoDafiiimA  ir«i«flr4*t/,  pmzcd+ip  anf  efae» 
Ä^+3Bsf$+Op^  avgewandl  laaeen  dieaen  in  Ätß^S^w^ff^ 
'geluni  wobei  J^— ^'cr»(ad--»c)*(B<-^<7)  ersebeint,  nnd  dam!»«* 
ymmwm»,  iMm  JBl^^A'C  gleidMe  YeneieheB  miiJB*— Aabeettal^. 
wild  nott  die  €ieiebttng  sweiton  Chiadee  mitor  Anwendang 
<}bordinntea  diaenürfc,  uid  niebd«n  fiee  geeebehen,  dieni  «ne 
anf  die  obenerwftb|ite  InTariabilitftt  des  Yorzeicbens  bei  TorgenomnMBer 
Axeodrehimg  zum  Beweise,  dass  die  besondere  Annahme  orthogonaler  Co> 
ordinaten  fallen  darf,  ohne  dass  die  Bedingungen  sich  &ndem,  unter  wet 
eben  die  Gleichung  zweiten  Orades  die  einer  Ellipse ,  Hyperbel ,  Parabel  ist. 
Diese  und  ähnliche  Einzelheiten  machen  das  Bttchelchen  zu  einem  reebt 
lesenswerihen.  Cantob. 

E.  Rudel,   Die   Verwertung    der  Symmetrie   im  Oeometriennterriolite. 

Beilage  zum  Jahresbericht  des  Realgymnasiums  in  Nürnberg  1890. 

Als  ein  Versuch,  die  neuere  Oeometrie  dem  Unterricht  zugSnglicb  xn 
machen,  ist  das  Schriftehen  mit  Freuden  zu  begrüssen.  Es  bietet  in  einer 
wohlgeordneten  Folge  Sätze  über  die  Geometrie  in  Bezug  auf  einen  Punkt, 
eine  Gerade  und  eine  Ebene.  Wenn  aus  dieser  Folge  auch  meistens  mit 
genügender  Deutlichkeit  die  Art  des  Beweises  hervorgeht,  so  könnte  doch 
nur  eine  thatsächliche  Ausführung  zeigen,  ob  nicht  irgendwo  Sprünge  yor- 
banden  sind.  Von  den  Lehrbüchern,  welche  derselben  Richtung  folgen, 
erwähnt  der  Verfasser  die  „Elemente*'  yon  Hubert  Müller,  nicht  aber 
dessen  „Leitfaden**,  dem  gegenüber  die  Heraasgabe  der  Elemente  fast  als 
ein  Rückzug  zu  betrachten  ist;  er  scheint  also  diesen  Leitfaden  ebenso  wenig 
zu  kennen,  als  das  unter  Betheiligung  des  Referenten  verfertigte  Lehrbuch, 
das  die  Symmetrie  nicht  blos  als  Beigabe  zum  geometrischen  LehrstoSe, 
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sondern  als  Grandlage  des  geometrischen  Beweises  nimmt.  Wie  durch  die 
systematische  Einführung  der  Symmetrie  die  Beweise  vereinfacht  werden, 
zeigt  das  Lehrbuch  noch  in  höherem  Grade,  als  das  Schriftchen,  z.  B.  an  dem 
Beweise  von  der  zur  Ebene  normalen  Geraden.  Der  zweite  und  dritte  Theil 
geben  in  wirklich  Genuss  gewährender  Klarheit  und  üebersichtlichkeit  die 
symmetrischen  Eigenschaften  des  Kegels,  der  Kugel  und  der  regelmässigen 
Körper;  im  Anschluss  an  diese  dürfte  die  gleiche  Behandlung  des  Rhombo- 
eders  für  den  mineralogischen  und  optischen  Unterricht  von  Bedeutung  sein. 

J.  Hemrici. 

Lehrbuch  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängi- 
gen Variabein  von  Leo  Köniosberger.  Leipzig,  Teubner.  1889. 
In  8^    485  S. 

Während  an  elementaren  Lehrbüchern  über  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen, an  Beinpielsammlungen  kein  Mangel  herrscht,  besonders 
wenn  man  die  englische  und  französische  Literatur  mit  zu  Bathe  zieht,  so 
konnte  man  doch  die  tiefergehenden  functionentheoretischen  Untersuchungen 
über  diesen  Gegenstand  nirgends  anders,  als  in  den  „Jacobi 'sehen  Vor- 
lesungen über  Dynamik^  und  in  etlichen  zerstreuten  Originalabhandlungen 
von  Abel,  Weierstrass,  Briot  und  Bouquet,  Fuchs,  Frobenius, 
Thom6  U.A.  finden. 

Auch  Königsberger  hat  durch  eine  grosse  Anzahl  ausgezeichneter 
Arbeiten  und  besonders  durch  sein  vor  sieben  Jahren  erschienenes  Buch 
p Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen^ 
namhafte  Beiträge  im  erwähnten  Gebiete  geliefert. 

In  seinem  neuesten  Werke,  welches  uns  eben  vorliegt,  finden  wir  eine 
methodische  Darlegung  der  allgemeinee  Theorie  der  Differentialgleichungs- 
systeme ,  wie  sie  durch  die  obengenannten  Forscher  und  den  Herrn  Verfasser 
selbst  begründet  worden  ist. 

Die  Betrachtungen  sind  functionentheoretischer  Natur,  die  Problem- 
stellung möglichst  allgemein ;  trotzdem  hat  der  Verfasser  sich  so  eingerichtet, 
dass  er  nur  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  vorauszu- 
setzen nöthig  hatte. 

Was  den  speciellen  Inhalt  des  Buches  anlangt,  so  wird  im  ersten  Ca- 
pitel  gezeigt,  wie  ein  beliebiges  algebraisches  Differentialgleichungssystem 
auf  ein  für  alle  Variabelen  gleichmässiges  erster  Ordnung  zurückgeführt 
werden  kann.  Letzteres  heisst  Jacobi'sche  Form  oder  System  m^'  Classe 
und  wird  dargestellt  durch  die  m  Gleichungen 

in  welchen  die  fi  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeuten, 

die  in  Bezug  auf  -j^  vom  vf^  Grade  sind.   Indem  nun  ein  Satz  von  Abel 
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bemiM  wM,  naoh  mlbki&ak  MkMg  tM»  algilinnBel»  Foneim«'  dank 
.«ine  eimjig»  ntifunl  iMi|g»(bioki  neidai  Uannti  gefiagt  es,  di*  «i  Alk 

Idtoiigeii  -^  «ifffieite  liunistdbDy  nBmliA 

il^"gff(^,<,>yofc »p)'       ^^     ».^.  —  «^^ 

»«• 
WüilMi  fOr  4  der  Beihe  Bidi  die  atoytfiehem  Meeagwi  eiaer  algebmieelwi 
Okiehiuig  JP*^  Qiadee 

jm  eeteen  emd«  Die  fi^ijdad  la  Benig  aof  <•  Tom  ilT^l^Orede.  ]>ie  ee 
edbeKene  nfficmafe  8|j8leBi,  wdehes  in  den  ftlgenden  üiitesiieliiiiigMi  eia» 
foadaoieiitale  Bolle  qikU,  wiid  da  Jaeobi-Weierstraes^Bchee  DifiKea» 
tiall^leiebiiagssysteni  geaaaai 

Im  Allgenieiaea  giebt  es  ami  sa  jedem  ünUkttiKdi  geurtUteii  Werttie 
I  Tea  96  dae  aadi  peiitiTea  gaaaea  «Mgeadea  Poteaien  Toa  «— {  Ibtt» 
edneiteade,  ia  der  XTmgebaag  to  Ptaktes  |  eoatwgiieade  Beihe,  mld^ 
d«a  kbteii  ^yeteaie  geallgi  waA  welebe,  weaa  «sas|  geeeist  wird«  m  te* 
Heilig  Toigeeflbrhbeae  Wertlie  %  Ue  ^  «naiamit»  EBenait  ist  die  UrMtow 
eiMs  lategtalaystou»  enrieeea;  aeehMi^Sdi  wird  aodi  gemgt,  daea  diöaae 
Sjelem  aoeh  das  däage  Faaetkmali^yataa  isl,  wetdiee  dem  Düferealiiil- 
gleicbnngssystem  genflgt  und  flir  fl;=  g  jene  Werihe  tfi  annimmt.  —  Es  folgea 
nun  Bemerkungen  Aber  die  Fortsetzung  jener  Integrale  und  die  Definition 
der  singul&ren  Systeme. 

Da  eine  Differentialgleicbung  fif^  Ordnung  X;^°  Grades  durch  h  Systeme 
von  je  n  Gleichungen  erster  Ordnung  ersetzt  werden  kann,  so  lassen  sieb 
die  erhaltenen  Resultate  sofort  auf  diese  übertragen. 

Die  ümkehrungsfunctionen  der  Integrale,  d.  h.  die  tu  als  Functionen 
von  Xy  ^j,  ...y  pm  werden  Integralfnnctionen  genannt. 

Der  vierte  Abschnitt  dieses  Capitels  bringt  die  Jacobi*sche  Theorie 
des  Multiplicators.  Jede  Integralfunction  kann  durch  den  Quotienten  zweier 
Multiplicatoren  dargestellt  werden ,  und  umgekehrt  ist  jeder  solcher  Quotient 
eine  Integralfanction  des  Systems  yon  Differentialgleichungen.  Vermittelst 
einer  Integralfunction  kann  die  Glasse  des  Differentialgleichungssystems  um 
eine  Einheit  erniedrigt  werden.  —  Bedeutung  des  letzten  Multiplicators. 

Der  nSchste  Abschnitt  handelt  yon  der  Irreducibilität  eines  Systems  alge- 
braischer Differentialgleichungen.  Dieser  der  Algebra  entnommene  Begriff  wurde 
Yon  Frobenius  auf  lineare  homogene  Differentialgleichungen  übertragen; 
dann  hat  ihn  KOnigsberger  für  allgemeine  algebraische  Differentialgleich- 
ungen definirt  und  bei  der  Untersuchung  höherer  Transcendenten  benutzt. 
Unter  einem  irreduciblen  Differentialgleichungssystem  m*^  Classe  und  n*^ 
Grades  versteht  man  ein  solches,  welches  mit  keinem  andern  niederer  Classe 
irgend  ein  Integralsystem  gemein  hat.    Ist  dagegen  das  System  reducibel^ 
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rso  zerfSllt  es  in  ein  System  v'"  Classe  {v<»t)  und  in  m  — v  Differential- 
gleichungen, oder  69  besteht  zwischen  den  Elementen  eines  Integralsystems 
ein  algebraischer  Znaammeobang.  Hieraus  folgt  dann,  dass  für  ein  ineda- 
cibles  Difierentialgl eich ungs System  nie  Elemente  von  Integralsystemen  ezi- 
stiren  dUrfea,  welche  algebraische  Functionen  sind. 

Für  eine  algebraische  Differentialgleicbnng  «*"  OrdnuDg  ergiebt  sieh 
.  daas  sie  irredncibel  ist,  wenn  sie  ia  Bezug  auf  den  bÖcbsteD 
Differential quotienteu  im  algebraischen  Sinne  irreducibel  ist  und  mit  keiner 
algebraischen  Dlfierentialgleicbung  niederer  Ordnung  ein  Integral  gemein  hat. 
An  die  Irreducibilitatsuntersncbnngen  schliesst  sich  der  „Safcs  von  der 
Erhaltung  der  algebraischen  Beziehungen"  zwischen  Integralen  verschiedener 
Differentialgleichungssysteme  an.  Dieser  Satz  ist  von  fundamentaler  Bedeu- 
tung, denn  mittels  desselben  beherrscht  man  das  Trans formationsproblem 
der  durch  algebraische  Differentialgleichncgssysteme  definirten  Transcenden- 
ten,  und  man  ist  in  der  Lage,  das  Abel'sche  Theorem  in  der  allgemein- 
Btea  Weise  definiren  zu  können.  Der  Verfasser  beweist  zunächst  die  Dn- 
Terttuderlichkeit  der  algebraischen  Beziehungen  zwischen  Integralen  verschie- 
dener Differentialgleichnngssysteme  bei  SubstJtuirung  beliebiger  anderer  In- 
.  tegralaysteme  und  macht  sodann  eine  Anwendung,  indem  er  zeigt,  wie  die 
algebraische  Beziehung  zwischen  einem  Integrale  einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung  und  Integralen  von  irreduciblen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  erhalten  bleibt. 

Das  zweite  Capitel  bandelt  von  den  charakteristischen  Eigenschaften 
Bpecieller  Arten  von  Differentialgleichungsaystemen.  Zuvörderst  werden  unter 
i'scben  Gesichtspunkten  gewisse  Differentialgleichungen  der  Mechanik 
untersucht.  Dann  stellt  der  Verfasser  alle  algebraischen  Di  fferential  gleich - 
'  tingssysteme  auf,  für  welche  sich  die  Elemente  des  allgemeinen  Integral- 
Systems  algebraisch  durch  diejenigen  particulttrer  Integral  Systeme  und  will- 
kürliche Constanten  ausdrücken  lassen.  Endlich  zeigt  er  die  Beduction 
homogener  Differentialgleicbungssysteme  auf  Systeme  niederer  Classe. 

Das   dritte  Capitel    wendet  sich  speciell  den  linearen  Differentialgleich- 

nngssystemen  zu.     Es  wird  nach  dem  Vorgänge  von  Fuchs  ein  simultanes, 

dem  Punkte  x„  zugehöriges  Fund  amen  t^lsystem  von  Integralen  definirt,  das 

lenstellung  von  n  einem  nicht  singulären  Punkte  x^  zugehö- 

■  ligen  Integralsy Sternen 

fi=^l,2 n\ 

^""  \J:^1,2 n) 

deren  Determinante  D  ftlr  x  =  Xf,  nicht  verschwindet.     Da  diese  Determi- 
nante in  den  Coefficienten  An  des  Systems  ausgedrückt  den  Werth 


I>=Ce',     C  =  eonst. ,    t 
i  kann  man  durch  die  SubsUtatlDnea 
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wird.  * 

ISa  80  beselwllinicg  System  wird  die  Kotnialfeini  riiiM  BneiMi  iMMi^ 
geBon  IMflhrcaBalgiflidwii^gMysiflins  gonftiiiii.  —  Ab  NionntlfiifBi  ciiMr  IfinaiBiik 
lioiDogiaiMit  KftatgiiliBlgliBciiiuig  1^  Ordmuig  wild  asdi  ffibstti  ItalMiF- 
Qiigtti  «HCl  sdche  ni  gdfm  hsbeii,  in  wAdier  der  Ooeffidoit  der  {rn^tf^ 
AbleÜmii^  Tscednrisdet» 

IKe  IniegTali^yBteiDe  der  nidit  Jiomogetieii  lineaxen  I)ilbitmMii0iäiSk- 
mgnjyetaiie  werden  i&  bdcumier  Wnse  duieh  Saletitolicnieii »  sdiwle  denli 
die  MeUiode  der  Yamitiui  der  Ckmetentn  ans  den  e4h'''^8irtB>^  liomiCgiüMi 
Sjstemen  heig^deitol. 

Aue  der  bub  fblgenden  ünlerBnehimg  über  die  ajuteefirfadMl  Mie- 
tieiieii  nmitltiiier  PondeiiieDtelqrBtome  ron  Integralen  Hnearer  tittbgmSkt' 
gleieliiliigen  eti  der  Sels  lierroigelioben:  IHe  OöefiBeienten  de^  TOIBWeiitM 
l^dehnngasystemg  nnd  syinmeferieclie  Fnnetionen  der  Etemenle  4tam  aiaMi- 
Ünen  Fondamentalflyeteine  ton  Integralen.  Und;  Jede  game  afttmeldBeki 
Fnnetion  der  Elemente  dnes  rimnttanen  Fandatnentrfl^yaieme  tctt  Intsgraki 
eines  linearen  homogenen  Differentialgleicliiingssystems  und  deren  Ablei- 
tungen ist  gleich  einer  ganzen  Function  der  CoefBcienten  der  Differential- 
gleichnngen  nnd  deren  Ableitungen^  multiplicirt  mit  einer  positiven  ganz- 
zahligen Potenz  von 


!',      t=  JdX.^ 


Äkk' 


Es  ist  bekannt,  dass  zwischen  algebraischen  Gleichungen  nnd  linearen 
Differentialgleichungen  eine  solche  Analogie  besteht,  dass  man  gewisse  Pro* 
bleme  aus  der  Theorie  linearer  Differentialgleichungen  ganz  so  formnliren 
kann,  wie  es  in  der  Algebra  geschieht.  Dem  Begriffe  ^ Wurzel^  dort  ent- 
spricht hier  „Integral'^.  Der  Verfasser  hat  dergleichen  S&tze,  die  sich  anf 
vielfache  Lösungen,  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Differential* 
theilers,  auf  gemeinsame  Integrale  zweier  Gleichnngen  beziehen,  mit  anf- 
genommen.  Hieran  anknüpfend ,  erörtert  er  dann  die  Irreducibilität  linearer 
Differentialgleichungssjsteme . 

Als  bemerkenswerthes  Resultat  sei  nur  erwähnt,  dass  im  Allgemeinen 
Integrale  linearer  Differentialgleichungssjsteme  immer  nur  wieder  in  irreda- 
cibler  Weise  linearen  Differentialgleichungssjstemen  angehören  können. 

Dieser  Satz  wird  speciell  auf  ein  System  von  zwei  homogenen  linearen 
Differentialgleichungen  angewendet  und  gezeigt,  dass  für  ein  solches,  als 
irreducibel  vorausgesetztes  System  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den 
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Elementen  eines  simultanen  Fandamentalsjstems  von  Integralen  nicht  exi- 
stiren  kann. 

Es  folgt  nun  die  allgemeine  Untersuchung  über  die  Form  der  Be- 
ziehungen zwischen  den  Integralen  linearer  Differentialgleichungssysteme 
beliebiger  Classe  und  Quadraturen  algebraischer  Functionen,  durch  welche 
sehr  wichtige  Eigenschaften  dieser  Gleichungen  erkannt  werden.  So  unter 
anderen  diese:  Wenn  alle  Integralelemente  eines  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungssystems mit  rationalen  Coefficienten  algebraische  Functionen 
sind,  so  besitzen  dieselben  ein  Integralelement,  durch  welches  sich  alle 
anderen  rational  ausdrücken  lassen. 

Das  vierte  Capitel  handelt  von  den  analytischen  Ausdrücken  für  die 
Integrale  algebraischer  Differentialgleichungssysteme. 

Wenn  man  den  hohen  Standpunkt,  den  man  in  der  allgemeinen  Theorie 
zuvor  eingenommen  hat,  verlässt  und  die  specielleren  Untersuchungen  in 
Angriff  nimmt,  die  sich  auf  das  eigentliche  Integrationsproblem,  d.  h.  die 
analytische  Darstellung  der  Functionen  beziehen ,  so  beherrscht  man  sofort 
ein  grosses  Gebiet,  welches  auf  anderem  Wege  zum  Theil  zwar  auch  er- 
schlossen werden  kann,  bisweilen  aber  nur  durch  Winkelzüge,  jedenfalls 
nie  so  umfassend  und  naturgemäss. 

Es  ist  ein  Verdienst  des  Herrn  Verfassers,  dass  er  auch  die  Anwen- 
dungen, die  sich  bis  auf  die  Elemente  erstrecken,  in  sein  Buch  aufgenommen 
hat.  Letzteres  wird  daher  schon  dem  Anfönger  gute  Dienste  leisten,  einen 
weiten  Gesichtspunkt  geben  und  vor  Dilettantismus  bewahren.  Wir  gehen 
auf  dieses  Capitel,  welches  der  Natur  der  Sache  nach  auch  viel  Bekanntes 
bringt,  nicht  im  Besondem  ein  und  bemerken  nur,  dass  es  schon  durch  die 
consequente  functionentheoretische  Darstellung  den  Stempel  der  Origina- 
lität trägt. 

Im  fünften  Capitel  findet  sich  eine  Untersuchung  über  die  Eigenschaften 
der  Integrale  algebraischer  Differentialgleichungssysteme  in  der  Umgebung 
eines  beliebigen  Werthes  der  unabhängigen  Veränderlichen.  —  Wenn  die 
Integrale  in  der  Umgebung  singnlärer  Punkte,  welche  nicht  zugleich  Ver- 
zweigungspunkte sind,  genommen  werden,  so  kann  man  die  Untersuchung 
eines  allgemeinen  Systems  zurückführen  auf  diejenige  eines  Jaco bi-Wei er- 
stras s 'sehen 

dt "die     ^'     " yi»y8»—»yiii),    ((>  =  i,  ^,.m  w; 

wobei  die  schon  früher  erwähnte  algebraische  Gleichung 

mehrfache,  jedoch  nicht  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  «— 5»  ^i  ~^n 
,..y  ym  —  Vm  entwickelbare  Lösungen  besitzt. 

Wenn  die  Integrale  in  der  Umgebung  solcher  Werthsysteme ,  für  welche 
die  Differentialquotienten  eindeutig,  aber  unbestimmt  sind,  genommen  wer- 
den, so  kann  man  die  Untersuchung  des  Differentialgleicbungssyiiil 


|f|4  HlttoriMli-titiMllte  Abtiimliiiig. 

mid  wirkt  desHalb  so  nmnitteUMur,  weil  deii^  Verfasser  aidit  blas  npraäneirli 
sonderB  in  seiaer  eigensten  Sfthire  arbeitet 

Wenn  man  das  Boch  stadirt  hat,  h^  man  den  Wnnseht  dtatti  amA 
die  partieUea  OiffBrentialgM^nngeB  mner  selohen  Beai^ieltnig  -awtetugiu 
worden.  Bei.  dem  Innigen  Znsammenhang«  der  twisdhen  dküeii  wni  Itaü 
H»mnltanen  Systemen  totaler  Bifinrentialgleiekimgen  beetehti  4lHihMi  iieh 
manebe  Besidtate  nnmitlelbar  Ab^rtragen  lassen. —  Yieüei^  onliilllieast 
sidb  der  Herr  Verfssser  hiersal 

Planen  i.T.  W.Vtitwiimm. 


AMss  doiar  TlieorieL  der  Fuetiuien  einer  eompliaeii  TeatataEU^Mii 
and  dar  Tketafiuietionen  von  J.  TaoiiAa  in  Jena.  3i.  JkxdL  Halb 
1890. 

Die  nene  Anfinge  j9oU  gleieh  den  froheren  eine  knrse  üebetiiMii  Hier 
die  fnndamentalon  Eigensehaften  der  Tfaetafimction^a^  «Aiiof.  V^prinderiiehea 
bieten.  Sie  enthSlt  einige  üntersnchongen  der  frOheren  0^  wn^^kwl^ 
mBssige  Gonvergens  nnd  Oebiet^tigkrtt  nieht  mebCi  4^  oa(|ai  dieee  m  den 
elementaren  LehrbOchem  finden  kann.  Auch  die  Mannigfaltigkeit  der  Dav* 
steUnngsformen  ist  etwas  b^chrSnkt  worden.  DaflU:  sind  die  d^^n^Nslfatetltb- 
disohen  Functionen  nnd  elliptischen  Integrale  noch  Tollstindlger  Ids  in  dUr 
zweiten  Auflage  behandelt  worden,  nnd  nm  das  Buch  praktisch  brauchbarer 
zu  machen,  bat  der  Verfasser  noch  eine  Sammlung  von  Formen  nnd  For- 
meln angehängt. 

Eine  Einleitung  bringt  die  unentbehrlichen  Sätze  aus  der  allgemeinen 
Fnnctionentheorie ,  und  zwar  nach  einer  Methode,  die  auf  Riemann 's  Satze 
und  Gebilde  leitet.  Die  Benutzung  der  Riemann 'sehen  Flächen,  welche 
doch  der  reinen  Analyse  fremd  sind ,  rechtfertigt  der  Verfasser  mit  der  Un- 
möglichkeit, bei  dem  heutigen  Stande  der  Functionentheorie  zu  einer  voll- 
kommenen  Einsicht  über  algebraische  Functionen  und  deren  Integrale  zn 
gelangen,  wenn  das  Auge  der  Intuition  geschlossen  ist,  nnd  hat  hiermit 
seinen  Standpunkt  gegenOber  der  Weierstrass'schen  Behandlnngsweise  der 
Functionentheorie  gekennzeichnet.  Der  Verfasser  ist  bereit,  die  Conseqnenz 
derselben  anzuerkennen,  doch  ermögliche  sie  seiner  Meinung  nach  nicht  eine 
wirkliche  Einsicht  in  einen  algebraischen  Functionenbereich  und  dessen  In- 
tegrale. Diesem  Standpunkte  zufolge  muss  der  Verfasser  die  Bekanntschaft  mit 
dem  genauen  Begri£fe  des  Di£ferentialquotienten ,  des  gewöhnlichen  Integrales 
und  des  Doppelintegrales,  in  welchem  die  Veränderlichen  reell  sind,  yoraos- 
setzen.  Im  Uebrigen  macht  die  functionentheoretische  Einleitung  nicht  den  An- 
spruch auf  Vollständigkeit:  es  werden  eben  nur  solche  Functionen,  Sätze  nnd 
Methoden  vorgebracht,  deren  Eenntniss  für  die  Untersuchung  der  Thetafunc- 
tionen,  der  doppeltperiodischen  Functionen  und  der  elliptischen  Integrale 
nöthig  ist.     Aber  auch  in  Bezog  auf  diese  Functionen  legt  sich  das  Buch 


dx 


-^Ä..y, 


(i  =  l,2, 


») 


")(« 


dar,  wobei  die  Ä,i  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  sein  mögen,  so  gebt  TUr 
beliebige  ümifiafe  der  YeräDderlichen  x  jenes  Fundamentalsjstem  stets  in 
ein  neues  über.  Diese  Uebergänge  vom  urBprÜnglichen  System  za  einem 
beliebigen  andern  werden  Substitutionen,  und  die  Zusammenstellung  aller 
Substitutionen    wird   die  Gruppe   des  D  i  ffere  n  tia  I  gl  ei  oh  ungs  Systems   genannt. 

Weiss  man  von  einem  D  ifferentialgl  eich  ungs  System ,  dass  es  nur  regu- 
läre Integral  Systeme  besitzt  und  dass  dessen  Gruppe  nur  eine  endliche  An- 
aahl  von  Substitutionen  in  sich  schliesst,  so  ist  damit  auch  das  Vorbaaden- 
sein  von  nar  algebraischen  Integralsyatemen  festgestellt  und  umgekehrt. 

Ein  sehr  passendes  Beispiel  fUr  die  allgemeinen  Untersuch  nagen  des 
letzten  Capitels  liefert  das  hypergeometriscbe  Differentialgleichungssystem 
zweiter  C lasse 

Dieses  System  besitzt  nur  reguläre  Fundaraentalsysteme  von  Integralen  in 
der  Umgebung  der  einzigen  singul&ren  Punkte  a,  b  und  es.  Es  liisst  sich 
durch  passende  Substitutionen*  auf  eine  solche  Normalform  bringen,  dass 
man  nach  Elimination  der  einen  oder  andern  abhängigen  Veränderlichen 
unmittelbar  auf  die  Differentialgleichung  der  hypergeo metrischen  Iteihe  von 
Gauss  geführt  wird.  Aus  hypergeome  tri  sc  heu  Reiben  lässt  Hieb  daher  auch 
das  vollständige  Integral system  aufbauen,  welches  nun  leicht  discutirt 
werden  kann. 

Hiermit  schliesst  das  Buch,  dem  in  einem  knapp  gehaltenen  Vorwort 
ein  Verzeichniss  der  benutzten  Original  abband  langen  beigegeben  ist.  ab. 

Wir  bemerken  hierzu,  dass  wir  bei  dem  Reichthiim  der  Hesultate, 
welche  das  grossartig  angelegte  Werk  bringt,  vieles  Bemerkenswerthe  unter- 
drücken  mussten,  wenn  wir  nicht  die  Grenzen  eines  Referates  überschreiten 
.  Unser  Bestreben  ging  darauf  hinaus,  zu  zeigen,  wie  der  VerfasGer 
ind  wodurch  sich  sein  Bach  von  anderen  ähnlichen  Titels  unter- 

Das  neue  Werk    von  Königsberger  kann  sicher  zu  den  besten  lite- 
rarischen Erscheinungen  der  letzten  Zeit  gezählt  werden,  denn  es  führt  den 
I   Leser  in  eine  grosse  moderne  klassische  Theorie  ein,  die  bisher  nicht  leicht 
■nganglich   war,  —  Die  Darstellung   ist  klar,    durch  Strenge  ansgezeichuet 


*  Der  Herr  Verfasser  sagt  .algebraiEohe  SuhBtitutionen".  —  Die  tietreffeude 
Trans  form  alion  dürft«  sich  wohl  ohne  die  Subatiluüon  y,  =  a!'(l  — iCj^«j ,  welche 
im  Allgemeinen  tranBceudeot  tein  wird,  nicht  ausfCihren  lasRen.  Doch  ist  du  für 
die  weitere  Darlegung  unweBentlicb. 

■L-Iil.  Ablhlg.  <l.  Zrilacbr.  t  Hitb.  u  PhT>  XXXV,  1. 
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Wk  Sfttsy  dttneii  ümkehmiig  ebeafidb  bewieMa  wird.  KadidMi  miitßm^am 
den  LiouTille'sehen  Sfttsea  imd  dem  Cauehj'eelieii  Sttte»  Uee 
ehenden  SSise  abgeleitet  worden  sind ,  fo%t  eine  Bedneftioa  des 
elliptuclien  Integrals  im  Frindp«  Hieran  edilieesi  eieh  die  AnibUill^M^  j^ 
bdcumten  NormalfiMrm  fltr  s  nach  Legendre^s  Vinganga.,  nakeipk^WiWhfir 
noch  eine  andere  s » |/f(l— #)(!«— if)  ab  Normaifona  II  rägdMirlt grifft 
])er  Verfiueer  erdrtert  sodann  die  Bedentang  der  Thetafiinetkme»  fUf  4ßß 
TTmkehrproUem,  leitet  die  Difierentialgieichnng  fltr  die  PBriodieit<ttapw4|^ 
her  nnd  sdhildert  das  Verhalten  des  Modnb  %  als  Fanetion  von  ifc»,  ^HjUBh 
einem  Gapitel  fiher  das  Additionstheorem,  ein  Theorem,,  das  bal|ai|^ti|jjs|i 
Herr  Weierstrass  an  die  Spitse  der  Theorie  der  dppptltperiodisciiail^JNp»», 
tionen  stellt,  scUiesst  dieser  Abschnitt  mit  einer  Betaditoiig  des  QeifA^f^lAsa 
algebraischer  Gebilde. 

Im  letsten  Abschnitte  wird  eine  DarsteUni^^  der  Integrsle  a|f«&ter  fmd 
dritter  Oattang  dnrdi  Tbelafnnctionen  gegeben  nnd  in  mnem  Anjipf» 
werden  Formeln  ftbr  die  Bechnnng  mit  Theiafanetipnen  nnd  sllipllaBJlip 
Functionen  snsammengestellt  Di^  E.  Ji 


Veber  die  Teilbarkeit  der  Zahlen  von  F.  Adam.     PrognumnaMkanAM^ 
des  kOnigL  Oymnasinms  in  ClansthaL    1889. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  dnreh  die  ZaUen 
des  ersten  Hunderts  unter  Benutzung  des  einfachen  Gedankens,  dass  der 
Diyisor  in  der  ganzen  Zahl  aufgebt,  wenn  er  in  dem  Beste,  d.  h.  in  der 
Summe  der  bezw.  mit  den  ^Theilbarkeitscoefficienien^  multiplicirten  Ziffern 
der  Zahl  aufgeht.  Aus  der  voraufgeschickten  Tabelle  der  Theilbarkeits- 
coefficienien  werden  Regeln  über  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  solche 
unter  100  hergeleitet,     ü.  A.  findet  der  Verfasser,  dass 

10p  =  -1,  fnod(2p  +  l) 

für  i)  =  3,  5,  8,  9,  11,  14,  23,  24,  29,  30,  36,  44,  48. 

Dr.  E.  Jahnkb. 


üeber  die  assocürten  Formen  nnd  deren  Anwendung  in  der  Theorie  der 
Gleichungen  von  Dr.  B.  Igel.     Wien  1889. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  invarianten  theoretische  Lö* 
sung  der  Gleichungen,  wie  sie  zuerst  von  Cayley  gegeben  worden  ist,  so 
zu  gestalten,  dass  sich  ihre  Unmöglichkeit  bei  Gleichungen  höheren  als 
vierten  Grades  nachweisen  Iftsst.  Er  benutzt  zu  diesem  Zwecke  die  Theorie 
der  assocürten  Formen,  welche,  von  der  Theorie  der  typischen  Darstellung 
der  Formen  losgelöst,  für  sich  behandelt  wird,  eine  Behandlungsweise ,  die 
sich  noch   in  anderer  Hinsicht  als  zweckmässig  erweist  insofern,  als  sich 


welche  alle 
)  der  böchsten  aug 


[  auf  diesem  Wege    lekht   bekannte  Sätze    und  Relationen   zwischen    den  In- 
I   nad  Covarianten   ohne  Benutzung   der  Bfmboliscbea  Rech nungs weise  und, 
ohne  die  Formen  auf  ihre  canonische  Gestalt  zu  bringen,  ergeben. 

e  §§  1  und  2  sind  einer  Blteren,  vom  Verfasser  in  den  Denkschriften 
[  der    kaiserl.    Akademie    der  Wiasenfcbaften    verßffentlichteu    Arbeit    „Ueber 
i  Classe  von  Abel'schen  Gleichungen"  entnommen  und  dienen  zum  Ver- 
I  itSndnisa  des  Folgenden.     Wenn  n&ralich  fi{x),  f^{x).  /'j(x)  ganse  rationale 
L  Pnnctionen    ohne    gemeinsamen  Theiler    bedeuten,    so   lässt   sich   die  Resul- 
tante von  f,(x)  =  (i  und  f^lx)  +  Kfg(x)^0  als  Product  von  /■,(x)  nnd  einer 
Covariante   der   drei    fundamentalen   binären  Formen    darstellen,    einer   Co- 
f  Variante,  die  ihrerseits  wieder  eine  Resultante  zweier  Formen  ist.     Im  Zu- 
f  sammeDhaiige    mit   dieser   Doppeleigensehaft  der   letztgenannten    Covariante 
[  wird    ein    Princip    zur    Erzeugung    von    Covarianten    eines   Systems    dreier 
'  Formen  von  derselben  Ordnung  angegeben.     §  4  enthält  nun  die  Definition 
der   associirten  Formen,    aus    weicher   mit  Zuhilfenahme   eines   in  §  3  auf- 
gestellten Princips    eine  bekannte  Eigenschaft  hergeleitet  \ 
aseociirten  Formen  der  Form  n'"  Ordnung  mit  Ausnahm 
I  den  hSchsten  associirten  Formen  der  Formen  niederer  Ordnung  finden  lehrt. 
I  Dieser  Satz,  dass  nämlich  alle  associirten  Formen  einer  Grundform  F  diese 
BClbst  lum  Factor  haben,  bleibt,  wie  des  Verfassera  Deduction  unmittelbar 
erkenneD   lässt,  auch   für  die  associirten  Formen   von  einer  beliebigen  Co- 
variante  der  Form  f  bestehen.     Im    folgenden  Paragraphen    wird  eine  ße- 
;   onrsionsformel  zur  Berechnung  der  associirten  Formen  gegeben,    mit  deren 
I  Hilfe  man  auch  die  höchste  assocürte  Form  F{— f)  finden  kann.     Ans  ihr 
I  iBsst  sich,  wie  §  6  nachweist,  eine  independente  Dai-stellung  der  associirten 
.  Formen  der  Form  n'"  Ordnung  ableiten  in  der  Weise,  dass  sich  alle  höheren 
zwei  aufeinander  folgende  niedere  ausdrucken  lassen.     Zugleich  weist 
der  Verfasser  darauf  hin,   dass   aus  diesem  Satze  der  bekannte  Satz  folgt, 
wonach   sich   alle   Covarianten   der  Form  F  rational    durch    die  a'^socürten 
i  Formen  darstellen  lassen.     Hieran  schliessen  sich  allgemeine  Sätze,  die  den 
f  Zusammenhang   der   associirten   Formen    tiefer  ergründen.     Mit  Benutzung 
'   der  in  §  4  gewonnenen  Eigenschaft  der  associirten  Formen  wird  der  Satz: 
uan  irgend  eine  assocürte  Form  aus  der  höchsten  associirten  Form  einer 
niederen  Form  in  der  angegebenen  Weise  gebildet,    so  dass  die  sie  zusam- 
meDsetzenden  Covarianten  zu  Coefficienten  Aggregate  von  Producten  aus  den 
Differenttalqnotienteu    der   Grundform    haben,    und    setzt    man   in   den   Co- 
I  Tarianleu  für  die  in  ihnen  csplicite  vorkommenden  x,  t/:  —  =  —  f(xrf),  so 
'  iKsst  sich  dieselbe  durch  die  höchste  assocürte  Form  der  Form  n'°'  Ordnung 
rational  ausdrücken"  bewiesen  und  zugleich  bedeutend  verallgemeinert.  Weiter 
ergeben    sich  dem  in  §  3   entwickelten  Princip   zufolge    interessante  Identi- 
tSten   zwischen    den  Covarianten ,   deren   eine   sich    als  Satz   so  aussprechen 
lässt:  Irgend  eine  Poteux  der  Funütionaldeterminaute  kann  durcli  diese  selbst 


iSii  '  HMocinli-fiterMMb«  Abthaihnig. 

'_ — — -7 ~~7; ■■ 

Tlctiollu  dU^gW^t  iMästi.  E^  folgt  nna  eine  Anwendung  der  ullgemeicen 
iWqia  iai  dt«  ifhodrie  ilbu  mUnban  Gleichungen.  Nachdem  der  Verfasser 
gweigt  Ut,  OUi-l^  £•  W&rteUt  der  Gleichungen  F  =  0  und  ^  =  U 
gag(MHit%  Aud  diewJb*  nfioasla  Vinction  ausdrücken  lassen,  legt  er  dar, 
mi  ihui  US  «oe^  lantitU . «  priwi  folgern  könne,  dass  Eniächen  JtF*^ 
B*,  Q'  «M  BflnAmig  baitobM  mOiee ,  als  welche  sieb  die  bekannte  B«- 
kUk»  iwiMhaa  doB  Id-^  nkl  Cwriartcn  der  cahiechen  Form  ergiebt,  und 
iriH  Hilft  dttanr  b«tt«feitdl%t  dw  Verfasser  die  bekannte  Zerlegung  des- 
¥«na..   Hienwf  irardw  nt  9  10  di«  sssociirten  Formen  der  Form  viuler 


Basitktiiig  iWMilii»  3",  W*,  JEF*  «dkloMai.  HiarHi  Mildl  riA  djh.-aw 
Itgniff  dt«  Otfiii— to  T  ia  drri  M^jogiiis  qmdnÜBdM  VwnaB.iikt.iRMk 
riMttBtkMAtitcbeai  W^gfc  Dim  gMoUsU  dadnrAi  dMi.dvTferluntf.ii»> 
«KhiriaitlisbnliMh  TmO  kb  aiiw  Abal'sdM  Oldehoiig  mti  Mvmr  imität 
pKtode  3  BM^weisL  AwBwdus  hat  dj«  €onri«its  T  ÜBkM^igli- ^aaik 
I««  dkhnktAirtiaelw  KgoiaehliftaB;  dkae  iiDd:  dia  DuriäUn^t  dtf'QM. 
dfati  da^Mfem  4nrdi  die  ItftMutd  ConriMtBii  itt  Qrlmikm»'iaA'4lmmam 
OaAAt  MÜb  ^  eabisdw  Be«ilTa>to  dar  GUntbug  üartM  "nfif,  mt 
mUU  du  lJ»«r«Dga'tcb»  Matli«k  flteit  femaf,  ibM  vMla  1MaaiUl> 
bUg  Bbor  sieb  idbat  TanAttindat  Uantia^  IM«  AragB  iaA  ida»Eairib* 
mABbaiigd  iwiMban  daasdbo^Mlifliiit  boA  Biobt  in  dam  BiaBB  griMte 
seih,  dasa  geteilt  worden  wHre,  wie  eine  Eigenschaft  die  beidea  BDderaB 
nuh  sich  zieht     Diese  Ltlcke  wird  im  ScbluBaparagiBphen  aosgefBllt. 

Dr.  E.  Jabrkb. 
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Notiz  über  die  ersten  Kegelschnittzirkel. 

Von 

A.  VON  Braünmühl. 


Hierau  Taf.  IV. 


Man  hat  in  unserer  Zeit  immer  wieder  Apparate  construirt,  die  zur 
Zeichnung  von  Kegelschnitten  dienen  sollen,  obwohl  man  wegen  der  nicht 
zu  vermeidenden  Ungenauigkeiten ,  die  dem  Gebrauche  solcher  Instrumente 
immer  anhaften,  in  Fällen,  wo  es  sich  um  eine  wirklich  brauchbare  zeich* 
nerische  Leistung  handelt,  gewöhnlich  gezwungen  ist,  seine  Zuflucht  zur 
Construction  mittels  Kreisbögen  zu  nehmen. 

Die  bis  jetzt  aufgetauchten  Apparate  kann  man  in  zwei  Gruppen  ein- 
theilen,  nämlich  in  solche,  die  durch  Verwerthung  der  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  selbst  entstanden,  und  in  solche,  die  auf  der  Erzeugung  der 
Curven  zweiter  Ordnung  als  Schnitte  ein^r  Ebene  mit  einem  Kreiskegel 
beruhen.  Von  der  letzteren  Gattung,  die  uns  hier  allein  interessirt,  giebt 
es  eine  ganze  Reihe,  von  denen  Rittershaus  in  seiner  Abhandlung  „üeber 
Eilipsographen*'*  die  wichtigsten  anführt. 

Die  Idee ,  ein  Instrument  zu  construiren ,  das  den  Kegelschnitt  aus  dem 
Kegel  selbst  erzeugt,  gehört  aber  nicht  etwa  erst  unserer  Zeit  an,  sondern 
ist  bereits  über  300  Jahre  alt,  und  da  ich  annehmen  zu  dürfen  glaube, 
dass  die  ältesten  Konographen  oder,  wie  man  sie  richtiger  noch  nennt, 
Konotomographen  nicht  allgemeiner  bekannt  sein  werden,  so  theile  ich  hier 
Abbildung  und  Beschreibung  dieser  Apparate  mit. 

Kästner  bemerkt  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  II  S.  98, 
dass  ein  Patrizier  aus  Venedig  Namens  Franziscus  Barocius**  in  einem 


*  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen, 
64.  Jahrg.  1876. 

**  Auf  diese  Stelle  in  E&stner  wurde  ich  doreh  Herrn  M.  Citntor  in  Heidel- 
berg aufmerksam  gemacht.    Das  Bach  des  Barc^'  ^t  Admiran« 

HUt-Ut  Abtblg.  d.  ZdtMhr.  t  Hftth.  tu  Vbn» : 
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1686  in  Mäaer  Tatestadt  «cBdhüawMn  Bad»  Ober  Aq^loWt^  mUhs 
Instmmenl  ui^bt,  fügt  sber  bei,  don  BeaduäbDiig  «nd  ViganK  aidit 
TOÜBtBndig  graOgand  Beim.  DieMa  Beltane  Bach  konnte  ich  auf  der  MOn- 
dwur  Hof-  und  StHtoUUiottwk  vhBlian  und  üoäe  daselbst  8.  30  und  Öt 
svei  TBTWihiedBiid  LutmiiMlita  st^bildet,  denen  allerdings  eine  sehr  lücken- 
hafls  BoMhnilMBg  baigageboi  irt;  abor  Erkl&mng  nnd  Abbildung  vereim 
laases  doeb  den  Gebnuab  ä«t  lastnuiunte  erkenaan. 

Dar  eüw  Apparai  (Pig.  1)  ist  Ton  BaroeisB  a»A  •öht  Aagabe  1666 
I  einer  Axe  AB,  dia  nnter  bdUrigan  ^i^kri 
,  auf  mlobnr  dM  Iiutrnmeiit  beflBstigt  wird,  .aiaawlalll  «ai 
iabbaren  HtUsa  SC  bis  n  tamm  gawi—  QtaJa  tm- 
Usgert  oder  varkBnt  warden  kann.  Letstare  -  endet  is  abun  gai^attlWB 
Kopfe,  in  dam  ein  in  einar  Ebeoa  bewe^ichea  BOhFeben  DS  ■■nalwiiibl 
iat,  das  mittda  dar  Bfllee  om  dia  Aza  gedreht  und  mittela  aiiNt  Sehnab* 
unter  einem  beetimmten  "Winkel  gegao  diaaalbe  ftatgaateUt  wiaa  laaa. 
In  dem  BObnbai  ateekt  ein  Stift,  dar  ao  leldtt  veraddalAar  Mfat  Mai^ 
daaa  aieh  aeine  Sintie  bü  der  Dnbnng  dea  BUirohena  am  die  Axa  aWi 
mit  dem  Tufixi  der  Zeiobnongeebene  in  C<mtut  halten  Uiat  um  Mit  dbnai 
butramut  einen  Kegelaebnitt  m  Mdchnen,  itellt  man  aaidi  Aagkbe  im 
BaroeiüB  daa  Zaiohmuigabrett  wie  daa  Bohrdien  nater  bmüiamtn»  Vl^nkA 
gegen  die  Aze  fest  nnd  fOhrt  letataras  so  am  die  Aze,  dnaa  der  Stift  ilaii 
die  Ebene  berflhrt,  aTif  welcher  er  dann  die  Cnrre  entwirft.  Steht  die 
Zeichnongsebene  parallel  znr  Aze,  so  wird  der  Kegelschnitt  eine  Panbd, 
sonst  Ellipse  oder  Hyperbel ;  wann  dies  eintritt,  wird  vonBarocins  nicht 
weiter  disontirt. 

Daa  zweite  Instrument,  das  er  angiebt,  ist  lon  dem  Italiener  Jolini 
Tiene  erfanden  nnd  dem  Barocins  von  Jacobns  Contarenna  mit- 
getheilt,  den  er  den  Arohimedes  seines  Jahrhunderts  nennt.  Dasselbe  hat, 
wie  Fig.  2  zeigt,  die  Gestalt  eines  Zirkels.  Der  Fnss  AB  (welcher  aa 
Stelle  der  Aze  tritt)  wird  irgendwo  festgesteckt ,  and  die  Zeichnangeebene 
gegen  ihn  anter  einem  Winkel  geneigt  Die  VerschiebuDg  des  Stiftea  in 
dem  ebenfalls  aus  einem  Böhrchen  bestehenden  Schenkel  BC  wird  mittels 
eines  am  Zirkelkopf  angebrachten  ZahnAdchens  bewerkstelligt,  welches  in 
eine  Zahnstange  eingreift,  die  sich  in  dem  RShrcben  anf  nnd  ab  bewegt 
and  an  welcher  der  SÜft  befestigt  ist.  Die  Schraabe  in  Hitte  des  Bld- 
chens  scheint  zor  Feststellong  des  Winkels  ABC  der  beiden  Schenkel  n 
dienen,  oder  wird  damit  das  BBdchen  gedreht  nnd  befindet  sich  rUckwSrts 
Mne  Schraabe,  am  das  BShrchen  festzustellen?     Ein  klares  Bild  dieser  Ein- 


dam  illnd  geometrtcnm  problema  tredecini  modis  demoiutratinn ,  qnod  docet  dou 
llueas  in  eodem  piano  detiguare,  qaoe  nunqoam  invicem  coinoidant,  etiam  ü  in 
infinitnm  protrabantor:  et  qnanto  longiae  prodDcautnr,  tanto  sibi  inricem  propiores 
eradaat,    Venetüs  1686, 
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richtung   giebt  die  scblechte  Zeicbnung  allerdings  nicht,    doch  kann  man 
sich  dieselbe  wohl  besser  ausgeführt  yorstellen. 

Dies  scheinen  die  ersten  Instrumente  zu  sein ,  welche  unter  Benützung 
des  erwähnten  Gedankens  entstanden.  Nun  fand  ich  kürzlich,  dass  auch 
der  als  Erfinder  des  Pantographen  bekannte  Mathematiker  und  Astronom 
Christoph  Scheiner  (1573 — 1650)  im  Jahre  1614,  während  er  Professor 
in  Ingolstadt  war,  ein  ähnliches  Instrument  construirte  und  Yon  einem 
Schüler  Joh.  Georg  Schönberger  in  dessen  Dissertation*  zeichnen  und 
beschreiben  liess.  Ob  Scheiner  von  dem  Instrumente  des  Barocius 
Kenntniss  hatte,  lässt  sich  wohl  kaum  mehr  nächweisen;  er  selbst  giebt 
darüber  nichts  an ,  nennt  sich  aber  auch  nicht  den  Erfinder  des  Instrumentes; 
das  er  einfach  als  geeignet  zum  Zeichnen  der  Kegelschnitte  angiebt.  Jeden- 
falls hat  sein  Zirkel  vor  den  beiden  oben  beschriebenen  Manches  voraus  und 
unterscheidet  sich  in  der  Construction  doch  so  wesentlich  yon  ihnen,  dass 
nicht  notb wendig  anzunehmen  ist,  er  habe  dieselben  schon  gekannt.  Ich 
führe  die  Beschreibung  Schönberger *s  in  der  Hauptsache  hier  an  und 
füge  wieder  die  Originalabbildung  aus  der  Dissertation  (S.  64)  in  Fig.  3  an. 

Das  Instrument  besteht  im  Wesentlichen  ans  drei  Theilen:  der  Aze  HBj 
die  bei  A  mittels  eines  Stiftes  auf  der  Zeichenebene  KLMN  befestigt 
werden  kann  und  die  ganze  Vorrichtung  trägt,  dem  graduirten  Halbkreise 
CDE  und  dem  Schreibstifte  FQ, 

Die  Aze  ist  aus  Eisen  und  besitzt  bei  H  einen  Zirkelkopf,  mit  dem 
sie  in  einer  beliebigen  Neigung  gegen  die  Zeichenebene  so  fest  eingestellt 
werden  kann,  dass  sie  nicht  schwankt. 

Der  Halbkreis  CDEy  der  aus  Holz  oder  Metall  besteht,  muss  in  einer 
Hülse  um  die  Aze  leicht  bewegbar  sein;  er  kann  mittels  der  beiden  mit 
Schrauben  yersehenen  Hohlkügelchen  C  und  E^  die  auf  der  Aze  yerscbieb- 
bar  sind,  in  beliebiger  Lage  festgestellt  werden. 

Der  Stift  JF6r,  der  aus  festem ;  aber  leichtem  Material,  etwa  aus  Holz 
oder  Bein ,  und  sehr  gleichmftssig  gearbeitet  sein  muss ,  besitzt  nach  seiner 
ganzen  Länge  einen  Schlitz ,  so  dass^  er  nm  die  Schrauben  C  und  D  leicht 
aufwärts  und  abwärts  verschoben  werden  kann.  Ausserdem  ist  die  Schraube 
D  ein  sogenannter  Coulissenschieber,  welcher,  in  dem  Schlitze  des  Theil- 
kreises  verschiebbar,  dem  Stifte  eine  bestimmte  Winkelrichtung  gegen  die 
Aze  giebt,  die  während  der  Zeichnung  erhalten  bleiben  muss.  Bei  G  wird 
die  Feder,  die  die  Curve  beschreibt,  eingesetzt. 

Mit  diesem  Instrumente,  dessen  Brauchbarkeit  nach  Schönberger's 
Versicherung  ausgezeichnet  ist,  kann  man  gerade  Linien,  Kreise,  Ellipsen, 
Parabeln  und  Hyperbeln  in  einem  Znge  beschreiben,  indem  man  den  Kreis 
mit  dem  Stifte  um  die   feststehende  Aze  dreht  und  zugleich  den  Stift  so 


^  Ezegesee  fnndamentorom  gnonMM 
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l&nga    der   Schrauben  J  und  D  veracbiebt,    dass    die  Feder    bestSadig 
Papier  berührt. 

Gerade  Linien  erhält  man  dann,  wenn  die  Aie  gegen  die  Ebene  K.LM1I 
geneigt  ist  und  der  Stift  senkrecht  zur  Ase  steht,  und  Kreise,  wenn  die 
Axe  senkrecht  steht,  der  Stift  aber  unter  spitzem  Winkel  gegen  djeselbs 
gerichtet  ist.  Neigt  man  femer  (im  Speciellen)  die  Axe  nnter  einem  Winkel 
QAJ^^"  gegen  die  Ebene,  eo  erhält  man  dann  Ellipsen,  wenn  Winkd 
AJI)<^Ab'',  eine  Parabel,  wenn  er  gleich  45°,  und  Hyperbeln,  wenn  er 
^45"  nnd  §90*  ist;  die  beiden  Schaaren  von  Hyperbeln,  die  dnrcli  die 
Gerade  getrennt  Bind,  welche  sich  fltr  LAJD^=^^  ergiebt,  öffnen  sich 
im  ersten  Falle  (Z-^JD  <  90°)  gegen  ^,  im  zweiten  (i.^JJ>>W)  nach 
entgegengesetzter  Richtung. 

Dass  diese  drei  Instrumente  für  die  Anforderungen,  die  wir  heute  an 
eine  genaue  Zeicbnnng  stellen,  in  dieser  Form  nicht  brauchbar  sind,  erkennt 
man  anf  den  ersten  Blick,  aber  gleichwohl  wird  man  dem  Gedanken,  der 
zn  ihrer  Constrnction  führte,  Originalität  nicht  abstreiten  kennen;  auch  zeigt 
nameDtlich  der  letztbescbriehene  Zirkel  die  Entstehung  der  Kegelschnitt« 
sehr  schön,  indem  J  die  Spitze  des  Kegele,  FG  die  bewegliche  Erzeugeode 
ist,  die  seinen  Mantel  beschreibt,  und  KLMN  die  Schnittebene,  die  dia 
Com  iweiter  Ordnnng  Muaelmeidet  Fflr  Schelner's  Zw«eke>  der  dn 
Appant  101  CoiutnMtü»  der  flir  SonnsDiihRat  nWiigni  Cnrm  Tarwtadaltt 
liefbrte  derselbe  gewiss  gentlgend  exacte  Zeiohnimgen ,  nnd  n  ist  ni  tw- 
wnndern,  dass  er  in  den  vieleu  Bpftt«ren  Arbeiten  Aber  denselben  Gnguf 
stand  keine  Erw&hnung  findet,  so  dass  dos  Instrument  mit  dem  des  Baro- 
cius,  wie  es  scheint,  ganz  der  Vergessenheit  anheimfiel,  bis  derselbe  Ge- 
danke in  anderer,  aber  weit  complicirterer  Form  von  Benjamin  Bramer* 
wiedemm  zur  Ausftthmng  gebracht  wurde.  Dieser  weil,  fllratl.  hessiscbe 
Bent-  nnd  Baumeister  zn  Ziegenbain  beschreibt  in  seinem  Apotlonins  Cattns 
oder  Kern  der  ganzen  Geometrie  1684  (die  Vorrede  ist  1346  datirt)  xwn 
Instnuneot«  znm  Zeichnen  von  Kegelschnitten,  die  denselben  Gedanken  tn 
verschiedener  Form  znm  Ausdruck  bringen. 

Das  erst«  (Fig.  4)  auf  S.  87  gleicht  am  meisten  dem  Instrumenta  des 
Barocins,  indem  der  Stift  CD,  wie  bei  diesem,  in  einem  BChrchen  CE 
Ifiuß  nnd  die  Zeichnungsebene  AB  gegen  die  Aze  FGH  nach  Belieben 
geneigt  werden  kann.  Die  Drehung  des  BChrchens  geschieht  mittels  des 
Schldssels  J.  Der  Apparat  mag  wohl  wegen  der  sichereren  FtÜimog  ezactere 
Curren  liefern,  ist  aber,  wie  ein  Blick  anf  die  Zeichnung  zeigt,  ancb  wtät 
weniger  compendiOe  als  die  firfiher  beBcbriebenen,  indem  er  ein  masBlTee 
Stativ,  sowie  eine  nmstSndliche  Vorrichtung  znm  Feststellen  des  Beissbrettes 
AB  erfordert.    Bemerkt  mag  noch  werden,  dass,  wenn  die  Zeichnnngeebene 


*  Vei^L  E&stner,  Gaioh.  d.  Math.  Bd.  Ut  8. 196-196.   Knne  LebenBbewslirei- 
bung  desselben:  Allgem.  deutsche  Biographie  111,  S.  iSi  von  H.  Cantor. 
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die  in  der  Figur  angegebene  Stellang  hat,  eine  Parabel  entsteht,  während 
man  Ellipsen  enthält,  wenn  ^i?  nach  oben,  und  Hyperbeln,  wenn  es  nach 
unten  geneigt  wird. 

Noch  weit  complicirter  ist  aber  das  zweite  Instrument,  das  Bramer 
das  universal -konische  Instrument  nennt,  weshalb  wir  von  einer  Zeichnung 
und  Beschreibung  hier  absehen  wollen ,  zumal  da  ein  wesentlich  neuer  Ge- 
danke bei  seiner  Construction  nicht  zu  Tage  tritt. 

Auch  Bramer 's  Apparate  scheinen  keinen  rechten  Anklang  gefunden 
zu  haben  —  was  bei  ihrer  Schwerfälligkeit  übrigens  nicht  Wunder  nimmt  — , 
denn  erst  in  unserem  Jahrhundert  kam  man,  und,  .wie  es  scheint,  ohne 
die  früheren  Instrumente  zu  kennen,  von  Neuem  auf  den  Gedanken  des 
Barocius  zurück,  wodurch  die  bekannten  Instrumente  von  Mejer,  Maer- 
tens,  Drzewiecki  u.  a.  ihre  Entstehung  fanden. 


Reeensionau 


JütVMiiag  dar  DitaraiMsUB  ud  llfwrte  d«r  nenera  Algebra  «if 
C  Ton  Prof.  Dr.  J.  DlBKMAini. 


0.  Heai»  iat  dar  Snts  gawaMO,  weloh«  für  die  EmfDhmog  der  D«- 
ienmUBtaa  ia  das  mrihaiiftitalw  Untanieht  n  unseren  höheren  Schuld 
fliiifIBtntaa  irt.  Zmek  wiiter  Unnan  Sohzift  war,  fttr  unsere  Schalei),  di« 
siek  Hif  dem  Galnata  der  Algebnt  nehr  oder  «ebiger  noch  im  Geleise  tos 
Diophftnt  tuid  DeiesrteB  bewegen,  den  Anaebluss  an  den  beutigen  wis- 
■eaaeheWiBhan  Stend  der  AJgebr»  mS^eh  und  erreichbar  zu  machen.  Der 
TerfiuBar  hat  B»h  nun  die  Anijjibe  geatdlt,  die  Mauaicbfaltigkeit  der  Ao- 
wmdimg  der  Detemnnuitea  uf  flui  alleii  GeUettn  der  niederen  Mathematik 
und  die  Bedentmig  der  debei  gewonneneD  Boiultate  fUr  die  Algebra  ia 
Stwaa  daml^en.  Was  denKn^twertb  der  Determinanten  fOr  die  Schulen 
»oenHeU,  liegt  in  dem  dardi  aie  atmUgüeUen  EliminationsTerfahren  and 
in  der  DnrcfaBicbtigkeit  der  EliroinatJonareaaltate,  die  sich  entweder  aliBe- 
snltanten  oder  Discriminanten  darstellen. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Determinante  definirt  hat  —  wobei  er  sieh 
auf  den  einfachsten  Begriff  derselben  als  abgekürzten  Ausdruck  sor  Erlräch- 
teruug  der  Operation  beschränkt  — ,  weist  er  auf  ihre  Anwendung  in  der 
Lehre  von  den  Proportionen  und  bei  der  Elimination  der  Unbekumten  wu 
einem  Systeme  linearer  Gleichungen  hin.  Hieran  schlieBst  sich  die  £rktS- 
mng  des  Begriffes  Besnltante  an  dem  Beispiele  der  homogenen  Oleidiongen 
und  des  Begriffes  Discriminante  an  dem  Beispiele  der  Gleichungen  iweiten 
Grades.  Die  Bedeutnug  des  letzteren  fDr  die  Eegelschnittsgleichnng  wird 
des  Weiteren  erOrterL 

£s  folgt  ein  Capitel  Über  die  irrationalen  Gleichungen.  Znidchst  wird 
die  zweigliedrig  irrationale  Gleichung  zweiten  Grades  mit  linearen  Badiean- 
den  behandelt  und  ein  bemerkenawerthes  Verfahren  angegeben,  das  an  eich 
quadratische  System  von  Gleichungen  durch  lineare  Elimination  in  lOseo, 
sowie  die  Werthe  der  Warzelgr5ssen  aus  den  Coefficienten  der  Oleibhung 
selbst  zu  berechnen.  Sodann  werden  Gleichungen  mit  je  zwei  Inationalj- 
täten  dritten,  vierten,  fünften  Grades  betrachtet,  und  es  wird  gezeigt,  wie 
sich  die  Irrati onalitSten  rational  durch  die  Radicanden  aosdrQoken  lassen. 
Um  dem  ScfatUer  einen  klaren  Einblick  in  das  eigentliche  Wesen  der  LOanng 
quadratischer  Gleichungen  und  ihrer  Schwierigkeit  zu  TerscbaSen,  bebandelt 


der  Verfasser  im  iiächBteii  Capitel  die  ÄnflSaiui^  quadratischer  Gleichnngen 
mit  zwei  Uabekannten.  Die  Lösung  wird,  wie  bei  den  Gleichungen  ersten 
Grades  mit  mehreren  UnbekanDten,  auf  eine  Eliminationsaufgabe  zurück- 
geführt, deren  Schwierigkeit  einzig  und  alleio  in  der  Auffindung  dos  Eli- 
mination b  facto  ra  besteht.  Diese  Auffindung  macht,  wie  des  Weiteren  nach- 
gewiesen wird,  keinerlei  Schwierigkeit,  sobald  ein  durch  quadratische  oder 
lineare  Gleichungen  lösbares  System  vorliegt.  Zugteich  ISsst  das  Verfahren 
keinen  Zweifel  darüber,  dasa  es  das  ganze  Gebiet  der  qnadratischeo  Gleich- 
ungen mit  zwei  Unbekannten  umfasst.  Im  Gegensatz  hierzu  stehen  die- 
jenigen Methoden ,  welche  d»s  einzuschlagende  Verfahren  je  nach  Form  der 
Gleichungen  ändern,  weshalb  man  sie  als  Kunstgriffe  zu  bezeichnen  pflegt. 
Der  Verfasser  schliesst  hieran  eine  treflliche  Auseinandersetzung  über  die 
Berechtigung  dieser  Bezeichnung.  Das  Schlnsscapitel  des  ersten  Abschnittes 
ist  den  cubischen  und  bi quadratischen  Gleichungen  gewidmet.  Die  Anwen- 
dung der  Determinante  bei  der  Auflösaug  derselben  knüpft  sich  an  die  Zer- 
legung der  entsprechenden  algebraischen  Formen  in  lineare  Factoren.  Dabei 
tritt  die  Determinante  auf,  welche  unter  dem  Namen  der  Cayley-Aron- 
faotd'schen  bekannt,  aber  schon  von  Hei-m  Heilermann  in  eiuer  Pro- 
grammarbeit vom  Jahre  1855  gegeben  worden  ist. 

Im  zweiten  Abschnitte  behandelt  der  Verfasser  die  constmctlve  Plani- 
metrie algebraisch.  Er  stellt  zunächst  den  trigonometrischen  Ausdruck  für 
die  Bedingung  auf,  die  zwischen  den  Winkeln  einerseits  nnd  den  Seiten 
andererseits  stattfinden  muss,  wenn  überhaupt  ein  Dreieck  müglicb  sein  soll, 
nnd  geht  dann  dazu  über,  die  CongruenzsMze  in  ein  trigonometrisches  Ge- 
wand zn  kleiden.  Dabei  gruppiren  sich  die  Aufgaben  um  einen  einheit- 
lichen Gedanken,  es  handelt  sich  in  allen  Füllen  um  ein  einfaches  Elimi- 
nation spr  oh  lein.  Nach  Erledigung  der  Hauptaufgaben,  soweit  sie  Winke! 
nnd  Seiten  betrefien,  werden  als  hübsche  Anwendung  der  Determinanten 
in  der  metrischen  Geometrie  noch  einige  Gleichungen  abgeleitet,  die  für  den 
Zusammenhang  einiger  hervorragender  Linien  von  Wichtigkeit  sind.  Dabei 
wird  überall  ein  Gleichungssy stein  benutzt,  das  auch  für  den  rein  analyti- 
schen Tbeil  der  Trigonometrie  von  Bedeutung  ist,  insofern,  ala  es  eine  ein- 
fache Herleitung  des  Additionstheorems  gestattet,  eine  Herleitung,  die  vom 
Dreieck  ausgeht  und  die  Kenntniss  des  Sinussatzes  voraussetzt.  Zum  Schluss 
giebt  der  Verfasser  eine  analoge  Behandlung  fUr  die  sphSriscbe  Trigonometrie 
ftn ;  auch  hier  lassen  sich  die  Hauptaufgaben  als  Eliminationsaufgaben  be- 
handeln. 

Das  Buch  ist  lesenawerth.  Referent  möchte  ea  vor  Allem  den  Mathe- 
matikern, die  an  Bealgymnasien  und  Oberrealschulen  thStig  sind,  dringend 
zur  Beachtung  empfohlen  haben.  Den  jüngeren  Amtsgenosaen  und  angehen- 
den Lehrern  wird  ea  als  Bindemittel  zwischen  Universität  und  Schule  nicht 
ohne  Anregung  und  Int«resBB  sein.  p^.  g  Jahh-b 
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AilllMitlniii  äMßgAm  toi  Dr.  H.  Fnonrnu    Btmumkmlg  itUBi. 

Die  Aii%ibeii,  wddhA  Aar  Sohfllv  idttor  AiiwMidttig^'ihr 
KeSiodeii  sa  Umii  hat,  rind  swedkmlaiig  oansiiwdilflB.  Da^Ti 
wirft  didiir  alle  Aaljgalieii,  devm  LOsuag  aidit  lüslfamntai  flqgefai  Migb 
aondera  beomiden  BjBiurtgrifl|i  erftaideit»  WoHar  iat  dar  ▼erftMeHf  dar  A»» 
aidit,  daaa  beim  Ibtanrielit  in  der  Algelm  hnnpMaUUi  die 
dar  GMeliiifligeft  wbl  berOdcBialiÜgeoy  die  AnflSsua^  YOtt  vaiMMniMBli 
«agea  nor  Hittal  anrn  Zwecke  aai.  Er  «reriaagl  demnaeh  imd  dtt  SaaMi 
daaa  man,  aobaU  der  SeUhr  mio  gewiaae  FerUgliali  im  der  AalMliwMt 
Tim  mibananäten  GkUmngen  erwmrben  iiabe,  sa  AnwandncigaA  tlhal^griMi 
aolle.  Bei  der  WaU  jtm  AvSgahm  hat  der  YerlMaer,  wddwr  aebHi  Aitail 
ab  einen  Baitrag  anr  ConoeDtiation  dea  ünianiehta  betraehlet  wimm  wil» 
dm  ▼eraddedenen  GeUete  dea  ITnterridila  berOeUditigt,  wobei  adbin  Qea» 
metrie  nnd  Trigonometrie  Phyaüc  nnd  Chemie  herangeBOgen  woadi  iiML 
Daa  TOriiflgende  Bodi  enthilt  Angaben  ftlr  daa.  Penaom  tübl  TüiUn  Ui 
Seeondn  nnd  awar  in  dner  Ani^abe  fttr  Gjmnaaien,  Bealgymnaiiaä 
Oberrealadwlen  einer-  nnd  Bealadinlen  nnd  hOhera  Bliigara^hnlett 
aeila«  Den  Anfgabengnippen  aind  die  in  benntaanden  Lduattae 
geatdli,  dodi  aind  deren  Beweiae  TieUhdi  nnr  dmdi  Anwendnng  anfTnUan 
beiqpiele  eritniert  Für  den  Gebraneh  in  der  Frimn  aoU  Unneii  Bjornm 
dn  iwdtor  ISiail  folgen. 

Das  Budi  yerdient  Beaehtnng.  j^^^  j»^  Jahhkb. 

Die  Arithmetik  anf  dem  Oynmaainm  von  Eonrektor  H.  Batdt.   HannoTor- 
Linden  1890. 

Im  O^ensatz  zu  den  Schulmathematikem ,  die  ein  arithmetisches  Lehr- 
bach ftlr  entbehrlich  halten,  ist  der  VerfiEisser  der  Ansicht,  dass  ein  solches 
neben  einer  Anfgabensammlong,  wie  etwa  der  Martns'schen,  ans  yiel- 
ÜEtchen  Gründen  ein  Bedttrftiiss  sei.  Er  giebt  uns  in  seinem  Bnche  eine 
Zasammenstellong  knrzgefasster  Regeln  nnd  Sfttze,  wobei  sich  das  Bestreben 
geltend  macht,  auch  dem  beschrankten  Schüler  klar  zu  werden.  Daher 
laufen  Erklärungen  und  Beweise  imter,  die  vom  streng  wissenschaftlichen 
Standpunkte  aus  unhaltbar  sind.  Der  Verfasser  will  sein  Regel-  und  Lehr- 
buch als  einen  kleinen  Beitrag  zur  Lösung  der  yielbesprochenen  üeberbttr- 
dungsfrage  betrachtet  wissen.  Dem  Referenten  will  aber  scheinen,  als  ob 
es  den  Regeln  der  Pädagogik  mehr  entspräche,  den  Schüler  die  betreffenden 
Regeln  selbst  aufstellen  und  niederschreiben  zu  lassen,  so  dass  sich  jeder 
sein  Regelbuch  selbst  aufbaut;  auf  diese  Weise  wird  nicht  etwa  werthyoUe 
Zeit  vergeudet,  sondern  das  heisst  eben  Unterricht  Allerdings  mag  das 
Buch  Schüler,  welche  aus  irgendwelchen  Gründen  einen  Theil  des  Cnrans 
versäumt  haben,  in  den  Stand  setzen,  ohne  Privatunterricht  das  Durdi- 
genommene  nachzuholen.  ^^  E  Jahnu. 
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La  Coincidenza  dei  dne  metodi  d'approssimaziond  di  Newton  e  Lagrange 
nelle  Radici  qnadrate  ...  per  Bellimo  Cabrara.  Torino  (Turin), 
Stamperia  reale,  6.  B.  Paravia  1889. 

Der  Verfasser,  wie  es  scheint,  eine  jüngere  strebsame  Kraft,  liefert 
hier  die  Resultate  einer  Studie  über  die  beiden  Annäherungsmethoden  für 
die  Berechnung  von  Quadratwurzeln.  Die  Veranlassung  dazu  bot  ihm  die 
regelmässige  üebereinstimmung  der  successiven  Näherungswerthe,  welche 
diese  beiden  Methoden  lieferten.  Die  ganze  Abhandlung  von  30  Seiten  zer- 
fällt in  fünf  Tbeile.  Die  beiden  ersten  geben  eine  vollständige  Erklärung 
der  Methoden  von  Newton  und  Lagrange.  Im  dritten  werden  die  Nähe- 
rungswerthe  der  Lagrange'schen  Methode  einer  Betrachtung  unterzogen 
und  hieraus  dann  im  vierten  und  fünften  Theile  der  Beweis  geliefert,  dass 
beide  Methoden  im  Grunde  identisch  sind,  und  nicht  blos  im  Endresultat,  son- 
dern auch  in  den  einzelnen  Näherungswerthen  übereinstimmen  müssen.  Dies 
ist  gewiss  interessant,  da  beide  Reihen  von  Werthen  durch  gänzlich  verschie- 
dene Rechnungsweisen  gewonnen  werden.  Auch  ist  die  Darstellungsweise 
recht  klar  und  anziehend.  Die  Abhandlung  ist  deshalb  namentlich  den- 
jenigen Mathematikern  zu  empfehlen ,  welche  für  tiefer  liegende  Beziehungen 
zwischen  mathematischen  Methoden  und  Wahrheiten  —  so  zu  sagen  für  die 
Metaphysik  der  Mathematik  —  sich  interessiren. 

Der  Autor  beschränkt  die  Untersuchung  auf  die  Wurzeln  ganzer 
Zahlen.  Doch  kann  die  ganze  Betrachtung  sofort  auch  auf  alle  gebrochenen 
Zahlen  ausgedehnt  werden.  q  Braun 


Elemente  der  Zahlentheorie  von  Gustav  Wertheih.     Leipzig  1887,  bei 
B.  G.  Teubner.     IX,  381  S. 

Als  Eigenthümlichkeit  dieses  Baches,  dessen  Anzeige  durch  einen  Zufall 
unliebsam  verspätet  erscheint,  aber  deshalb  doch  nicht  unterbleiben  soll, 
können  wir  Zweierlei  bezeichnen:  erstens  das  Bestreben,  überall  leichtver- 
ständlich zu  bleiben ,  ohne  der  Strenge  irgendwie  zu  vergeben ,  zweitens  die 
Unterstützung  dieses  Bestrebens  durch  zahlreiche  vollständig  durchgeführte 
Beispiele.  Insbesondere  das  Letztere  dürfte  des  Beifalls  der  Leser  sich 
erfreuen,  da  bei  der  Zahlentheorie,  ähnlich  wie  bei  der  Lehre  von  den 
numerischen  Gleichungen,  das  Wissen  nicht  immer  das  Können  einschliesst, 
und  es  doch  schliesslich  auf  Letzteres  ankommt.  Aus  gleichem  Grunde  kann 
es  nur  zweckmässig  genannt  werden,  dass  einer  und  derselben  Aufgabe  an 
den  verschiedensten  Stellen  des  Buches  gedacht  wird  und  dass  ihre  Auflösung 
als  Anwendung  bald  einer  Gruppe  von  Sätzen,  bald  einer  andern  erscheint. 
Der  Inhalt  der  vorgetragenen  Lehren  lässt  sich  am  kürzesten  so  bezeichnen, 
dass  die  Untersuchungen  über  Classenzahlen  nicht  aufgenommen  sind ,  sonst 
aber  so  ziemlich  Alles,   was  seit  dem  Vorgange  Dirichlefs,  der  zuerst 
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Vorlesungen  über  Zatüentbeorie  au  deutecben  Uaiversi täten  einbürgerte,  io 
einer  solchen  Vorlesung  vorgetragen  zu  werden  pflegt.  Der  Verfasser  bat 
sich  weder  bei  Anordnung  des  Stoffes,  noch  bei  den  BeweisrubruDgen  einem 
Muster  streng  angeschiossen.  Berufungen  auf  Gauss,  wie  anf  Liegendre, 
zablreicb  abwechseln,  geben  zu  erkennen,  dass  er  der  beiden  Hanpt- 
quellen  zahlen  theoretischen  Wissens  sich  ziemlich  gleichm&ssig  bediente.  An 
nicht  wenigen  Stellen  aber  darfte  Herr  Wertheim  sich  selbst  als  Quelle 
gedient  haben  und  eigene  Beweisführungen  benutzen.  Wir  können  nicht 
Bchliessen,  ohne  es  ausdrücklich  an  s  zu  spreche  n ,  dass  wir  das  Buch  mit 
grossem  Vergnügen  gelesen  haben.  Cahtor 


Einleitung  in  die  Inflniteaimalreehnang  (Difierential  -  and  Integral -Rech- 
nung) zum  Sei bstun tarne bt,  mit  ßdcksicbt  auf  das  Notbwendigste 
und  Wichtigste,  von  H.  B.  Lübsbn.  VII.  Auflage,  besorgt  darch 
Bios  ARD  ScBtr  BIO.  Leipzig  1889,  bei  Friedrieb  Brandstettcr.  383  S. 
Die  Lehrbücher  Ltlbsen's  sind  in  zahlreichen  Auflagen  erscbieneii, 
und  sie  verdanken  ihren  starken  Absatz  ganz  gewiss  dem  unleugbar  grossen 
Geschicke  des  Verfassers,  welches  er  in  Ausdrucks  weise  und  statistischer 
Darstellang  besass.  Dabei  wasste  er  mit  einer  Bekanntschaft  mit  Ganss 
gross  zu  thun,  von  dem  er  bald  Dieses,  bald  Jenes  bei  dieser  und  jener 
Gelegenheit  als  Mittheilang  emp&ngen  habe,  welche  dem  Leser  Achtung 
und  Verehrung  einflfissen  mnsste;  Gauss  Tarkebrte  doch  sicherlich  nnr  mit 
ebenbürtigen  Gelehrten  auf  so  vertrantem  Fussel  Dazu  kam  nan  noch  Eines. 
Lfibsen  begntlgte  sich  nicht  mit  der  Veröffentlichung  eines  Lehrbaches, 
es  sind  deren  sieben,  welche  ineinander  greifen.  Jedes  folgende  —  man 
kennte  fast  sagen ,  jeder  folgende  Band  —  bezieht  sich  anf  Vorhergehendes 
und  ist  ohne  dasselbe  nicht  zu  verstehen.  Das  geht  BO  weit,  dass  x.  B. 
Figuren  znr  Infinitesimalrechnung  ans  dem  nLebrbnche  der  analjtiscben  oder 
heberen  Geometrie"  ciürt  sind,  nnd  wer  diesen  Band  nicht  besitzt,  mnss 
ohne  Figor  sich  behelfen;  ähnlich  verb&lt  es  sich  mit  der  Anal^sis,  welche 
dem.  Leser  unentbehrlicb  gemacht  ist,  wenn  er  die  Infinitesimalrechnung 
benutzen  will.  Knrzam,  der  Leser  soll  den  Vorschriften  Mephistopheles' 
getren  stndiren:  „Am  besten  ist,  wenn  Ihr  nur  Einen  bSrt  und  anf  des 
Ifeisters  Worte  BcbwSrt"  Herr  Sobnrig,  welcher  die  neue  Anflöge  des 
uns  TOrli^enden  Bandes  zn  besorgen  hatte,  ist  dem  Geiste  des  Verfassers 
tren  geblieben.  Beispielsweise  veröffentlicht  er  S.  291  eine  als  sein  Eigen- 
thom  in  Anspruch  genommene  numerische  Quadratur,  deren  BegrQndnng  er 
einzig  in  die  Worte  kleidet:  „Eine  vierte  Methode  —  von  Rieh.  Schurig 
—  gründet  sich  auf  §  178  der  Analyais  von  Lübaen  (8.  Auflage  8.  199).* 
Wer  dort  nicht  nachschlSgt,  mus8  einfach  nach  dem  gegebenen  Becepie 
rechnen,  ohne  zu  verstehen,  warum  er  so  rechnen  soll.     Ist  es  nun,  kann 
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man  fragen,  ein  üuglUck  fQr  den  Studirenden,  wenn  er  wirklieb  nur  Lüb- 
aen'sche  Mathematik,  diese  aber  vollsiänilig  erlernt?  Sind  die  gelehrten 
Differentiationen  nnd  Integrationen  etwa  falscb?  In  dieser  Schroffheit  aus- 
gesprochen, allerdings  nicht;  der  grosse  Mangel  der  Llibaen'Hchen  Lehr- 
bücher ist  aber  der,  dass,  wer  aaa  ihnen  sich  unterrichtet,  von  den  eigent- 
lichen Schwierigkeiten  der  Mathematik,  von  den  Geboten  der  Strenge,  von 
den  Gefahren,  die  man  bei  deren  VeruachliLssigung  läuft,  keine  Ahnung 
erhalt.  Man  lernt  ein  Handwerk  und  bildet  sich  schlieaalich  ein,  Künstler 
zn  sein,  weil  der  Unterschied  zwischen  Handwerk  und  Kunst  nie  hervor- 
gehoben ist.  Auch  der  gewissenbaf teste  Lehrer  wird  in  einer  Vorlesung 
über  Differential  •  und  Integralrechnung  an  manchen  Feinheiten  vorübergehen 
müssen,  welche  erst  in  höheren  Vorlesungen  zur  Sprache  zu  bringen  sind; 
aber  er  wird  ^ich  hüten,  dem  ZuhCrer  zu  sagen,  das  sei  die  ganze  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung,  welche  er  nunmehr  wisse,  sei  es  auch  unter 
dem  Bcheinbar  bescheidenen  Namen  einer  Einleitung  in  die  Infinite- 
iimalrechnnngl  ^  Ca«tob. 

Abhandlnngen  tlber  die  algebraiiche  Anflösnng  der  Oleichnogen  von 
N,  n.  Abel  und  E.  Galois,  deutsch  herausgegeben  von  H.  Maser. 
Berlin  1889,  bei  Julius  Springer.  VIII,  155  S. 
Die  Lehre  von  der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichungen  knüpft  an 
den  Namen  Gauss  die  Thatsache,  dass  jede  Gleichung  n''°  Grades  ebenso- 
viele  Wurzeln  besitzen  muss.  Die  Auffindung  dieser  Wurzeln  in  geschlossener 
Form  war  dadurch  noch  mehr  als  früher,  bevor  ihr  Vorhandensein  nach- 
gewiesen war,  zur  dringlichen  Aufgabe  geworden.  Da  zeigte  Ruffini  und 
nach  ihm  in  an  an  fechtbarer  Begründung  Abel  die  Unmöglichkeit,  jene  Auf- 
gabe durch  WurzelgrSssen  zn  lösen,  sofern  der  Grad  der  Gleichung  den 
vierten  überstieg  und  die  Coefficienten  an  keine  besonderen  Bedingungen 
gebunden  waren.  Dieser  negative  Satz  wurde  1826  veröffentlicht  Drei 
Jahre  später  trat  Abel  mit  einer  positiven  Leistung  hervor:  er  kennzeich- 
nete die  sogenannten  Abel'schen  Gleichungen,  welche,  wenn  auch  nicht 
immer  aufgelöst,  doch  auf  Gleichungen  niedrigeren  Grawes  zurückgeführt 
Verden  können;  er  fand  als  Merkmal  dafür,  dass  je  zwei  Wurzeln  der 
Gleichung  sich  rational  durch  einander  ausdrücken  lassen.  Mit  diesem  alge- 
braischen VermUchtniaee  schied  Abel  1829  aus  dem  Leben.  Der  das  Erbe 
antreten  sollte,  war  erst  17}  Jahre  alt,  Evariste  Galois.  Schon  am 
,17.  Januar  1831  reichte  der  frühreife  junge  Gelehrte  eine  Abhandlung  über 
die  Lehre  von  den  Gleichungen  der  Pariser  Akademie  ein.  Jfan  verstand 
■ie  nicht!  Im  darauffolgenden  Jahre,  am  13.  Mai  1832,  fiel  Galois  im  Duell, 
Brief  an  einen  Freund,  am  Vorabend  des  Zweikampfes  geschrieben, 
warde  nach  Galois'  Wunach  in  einer  politischen  Zeitung  abgedruckt.  Er 
sollte  die  wesentlichsten  Ergebnisse  seiner  Forschungen  dem  Erfinder  sichern. 
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Aach  dieser  Brief  wurde  so  gat  wie  nicht  Terstanden.  Erst  1846  erscbieDeo 
die  Galois'achen  Arbeiten  im  Dmcke,  und  allmaiig  verbreitet«  sich  die 
KenntnisB  des  von  ihm  herrührenden  Satzes,  daes  eine  Gleichang,  deren 
Grad  eine  Primzahl  ist,  jedesmal  dann  und  nur  dann  darch  Wurzelgrfissen 
aaflflabar  ist,  wenn  sSmmtliche  Gleichungs wurzeln  rational  von  zweien  der- 
selben abhSngen.  Serret  hat  dadurch,  dags  er  die  Aberscben,  sowie  die 
Galois'schen  UntersDchangeD  in  sein  Handbuch  der  höheren  Algebra  hinein- 
verarbeitete, wohl  am  meisten  dazu  beigetragen,  ihnen  LandlSafigkeit  in 
Verschaffen.  Die  Springer'sche  Sammlnng  von  üebersetznngen  matbe- 
tnatiscber  Klassiker  bringt  nunmehr  in  deutscher  Sprache  die  genannten 
Abbandlungen  von  Abel  und  Galois,  sowie  einiges  Andere  von  deoselben 
TsrCuBsnii  wdabM.donh  stiiMii  Inhalt  noh  iiiiifililHil  AaA  hwta  aoth 
wild  inu  M  begniflieh  taA&a,  dan  Qaloia*  Dantdlmig  man!  matmm 

a  T«nlliidiii«  tt*m-y«A»  IfintmuB  itiei 
Hand  dM  SeTrat'aAeB  LahiboobM  ea  mBglieh  ads  dBrfl»,  &i  mImb  Sa- 


Haber  dl«  BerteUshtlgiiiig  doa  Hiitoriaehen  bran  Vntanieht  te  im 

QMmetria  von  Dr.  H.  Böklkn,  Beallebrer  in  Lndwigabnrg.  Tflbiagn 
1889,  bei  Frans  Faeg.  23  8.  [Besonderer  Abdruck  aua  dem  Cor- 
respondenzblatt  für  die  Gel.-  n.  Bealsohulen  Wtlrttamb.  1887,  7.  a, 
8.  Heft] 
Herr  BCklen  empfiehlt  in  diesem  Aufsätze  den  Lehrern  der  Qeometri«, 
ihrem  unterrichte  gescfaicbüiche  Bemerkungen  eininflechten.  Statt  diesen 
Wunsch  nBher  su  begrtlnden,  begütigt  er  sich  damit,  37  SKtie  der  Geo- 
metrie der  Zeit  ihrer  Entdeckung  nach,  wie  sie  wesentlich  von  Bret- 
eohneider  bestimmt  worden  sei,  anzugeben.  Die  Ergebnisse  voreoklidi- 
scher  Wissensobaft  allein  scheinen  dem  Verfasser  entweder  hiurmchend  ge- 
sichert, oder  binreichend  interessant,  nm  ihre  Benutzung  im  Schnloiiter^ 
richte  fordern  zu  lassen  j  wenigstens  geht  er  nicht  darüber  binana.  FBr 
wen,  mochten  wir  fragen,  bat  eigentlich  Herr  Bßklen  diesen  Ansxng  ana 
Bretscbneider's  vortrefflichem  Buche  gemacht?  Wenn  fOr  sieb  selbst 
und  zur  BenOtznng  in  seinen  eigenen  Unterrichtsstunden,  dann  haben  wir 
nicht  das  Geringste  einzuwenden.  Wenn  aber  für  andere  Lehrer,  so  mCohten 
wir  doch  gar  sehr  warnen,  dass  diese  etwa  den  ^mden  Auszug  als  hin- 
reichend betrachten,  um  ihren  Schalern  Mittheilungen  daraus  in  »mmtipn. 
Lieber  sollen  die  Schaler  gar  nichts  von  Geschichte  erfahren,  als  aus  dem 
Hunde  von  Lehrern,  die  nicht  mehr  davon  wissen,  als  im  BSklen'schan 
Notitbnche  angemerkt  ist!    Pttr  die  vorgriechische,  ägyptische  Mathematik 
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hat  der  Verfasser,  wie  er  angiebt,  sich  vorzugsweise  an  die  Arbeiten  des 
Referenten  angeschlossen;  er  muss  indessen  auch  anderer  Hilfsmittel  sich 
bedient  haben,  denn  von  den  Aufgaben  3,4,5  [Ein  rechtwinkliges  Dreieck 
im  Felde  abzustecken,  dessen  Katheten  11  und  4  Einheiten  messen.  Ein 
Trapez  abzustecken,  dessen  parallele  Seiten  6  und  4  Einheiten  und  dessen 
Schenkel  jeder  zu  20  Einheiten  gegeben  sind.  Ein  Dreieck  durch  Gerade 
zu  theilen,  die  in  gleich  grossen  Abständen  von  einander  parallel  zur  Basis 
gezogen  werden]  ist  Referent  sich  nicht  bewnsst,  sie  jemals  in  der  Auf- 
gabensammlung von  Ahm  es  gelesen  oder  sie  aus  derselben  irgendwo  er- 
wähnt zu  haben.  Kantor. 


Das  geschichtliche  Element  im  mathematischen  Unterrichte  der  höheren 
Lehranstalten  von  P.  Trbutlbin.  Vortrag,  gehalten  bei  der  62.  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in  Heidelberg.  Braun- 
schweig 1890,  bei  Otto  Salle.     32  S. 

Wenn  ein  Mann ,  dessen  wissenschaftliche  Thätigkeit  nahezu  ausschliess- 
lich einem  Zweige  der  Wissenschaft  gewidmet  ist,  für  die  Wichtigkeit  eben 
dieses  Zweiges  in  die  Schranken  tritt,  so  giebt  es  immer  Leute,  die  ein 
solches  Vorgehen  als  eine  Oratio  pro  domo  betrachten.  Darum  war  es  uns 
so  sehr  erwttnscht,  dass  bei  der  Heidelberger  Naturforscherversammlung 
Herr  Treutlein  für  die  Noth wendigkeit  eintrat,  im  mathematischen  Schul- 
unterrichte das  geschichtliche  Element  zu  berücksichtigen.  Herr  Treut- 
lein ist  hinreichend  Historiker,  um  mit  unanfechtbarer  Sachkenntniss  seine 
Beispiele  zu  wählen;  er  ist  auch  hinreichend  Schulmann  —  wie  er  noch 
neuerdings  durch  seine  Preisschrift  über  den  Zudrang  zu  den  gelehrten 
Berufsarten  bewiesen  hat  — ,  um  bei  Schulmännern  zum  Voraus  die  Ueber- 
Zeugung  zu  erwecken,  dass  seine  Bathschläge  auf  tieferem  Grunde,  als 
auf  dem  einer  persönlichen  Liebhaberei  beruhen.  Dieses  günstige  Vor- 
urtheil  hat  sich  dann  bei  den  Zuhörern  des  Treutlein 'sehen  Vortrages  von 
Minute  zu  Minute  befestigt,  und  wir  zweifeln  kaum  daran,  dass  auch  die 
Leser  des  nunmehr  gedruckten  Vortrages  den  gleichen  Eindruck  empfangen 
werden.  Herr  Treutlein  hat  es  verstanden,  die  Vortheile,  welche  der 
Berücksichtigung  des  Geschichtlichen  beim  unterrichte  in  der  Mathematik 
entspringen ,  in  mnstergiltiger  Weise  auseinanderzusetzen.  Er  hat  sich  aber 
damit  nicht  begnügt.  Er  hat  eine  ganze  Reihe  von  Beispielen  ans  den  ver- 
schiedensten Gebieten  des  mathematischen  Schulunterrichtes  angegeben,  bei 
denen  geschichtliche  Ausblicke  vortrefflich  angebracht  erscheinen ,  und  auch 
für  diesen  Fingerzeig  dürfte  die  Mehrzahl  der  heutigen  Lehrer  ihm  nur 
dankbar  sein.  Kantor. 
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Bor  WiflwtiBtwr  Jokun  SaBUd  Ztalg  nod  das  Princip  der  kleinsteB 
AstiOL  Sn  KkadepiJBdwr  Tortng  ti»  Dr.  phil.  J.  H.  Gbaf,  Oq- 
nettHT  der  Ltrterwdnile  und  Printdoeent  fQr  Mathematik  und  Pbjrsik 
IB  der  TJaitaiiim  Bern.  Ben  1889.  [Dtm  Gjmuasiuin  in  Basel  im 
.AalaBa  d«  Fdar  «äntt  SOOjIhrigm  Beetaudes  freundlichst  gewidmet 
TMi  der  LtcbenAoIe  in  Bern.]  ¥i  S. 
Zwü  StrüliefceitHi  haben  die  Gelehrten  dee  XTlL.-des  XVIII.  Jahr- 
ktwdatti  in  nrei  finndliflhe  Heerlager  gespaltoi,  die  über  daa  ErfindeiT«cbt 
der  DiffBteatialreohnnng  nnd  die  Aber  den  Omndeatz  der  kleinsten  Wirkong. 
Als  «meinaam  kann  man  beiden  Btreitigkeätes  nachsagen,  da^s  sie  von 
hobfU  Wiehti^nt  fOr  die  Wisaenschaft  Ultten  aein  kOonen,  wenn  man  wirklich  . 
aaf  denE^m  derftagen  «ng^aagen  wSre,  dart  sie  aber,  wie  sie  gefShrt 
wurden,  nnr  GdSe^i^Mten  und  tTngerechtigkeiteD  erzeugten.  Am  Anfange 
dea  XVIIL  Jahriranderta  (1712)  entaobied  die  Londoner  Akademie  zu  Gun- 
sten ihres  Mi^edea  Newton  die  eretere  Frage  gegen  Leibniz.  Genas 
40  Jahre  aplter  beging  die  Beriiner  Akademie  ein  ähnlichee  Unrecht  gegen 
Samnel  KCnig  zn  Oonirten  ihree  Ttffsitaenden  Msnpertuie.  So  lautet 
wenigstena  der  Binn  der  Behanptnngwi,  weldw  Herr  Graf  in  seinem  bCchst 
beaehteniwerflwn  Voi'&age  aaegeaitroohen  hat  Ben-  Graf  hat  keineswegs 
einen  noch  onbertthrten  QegeMand  seiner  Üntenuchung  unterworfen.  Ben 
Sud.  Wolf  im  IL  Bande  auaer  Biogn^biea  zur  Cultnrgescbichte  der 
Schweiz  (1859),  Herr  Adolf  Uajer  in  seiner  Geschichte  des  Principe  dv 
kleinsten  Action  (1877)  mnesten  den  gleichen  Fr^en  n&her  treten,  aber 
Herr  Graf  hat  Quellen  anfzuechliesseu  verataaden,  aus  welchen  seine  Vor- 
gfinger  noch  nicht  so  schCpften,  insbesondere  Berner  Acten,  welche  wenig- 
stens mittelbar  daiu  dienen,  den  Beweis  lu  liefern,  dass  der  Leibnis'sobe 
Brief,  dessen  Fälschung  das  Berliner  ürtheil  von  1752  behauptet,  sehr 
wohl  vorhanden  genesen  nnd  1749  vernichtet  worden  sein  kann,  so  dass 
1751  von  seiner  ünauMndbarkeit  gesprochen  werden  musste.  Ob  der  1749 
vernichtete  Brief  ein  Leibniz'sches  Autogramm,  ob  eine  Abschrift,  vid- 
leicht  gar  eine  unrichtige  Abschrift  war,  diese  Frage  Ifiest  Herr  Graf  un- 
entschieden. Ihm  kommt  es  wesentlich  darauf  an,  Samuel  KOnig  von 
dem  Vorwurfe  zu  reinigen,  als  oh  er  einer  Fälschung  fShig  gewesen  sei, 
und  diese  Aufgabe  hat  er  in  unseren  Augen  gelOst.  Eine  Schwierigkeit 
bleibt  freilich  immer  noch  bestehen:  die  genQgende  Erklärung  daftlr,  dass 
Euler  sich  veranlasst  sah,  so  heftig  in  den  Streit  einzutreten,  wie  er  ee 
gethan  hat  Cahtoä. 

Robert  Kayer,  der  Entdecker  des  Principe  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Aus  Aulass  der  Enthüllung  seines  Stuttgarter  Denkmab  von  Dr. 
Jacob  J.  Wetrauoh,  Professor  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
Ingenieormechanik  etc.  an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart. 
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Mit   dem  Bildnisse  Robert  Mayer's.      Stuttgart   1890,   bei   Konrad 
Wittwer.     75  S. 

Die  Photographie  des  spät  zur  Anerkennung  gelangten  genialen  Mannes, 
welche  an  der  Spitze  des  Büchleins  vervielfältigt  ist,  stammt  aus  dem  Jahre 
1868.  Es  sind  genau  dieselben  Züge,  welche  in  der  Erinnerung  des  Re- 
ferenten fortleben,  der  1864  auf  der  Naturforscherversammlung  zu  Giessen 
mit  Robert  Mayer  persönlich  bekannt  wurde,  und  neben  diesem  Bilde 
der  Aussenseite  hat  in  uns  ein  Bild  des  inneren  Menschen,  wenn  dieser 
Ausdruck  gestattet  ist,  sich  erhalten.  Robert  May  er 's  Name,  seine  Ent- 
deckung, welche  einen  neuen  S/eitabschnitt  in  der  Geschichte  der  Natur- 
kunde begründet  hat,  waren  damals  Gemeingut;  man  suchte  seine  Bekannt- 
schaft, aber  die  Meisten  zogen  sich  enttäuscht  zurück.  Robert  Mayer 's 
Klarheit  war  für  ihn  selbst  vorhanden ,  im  mündlichen  Verkehre  mit  Anderen 
fehlte  sie  durchaus.  Warum  wir  diese  Erinnerung  wachrufen?  Weil  sie 
zur  Erklärung  beiträgt,  wie  es  kam,  dass  Robert  Mayer  für  seine  nächste 
Umgebung  erst  von  Fernstehenden  entdeckt  werden  musste.  Jedermann, 
sagt  ein  Sprichwort,  ist  seines  eigenen  Glückes  Schmied;  auch  für  Robert 
Mayer  ist  Wahrheit  in  diesen  Worten.  Ein  unseliges  Geschick  traf  den  un- 
glücklichen Mann ,  aber  man  darf  nicht  Anderen  die  Schuld  desselben  aufbür- 
den, ohne  gegen  sie  ebenso  ungerecht  zu  sein»  wie  das  Schicksal  gegen  den 
Heilbronner  Arzt  es  war.  Auch  Herr  Weyrauch  kommt  in  seiner  un- 
gemein anziehend  geschriebenen,  allgemeinverständlich  gehaltenen  Schilde- 
rung annähernd  zu  dem  gleichen  Ergebnisse.  Aus  reichlichen  Lorbeerzweigen 
weiss  er  ^^n  Ruhmeskranz  Mayer's  zu  flechten,  ohne  in  den  Fehler  zu 
verfallen,  auch  eine  Ruthe  daraus  binden  zu  wollen,  welche  Andere  peitschen 
soll.    Wir  können  die  kleine  Schrift  recht  sehr  empfehlen.  Camtor 


Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton,  von  Kurd  Lass- 
witz. L  Band:  Die  Erneuerung  der  Korpuskulartheorie. 
Hamburg  und  Leipzig  1890,  Verlag  von  Leopold  Voss.    XII,  518  S. 

Wir  glauben  unser  Referat  über  das  hochbedeutende  Werk  mit  einem 
Satze  beginnen  zu  sollen,  der  unsere  Stellung  zu  demselben  und  zu  dessen 
Verfasser  einigermassen  kennzeichnet.  Herr  Lasswitz  hat,  wie  sowohl 
seine  bisherigen  kürzeren  Abhandlungen,  als  besonders  die  jetzt  vorliegende 
umfang-  und  inhaltreiche  Schrift  darthun,  wesentlich  philosophische  Nei- 
gungen. Dem  Referenten  gehen  dieselben  nahezu  vollständig  ab.  Es  wird 
uns  dadurch  geradezu  unmöglich,  denjenigen  Abschnitten  gerecht  zu  werden, 
welche  der  Verfasser  vielleicht  für  die  wichtigsten  hält,  in  welchen  er  näm- 
lich eine  erkenntnisstheoretische  E[ritik  an  den  in  den  versdiiedenen  Zeit- 
räumen gebräuchlichen  Auffassungen  übt.  Znir  widere 
Geistesrichtung  uns  mit  Herrn  Lasswits  für 
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gaMlnelittiehB  Fcnehoag  flborhMipt  und  dia  Ueberzeuguag,  dass  cum 
um  fhu^tbar  am  m  kSnnen,  du  venohieäensten  Seiten  des  Goi 
der  VSlbr  raglwDh  barOeknditigMi  miui.  Da  überdies  die  meisten  Pt 
aOnliehkeitea,  w«tehe  wcaugsins  in  der  Eiteren  Geschichte  der  Atoroisa! 
eine  BoUe  ipielen,  Wieb  in  der  Oeediielrte  der  Mathematik  auftreten,  di' 
namenttic])  in  der  Zait  bi«  ebn  mr  Mitte  äes  XVI.  Jahrhunderts  es  m 
gleioben  SehwiaiigfceiteB  waren,  weloba  dn  meoächliche  Geist  zu  ober»! 
sieh  abmillite,  noohte  er  anf  phjaikaliadi-cheinischeDi  oder  aof  mi 
ti^diem  Bosse  sieh  tummeln,  so  entnehmen  mir  daraus  die  Berechtigung^ 
ein  Ürthul  so  ftUta,  welches  sohon  in  den  Worten  vorweg  genomnien  ii^ ' 
dass  wir  roa  einem  ahoehbedentendea*  Werke  zu  reden  anfingen. 

Unsere  heutigen  Witsuieohaften  Chemie  nnd  Physik  bauen  eich  auf  von  eins 
einzigen  Qnutdhge  aoa,  TOn  der  Annahme,  daes  allea  Körperliche  aas  kleinst« 
Tfadlen  snsammengeBetst  sü,  welohe  aber  eetbat  meistens,  wenn  nicht  immer, 
der  Ein&ehbeit  entbehren,  d.  h.  selbst  Vertn&dungen  von  Atomen  sind.  Wie 
hat  diese  Corpaacnlartheoiie  sich  gebildet?  Wieviel  oder  wie  wenig  dsTOs 
ist  Erbe  attgrieehisoher  Wissenschaft?  Welche  Wandlungen  hat  sie  erlebt? 
Via  h^raa  theol<%isehe,  philosophische  nnd  eigentlich  naturwissenBchaftlTcbt 
ans  dem  Anwaehsen  oener  EräJiriagethatBachen  stammende  Streitft^gen  auk 
erheben  nnd  beantworten  lassen?  80  etwa  lautet  die  gewaltige  Aufgaha 
welche  Herr  Laeswita  sieh  statte,  «nd  wenn  er  sie  auch  Bcheinbar  eia- 
Bchi^kt,  insofern  er  dem  Titel  die  Zeitbezeichnung  „vom  Mittelalter  bii 
Newton"  znftlgte,  so  kann  er  doch  naturgemBas  nicht  umhin,  «of  dit 
atomistiBche  Bewegung  vor  dem  Mittelalter  znrflckzngreifen. 

Eine  kleine  Abweichung  von  der  Gedanken  folge,  welche  nns  als  die 
zweckmässigere  erBchienen  wfire,  ist  allerdings  dnrch  fortwBhrendes  ZorüA- 
greifen  entstanden.  Gewiss  bat  Herr  Lasswitz  mit  genau  bedachter  Ab- 
sichtlichkeit gerade  diesen  Aufbau  gewählt,  denn  nBber  lag  es  gewiss,  nnd 
bequemer  war  esancfa,  einen  Abschnitt  Aber  Aristoteles  und  die  griechiselie 
Atomistik  an  die  Spitze  zn  stellen ,  einen  zweiten  Abschnitt  tlber  das  C<hi- 
tinnitfitsproblem ,  einen  dritten  Über  nen platonische  Specnlationen  a.  a.  w. 
folgen  zu  lassen ,  dann  erst  den  so  vorbereiteten  Leser  in  das  Mittelalter 
eintreten  zn  lassen,  wobei  die  drei  Kanäle,  durch  welche  griechisches  Wissen 
dem  Mittelalter  zagefUhrt  wnrde,  der  griechiscb-rOmische,  der  ostarabiscbe, 
der  westarabische,  unterschieden  werden  konnten.  Herr  Lasswitz,  wie 
gesagt,  hat  diese  Anordnung  nicht  beliebt.  Msin  möge  nns  gestatten,  sie 
gleichwohl  in  unserem  Berichte  festzuhalten. 

Untheilbare ,  unter  sich  gleiche,  einfache,  unvergängliche  Einzelwesen, 
denen  wegen  ihrer  üntheilbarkeit  der  Name  der  Atome  gegeben  wird, 
bilden  nach  Demokrit  nnd  Epikur  alle  Körper.  Sie  bewegen  sich  nftmlich 
durch  den  leeren  Baum  in  Wirbeln,  treffen  dabei  zusammen,  nnd  ans  dem 
Znsammentreffen  entsteht  eine  Vereinigung.  Heraklides  Ponticns  hat 
die  AufTassnng  etwas  den  Sinnen  näher  gerttckt.     Nicht  nntheübar  sind  die 


im  Räume  sich  bewegenden  BinielweBen,  sie  eind  nar  sehr  klein.  Beim 
Zaaammentreffen  zersplittern  sie,  und  diese  Körpersplitter ,  Korpuskeln, 
bilden  sodann  die  TOrhandeneu  Dinge.  Aristoteles,  der  Zeit  nach  auf 
Demokrit  folgend,  bekämpfte  die  Atomistik  auf's  Lebhafteste.  Es  giebt 
keine  Untheilbarkeit.  unter  den  vielen  Beweisen  wShlen  wir  einen  heraus. 
Üntheilbares  mit  üntbeÜbarem  sieb  begegnend  könnte  ein  Stetiges  niobt 
bilden,  weil  bei  dem  Stetigen  die  sieb  berührenden  Stellen  beiden  Theilen 
angeboren,  ein  Stetiges  also  Toraussetzt,  dasa  an  den  Theilen  Stellen  sich 
unterscheiden  lassen,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Theile  neuerdings  theil- 
bar  sind.  Stetiges  giebt  es  aber,  mithin  keine  Atome,  Das  Gleiche  gilt 
Ton  der  Zeit,  deren  Tbeilung  kein  Ende  findet.  Zweitens  giebt  es  auch 
keinen  leeren  Raum,  denn,  um  auch  hier  nur  einen  Beweis  an2ufUhren, 
Raum  ist  die  Grenze  des  Umseht iessenden  gegen  das  Umschlossene;  wo  also 
ein  Omschlossenes  nicht  vorhanden  ist,  kann  auch  kein  Raum  sein.  Die 
wirkliche  ROrperwelt  ist  folglich  in  anderer  Weise  als  entstanden  zu  denken, 
als  die  Atomistiker  wollen.  Aristoteles  nimmt  einen  Stoff  an,  welcher 
durch  die  Form  zu  dem  wird,  was  thatsHchlieb  ist;  vorher  besitzt  er  nur 
die  Möglichkeit,  eine  Form  anzunehmen.  Der  StofT  aber  ist  entweder  kalt 
oder  warm,  trocken  oder  feucht;  je  zwei  dieser  Eigenschaften  vereinigt 
geben,  da  das  Kaltwarme  und  Trocken  feuchte  unmöglich  ist,  vier  Verbin- 
dungen: das  warmtrockene  Feuer,  die  warmfeuchte  Luft,  das  kaltfeuchte 
Wasser,  die  kalttrockene  Erde,  und  diese  vier  Elemente  sind  es  wieder,  aus 
welchen  alle  irdischen  Körper  bestehen,  und  zwar  so,  dass  in  jedem  Körper 
alle  vier  Elemente  vertreten  sind,  nur  in  anderem  Maasae.  Ganz  anders 
war  die  Stellung,  welcbe  Plato,  und  insbesondere  die,  welche  die  späten 
sogenannten  Neuplatoniker  zur  Entstehung  der  Körperwelt  einnahmen.  Aus- 
gangspunkt ist  nicht  der  Stoff,  sondern  die  Idee,  und  diese  wird  im  Laufe 
der  Zeit   zur  Weltseele,  welche  eins  ist  mit  dem  beseelten  Räume. 

Die  alomistische  Lehre  fand  einen  nicht  so  dialektisch  ausgebildeten, 
aber  fast  noch  heftigeren  Widerspruch,  als  bei  Aristoteles  bei  den  Kir- 
chenvätern. Wenn  Atome  wild  im  Räume  umhergewirbelt  zu  Körpern  sich 
ballen,  dann  giebt  es  keine  göttliche  Schöpfung  mehr,  und  EpikorSer,  Christ 
heissen  unversöhnliche  Gegnerschaft. 

Merkwürdig  genug,  dass  arabische  Theologie  za  der  entgegengesetzten 
Folgerung  gelangt.  Gerade  der  Umstand,  dass  die  Atome  trotz  wilden 
Umherwirbelns  zweckgemüss  zusammentreffen,  beweist,  dass  Gott  sie  nicht 
blos  erschafft,  sondern  auch  ihre  Bewegung  regelt.  Er  regelt  sie  in  der 
Zeit,  und  Zeit  ist  das  Zusammensein  zweier  Erscheinungen.  Als  es  noch 
keine  Erscheinung  gab,  war  eine  Zeit  nicht  vorhanden;  die  Zeit  fSngt  erst 
mit  der  Schöpfung  an.  Die  Zeit,  die  Bewegung,  die  Körper  sind  nicht 
stetig  zu  denken.  Ueberall  sind  Elementartbeilchen ,  also  Atome  anzunehmen, 
freilich  ihrer  Natur  nach  verschieden.  Eine  Ebene  hat  Uber&ll  Punkte, 
besteht  aber  nicht  aus  Punkten.     Würe  dem  so  und  ordnete  i 
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weise  26  Punkte  zu  einem  Quadrate ,  so  würden  auf  jede  Seite  des  Qu»- 
(Irata  fünf  Punkt«  fallen,  fflnf  Punkte  aber  auch  auf  die  Diagonale,  oder 
Diagonale  und  Seite  mÜBBten  gleich  sein.  Es  ist  gewiss  anfralleod,  da« 
genau  der  gleiche  Trugschluas  bei  Roger  Baco  vorkommt,  dass  erst  Gior- 
dano  Bruno  ihn  als  nicht  eticbbaltig  erklärte,  weil  auf  der  Seite  ander* 
Kwiachenräutne  zwischen  den  Funkten  vorhanden  seien ,  als  auf  der  Diagonale. 

Das  europ&iache  Mittelalter  empfing  seine  Wiseensehaft  tbeüs  von  den 
KirchenTfitern ,  tfaeils  von  den  arabischen  ErklSrern  des  Ärislotelee,  detts 
Sohriftea  ins  Lateinische  übertragen  wurden.  Von  beiden  Seiten  fand  vidi 
Anregung,  anf  die  Atomistik  einzugehen ,  mochte  man  fQr  oder  gegOB 
■ie  Partei  ergreifes.  Wer  selbst  Mathematiker  von  Fach  ist,  wird  es  leicht 
begreiflieb  finden,  daes  die  mathematisch  angelegten  Geister  unter  den  Sctt»> 
lastikem  vorzugsweise  an  die  Fragen  herantraten,  mit  welchen  seit  Aristo- 
teles die  At^menlehre  eng  verquickt  war:  giebt  es  eine  Stetigkeit  oder 
nicht,  und  wenn  es  eine  giebt,  wie  verb&lt  sieb  das  Stetige  aum  anstetigea 
Elemente?  Bradwardin  x.  B,  and  sein  durch  Herrn  Mai  Cnrtte  unB 
bekannt  gegebenes  Werk  zur  Widerlegung  der  Atomistik  erscheint  in  rech- 
tem Lichte  erst  von  diesem  Gesichtspunkte  aas,  und  die  Lehre  von  den 
Latitudines  formarum  des  Oresme  und  Anderer  gewinnt  einen  rtchtigea 
Boden  erst  in  der  Intensio  et  remissio  formarum,  welche  frühere  Scho- 
lastiker ersonnen  hatten,  um  die  aristotelische  Lehre  von  Stoff  und  Form 
aich  mundgerecht  zu  machen.  Jedenfalls  kann  man  aln  Ergebniss  dieser 
Entwickelong  es  betrachten,  dass  seit  dem  XIL  bis  etwa  zum  SV.  Jahr- 
hundert die  Atomistik  in  Europa  mehr  und  mehr  an  Boden  verliert,  dasi 
zugleich  die  Dnmßglichbett  eines  leeren  Baumes  un  an  zuzweifelndes  Gemein- 
gut wird. 

Das  soweit  von  uns  nothdUrftig  Geschilderte  ist  etwa  der  Inhalt  des 
ersten  Baches,  welches  unter  der  üeberschrift:  ^Die  Atomistik  im 
Mittelalter"  die  HBlfle  des  Bandes  einnimmt.  Die  andare  H&lfta  ist  drai 
zweiten  Buche :  gDie  Ernenernng  der  Korpuskulartheorie"  gewidmet. 
Unsere  Leser  werden  es  ans  nicht  verfibeln,  wenn  wir  diesem  zweiten  Bndie 
gegentlber  die  grOsste  Enthaltsamkeit  Üben.  Handelt  es  sich  doch  in  ihm 
am  Dinge,  welche  wir  vielfach  ans  ihm  erat  kennen  gelernt  haben,  nnd 
wenn  auch  die  umfassenden  im  ersten  Bache,  welches  prttfen  sn  kUnnen 
wir  uns  getrauen,  an  den  Tag  gelegten  Kenntnisse  eine  BOrgschaft  ge> 
wShren,  es  werde  auch  das  zweite  Buch  gleich  zuverlflssig  seio,  so  dOrfen 
wir  uns  doch  kein  ürtheil  darüber  gestatten.  Dazu  w&re  vielmehr  berufen, 
wer  der  Geschichte  der  Chemie  ein  eingehendes  Studium  gewidmet  bat. 

Wir  begnügen  ans  damit,  einige  Namen  hervorzuheben,  deren  Triger 
diesem  zweiten  Buche  den  Inhalt  geben,  nachdem  wir  voraosgeschickt,  daat 
seitlich  der  Anfang  desselben  mit  dem  Falle  von  Eonstantinopel  tasammen- 
trifft,  also  mit  jenem  Zeitpunkte,  von  welchem  an  griechisch  redende 
FlOohtUnge  grieohiBche  Handsohriflen  in  grosserer  Zahl  nach  Italien  bnwhten 
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und  dadurch  die  allgemeinere,  nicht  mehr  durch  Doppelübersetzung  ins 
Arabische  nnd  Lateinische  verunstaltete  Kenntniss  des  wahren  Qriechenthums 
ermöglichten. 

Da  tritt  Paracelsns  anf,  in  dessen  Schale  zum  ersten  Male  das 
Dogma  von  der  Einfachheit  der  vier  aristotelischen  Elemente  verworfen 
wird.  Da  lehrt  Telesins,  die  Grösse  der  Welt  könne  weder  vermehrt, 
noch  vermindert  werden ,  oder  mit  anderen  Worten  die  Erhaltung  der  Materie. 
Da  ahnt  Gilbert  die  Gravitation,  wenn  er  sagt,  die  irdische  Masse  strebe 
dem  zu,  aus  welchem  sie  entstand.  Van  Goorle  erkennt  die  Un Veränder- 
lichkeit der  Elemente,  deren  keines  in  das  andere  verwandelt  werden  kann. 
Van  Helmont  fuhrt  mit  dem  Worte  Gas  zugleich  den  Begriff  des  luft- 
ähnlichen Zustandes  ein.  QiordanoBruno  nennt  Monade ,  was  als  Klein- 
stes vorhanden  ist;  er  ersetzt  auch  die  mathematische  Theilung  ins  Unend- 
liche (in  infinitum)  durch  eine  solche  ins  Unbestimmte  (in  indefinitum). 
Sennert  allerdings  spricht  sich  in  dieser  Beziehung  noch  richtiger  und 
zugleich  vermittelnder  aus.  Die  mathematische  Theilbarkeit  hat  für  ihn  in 
der  That  kein  Ende,  aber  die  physikalische  Theilung  kommt  bei  einem 
Minimum  an,  dem  höchsten  natürlichen  Grade  der  Theilung  und  zugleich 
dem  Anfange  aller  Naturkörper.  Auch  in  Frankreich,  in  Italien  erwacht 
die  Korpuskulartheorie. 

Das  sind  wenige  Züge,  welche  wir  dem,  wie  man  aus  ihnen  erkennen 
wird,  ungemein  reichhaltigen  zweiten  Buche  entnommen  haben. 

Wir  beschliessen  mit  ihnen  unsem  Bericht.  Wollen  unsere  Leser  dem- 
selben entnehmen,  dass  Herr  Lasswitz  keine  Geschichte  der  Physik,  der 
Chemie,  der  Philosophie,  der  Mathematik  geschrieben  hat,  aber  dass  er  in 
alle  diese  Gebiete  hineinragende  Ausläufer  schicken  musste  und  zu  schicken 
wusste.  Sein  Werk  gewinnt  dadurch  nur  an  Wichtigkeit,  wie  es  zu  gleicher 
Zeit  der  Vielseitigkeit  des  Verfassers  ein  beredtes  Zeugniss  ausstellt,  wel- 
cher, um  auch  dieses  Vorzugs  zu  gedenken ,  sich  zudem  als  glänzender  Stylist 

«"'«'**•  Caktoe. 

Festschrift,  herausgegeben  von  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg 
anlässlich  ihres  200jährigen  Jubelfestes  1890.  Erster  Theil:  Ge- 
schichte der  Gesellschaft  von  1690  bis  1890.  Zweiter  Theil: 
Wissenschaftliche  Abhandlungen.  Leipzig  1890,  Commis- 
sionsverlag  von  B.  G.  Teubner.     104  u.  189  S. 

An  Fastnacht  1690  trat  Heinrich  Meissner  mit  Valentin  Heins 
und  anderen  von  ihm  dazu  aufgeforderten  Fachgenossen  zur  Kunstrech- 
nungsliebenden  Societät  von  Hamburg  zusammen.  Sechs  ein- 
beimische, neun  auswärtige  Mitglieder  bildeten  den  Bestand  der  jungen 
Gesellschaft.  Am  15.  Februar  1890  beging  die  Mathematische  Gesell- 
schaft in  Hamburg  in  feierlicher  Festsitzung  im  8itzungs»aale  der  BOr- 
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gerBchaft  die  2r)0.  Wiederkehr  ihres  Stiftungstages,  als  gelehrte  deatsche 
Geaellscfaaft  die  zweitfitteste  (die  filtest«  ist  die  Leopoldino  •  Caroliniscbe 
Akademie  der  Naturforacher) ,  als  matbematiacbe  Gesellschaft  die  älteet«, 
.Von  welofaer  man  Oberhaupt  weiss.  Der  TTnterzeichnete,  welcher  selbst  der 
Jabelfeier  beiwohnte  and  die  Erinnemng  an  dieselbe  als  unvergess liehe  fest- 
hält, verzichtet  nur  ungern  darauf,  hier  einen  Festbericht  statt  des  Berichte« 
Über  die  JubitSomsscbrift  zu  geben,  wenn  nicht  die  Natnr  nnserer  Zät- 
Bcbrift  dem  Ersteren  widerstrebte,  das  Letztere  forderte. 

Die  Festschrift,  von  welcher  wir  also  reden  wollen,  besteht  ans  drej 
^heilen.  Der  dritte  Theil,  nur  fßr  Einwohner  Hamburgs  von  besonderem 
Interesse,  ist  ein  Katalog  der  dort  in  Öffentlichen,  zum  Tbeil  auch  in  pri- 
vaten Büchersamm  langen  vorhandenen  mathematiscben  Werke.  Der  zweite 
Theil,  wenn  wir  weiter  nach  rUckwSrts  die  Ordnung  festhalten  wollen, 
lässt  als  ein  Band  der  Mittheilnngen  der  mathematischen  Gesellschaft,  ge- 
^vissermaasen  als  ein  Band  einer  mathematischen  Zeitschrift  sieb  bezeichnen. 
Er  enthält  31  Ahbandlnngen ,  worunter  die  ersten  8  von  Ehrenmitgliedern 
•der  Gesellschaft,  die  folgenden  13  von  einheimischen  Mitgliedern.  Es  will 
Bich  nicht  eignen,  diese  oder  jene  Abhandlung  besonders  hervorzuheben,  und 
ebenso  wenig  mag  ein  blosser  Abdruck  der  üeberschriften  hier  unsere  Leser 
befriedigen.  Wir  haben  dieselben  überdies  in  unserem  Mathe matiscbea  Ab- 
handlungsregister  (1889,  erste  HSlfte)  verSfFentlicht,  wobei  wir  der  AbkOr- 
zungen:  Hamburg.  Mitth.  I  und  H  uns  bedienten.  Der  I.  Band  umfasst  die 
noon  Hefte,  welche  von  MKrz  1881  bis  Uärt  1889  im  QMOmintoBifuig  vim 
310  S.  ersohienen;  der  IL  Band  bedeutet  eben  den  zweiten  Theil  der  Fwi- 
Schrift. 

Wir  kommen  endlich  zum  ersten  Theil  der  Festschrift.  Den  Hanpt- 
inhalt  bildet  die  Abbandlang:  Geschichte  der  Mathemalischen  Geeellscliaft 
in  Hamburg  von  Herrn  J,  F.  Bubende;,  ein  angemein  schätzbarer  Beitrag 
nicht  nar  zur  Hajnburger  Lokalgesobicfate ,  sondern  zur  Geschichte  der 
Mathematik  in  Deutschland  Oberhaupt  Herr  Bubende;  bat  seinen  Stoff 
sehr  geschickt  in  vier  Gruppen  zu  zerlegen  gewasst,  indem  er  1.  eine  Grdn- 
dungsperiode  (1690—1720),  2.  eine  Ennstreohnungsperiode  (1720—1790), 
3.  eine  technische  Periode  (1790  —  1860),  4.  eine  wissenschaiüiohe  Periode 
(seit  1860)  unterschied.  In  der  ersten  Periode  treten  besonders  die  von  ans 
als  Orfinder  schon  genannten  Heinrich  Meissner  and  Valentin  Heins 
hervor.  Letzterer  bis  auf  den  heutigen  Tag  in  der  Redensart  „nach  Valentin 
Heins*  fortlebend,  welche  in  Hamburg  die  gleiche  Dauerhaftigkeit  bewies, 
wie  in  anderen  Theilen  Dentschlands  die  Bemfnng  auf  Adam  Riese, 
Ersterer  in  weiteren  Kreisen  als  dem  der  Mathematischen  Gesellscbaft  lange 
Zeit  nahem  vergessen  und  dennoch  dem  Mitgrflnder  geistig  tiberlegen.  &o 
hat  Meissner  z.  B.  eine  Methode  gelehrt,  die  ganzzahligen  Wurzeln  einer 
Gleichung  «"  +  o,  sr"  - '  -f-  o,»"-*  -}-•■•  -f-  o,  =  0  mit  lauter  selbst  gantah- 
ligen  Coefflcienten  lücht  sn  finden.     Mittels  «-|-li=c,,  x+2  =  mf  a.  s,  w. 


^P    leitete   er   neue    Gleichungen   *i"  +  6ia'i"~' +'"  +  6b  =  0,   x^"  +  c^x^""* 
^M    >^...-f-c„  =  0  U.S.W,  ab  und  bildete  die  einzelnen  Theiler  u, ,  a^,  ...  von 

H    »ni   ßi,  ßi!  ■■•  Ton  (ni   y,<y),  ■■■  von  Cn  a.  E.  V.     Ergab  sich  sodann  ein 
H     «j  =  (3^  — 1  =^4  — 2  =  -...  Bo  war  die  Vermuthung,  x-=aj,  aei  Wurzel  der 
V     gegebenen  Gleichung,  scbon  genügend  gesichert,  um  den  Versuch  der  wirk- 
lichen Einsetzung   zu   rechtfertigen.      Diese   Methode   ist   als   solche   gewiss 
interessant  —  wenn  sie  von  Meissner  herrUhrt.     Genau  der  gleiche  Vor- 
schlag  wurde  nümlich  von  Jacob  von  Waessenaer  von  Utrecht  Igem acht 
nnd   durch  Franciacos   van  Schootcu  1659   ia   der  Amsterdamer  Aus- 
der    Descartes'schen    Georaetrie   (1,    S.  307)    veröffentlicht.      Sollte 
'    aber  Meissner   auch,   was    wir    fast  glauben  möchten,   die   hier  genannte 
i  Quelle  benutzt  haben,    so  ist  eine  Erweiterung  der  Methode  jedenfalls  sein 
F  Bigenthum.      Sei    nämlich    eine    Wurzel    x  =  !f  +  }/e,    so    muss    wegen   der 
f  Ganzzahl igkeit  der  Coefficienten  x:=y  —  y'B  ebenso  der  Gleichung  genügen, 
I    d.  h.    Ob   muss    durch  y*  —  e   theilbar   sein,    6,    durch    (y +  1)*  — »  =  y*  — j(^ 
I    +  2  y  +  ] ,  c„  durch  (y  +  2)'  —  ä  =  »/*  —  b  +  4  j/  +  4  «.s.w.,  oder  es  müssen 
Dnter  den  a,  ß,  y,  ...  sich  solche  finden,  die  eine  arithmetische  Progression 
»weiter  Ordnung  bilden ,  deren  zweite  Differenz  s=  2  ist.     Davon  finden  wir 
bei  Jacob    von  Waessenaer   keine  Spur.      An  der  Grenze  zwischen  der 
[  erslen   und  zweiten   Periode  erschien  Paul  Halcke's   Sinnenoonfect,   eine 
.bensamnilung,    welche   sich   vielen  Beifalls  zu  erfreuen  hatte.  —  Die 
I  sw ei te  Periode  stand,  möchten  wir  sagen,  unter  dem  unmiltelbaren  Einflüsse 
'  des  Halcke'schen  Bnches.    Irgend  hervorragende  Leistnogen  eines  Einzelnen 
nnter  den  Mitgliedern  der  Gesellschaft  lassen  sieb  so  wenig  nachweisen,  als 
Leistungen  der  Gesellschaft  seihst,    welche  aus  dem  Rahmen  der  matbema- 
L  tischen  Spielereien  herausgetreten   wören.  —  In    die   dritte  Periode,   deren 
k  Charakter   der  Verfasser  durch  das  Beiwort  „technisch"  trefflich  gezeichnet 
[bat,    i^lU    die    Mitgliedschaft    von    MSunern,    welche,    wie    der   Mechaniker 
I.Bepsold,  der  Astronom  Rttmker,  der  Wasserbautne ister  Woltman,  weit 
t-Qber  Hamburgs   Grenzen    sich    bekannt  gemacht    haben.      Innerhalb    dieser 
[■Periode    traten    Schumacher   (1813),    Gauss    (1818),    TraÜes   (1820), 
[Brandes   (1823),    Spehr  (1824),   Encke   (1828),    Grelle   (1832)   und 
I  noch    mancher   Andere  als  Ehrenmitglied   in   den  Verband   der  Matbemati- 
a  Gesellschaft.  —  Innerhalb  der  vierten  Periode  leben  wir.     Dass  auch 
Ifhr  ein  richtiges  Beiwort  verliehen  ist,  wenn  mau  sie  die  wissenschaftliche 
I  Periode   genannt   hat,    darUber  kann  niemand  in  Zweifel  sein,    welcher  die 
^fiamon  Derer,  weiche  seit  1860  der  Gesellüchaft  beitraten,  mit  den  Namens- 
'Terzeicbnissen   der  Mitarbeiter  an  den  in  Deutschland  erscheinenden  mathe- 
Pjnatischen  Zeitschriften  vergleicht.     Möge  diese  wissenschaftliche  Periode  so 
I lange   andauern,    als   der   Bestand    der  Gesellschaft  selbst.    —   Nächst    der 
I-Bubendey'schen  Abhandlung  enthält  der  erste  Theil  ancb  noch  eine  Notiz 
■ides  Ehrenmitgliedes  Herrn  Bierens    de  Uaan  über  diejenigen  Hollüuder, 
KWelche  Mitglieiler  der  Hamburger  Oesellschaft  waren,  und  das  vollständige 
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Wir  baben  von  der  weisen  Auswahl  gesprochen.  Das  ist  ja  aatUrlicb, 
dass  auf  88  Seiten  kein  vollständiges  Lehrbuch  der  Analyais,  auf  121  Seiten 
kein  aolcbes  der  Geometrie,  noch  dazu  in  geschichtlicher  Eutwickelung  ge- 
geben werden  konnte,  aber  ea  ist  stauuenswertb ,  was  aus  diesen  Gebieten 
vereinigt  ist.  Nehmen  wir  das  III.  Capitel  in  Augenschein.  Elementares 
Zahlenrecbnen ,  Logarithmen  in  ihren  Abarten  von  BUrgi  und  Neper  bis 
za  Leonelli  und  Wittstein,  Algebnt  der  Buchstabungleichungen  ersten 
bis  vierten  Gradea,  AuflÜ^jung  numerischer  Gleichungen  nach  Cardano, 
BOrgi,  Newton,  Binomialsatz,  die  wichtigstea  Reihenentwickelangen,  Dif- 
ferentiationen und  Integrationen,  Anwendung  auf  die  Ermittelung  grösater 
und  kleinster  Werlhe,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bis  zu  und  mit  Kin- 
schluss  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  begegnen  uns  hier.  Und  üben 
gleiche  Sichtung  des  IV.  Capitels,  go  erscheinen:  Elementare  Plani- 
metrie unter  besonderer  Berti ckuichtigung  von  regelmässigen  Sebaenvielecken, 
Trigonometrie  in  ihren  verschiedenen  Eutwickelungsgestalten ,  als  griechische, 

I di sc h  -  arabische ,  als  Trigonometrie  des  XVI,  und  als  solube  des  XVIII, 
Jahrhunderts,  Coordinatengeomelrie,  Eniminung,  Recli6cation,  Quadratur, 
KegeUcbnitte ,  höhere  Curven,  Raumtrigonometrie  und  analytiiicbe  Geometrie 
dea  Raumes,  Oberflächen  zweiter  und  höherer  Ordnung,  Projeotionslehre. 

Aber  nicht  genug,  dass  die  hier  nicht  einmal  vollständig  aufgezählten 
Dinge  behandelt  sind,  sie  sind  jeweils  entwickelt  und  abgeleitet,  beziehungs- 
weise bewiesen.  Allerdinga  ist  darin  der  lückenhafte  Theil  des  ganzen 
Buches  zu  aehen<  Die  Beweise  aind  keineswegs  sSmmtlich  so  streng,  als 
man  heute  es  zu  fordern  gewöhnt  ist;  sie  köcnen  es  einfach  nicht  sein  ver- 
möge des  ihnen  zugemessenen  Raumes,  aber  überall  sind  Verweisungen  auf 
gründliche  Werke  gegeben,  überall  ist  also,  wie  wir  am  Anfange  sagten, 
dem  Schüler  der  Astronomie  gezeigt,  wo  er  genaueren  Ratb  sich  holen  soll, 
Während  der  fertige  Astronom  Beweise  Überhaupt  nicht  hier  nachschlagen 
wird,  sondern  nur  die  Erinnerung  an  die  Satze  wird  auffrischen  wollen. 
Wir  glauben  daher,  dass  Herr  Wolf  den  beiden  Leserkreisen,  für  welche 
er  geschrieben  hat,  Genüge  leistete,  und  daaa  der  erste  Halbband  des  Uand- 
bnchea    der    Astronomie    wesentlich    zur    Empfehlung    des    ganzen    Werkes 


dienen  wird. 


Cahtos, 


Ibrtüi  Bekaim  von  Siegmdnd  Güntbeb.  Zeichnungen  von  Otto  E,  Lau. 
(13.  Band  der  Bayerischen  Bibliothek,  begründet  und  herausgegeben 
von  Karl  v.  Keinhardstättnbb  &  Kakl  TaAiTTtuNH.)  Bamberg 
1890,  Buchner'sche  Verlags buchhan dl ung.  86  8. 
Dass  der  Aufertiger  des  berühmten  B  eh  aim'scben  Globus,  seine  Fahrten 
and  Lebensschicksale,  besonderes  Interesse  für  den  Geographen,  aber  nur 
^n  sehr  nebensBchlichea  für  den  Mathematiker  besitzen,  ist  in  der  Natur 
der  Sache   begründet.     Ein  kleiner  Abschnitt  de«  anziehend  geachriebf"_ 
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BUdikiiia  ist  «i,  weldiar.  nat  wnudaatit  dasMÜM  hier  minmigwiiV  rHaor 
OfiBther  maehl  m  vSm&k  walindieiiilkhy  daas  llartin  Bekam  dataiii 
80  zasdi  sine  bttevo  Btelliuig  in  der  poitvgiasiselMii  TJwMi'if  I  iiimiiwiiHIIJIit 
gewann,  da»  er  dort  den  Jneobsstnb  einfllhrte,  jenes  kidil  tuWBiwfce 
HessiBstnnnent,  wddMS  er  selbst  durch  Begiomontnnvs  kemstt  gnhml 
hatte  und  wslehss  mm  Anftiehnien  dsr  Sonnenhöhe  ans  frmr  Band  mti  4tm 
Sehiffi»  sdbst  gsstaltets,  irthiend  Toirdein  diese  snr  Bestimme^g  der  gae* 
gn^phisdien  Bfeile  nneilisalidie  llessnag  nur  aof  fester  Omndli^»  d.  lu 
nnler  der  VoransselMii^  der  Landnng  mOglieh  war.  Mit  andsrsp  Werisnt 
eine  HochaMeraehifl&durt  k<mnte  arat  jetrt  mit  eiinger  Sieherihrit  aa  die  flIsHa 
der  seitherigaB  KflstanadiiflGriirt  trstsn.  Herr  Oftnther  banntsi ^Beae  €1»« 
legenlieit,  nm  Aber  im  üxspmng  das  Jaeobssiabes  TTutersaAnnfsn  aaaa* 
stallen.  Mit  Herrn  Steinschneider  ist  er  der  Msinong,  dar  SKaeeliaslak 
habe  doreh  Ynsohiedenheit  dar  Farben  daa  AUasen  der  an  ihm  aagabciihfan 
Theilnnff  erhrfehtart  nnd  dam  msDrenkalten  Anaahen*  welchas  an  fia-SÜbe 
erinnerte,  die  der  Eisvatar  Jacob  den  brflnstigen  Thieren  Torwarf^  «aeiaM 
Namen  sn  Tardaaken.  Br  madit  aadi  aof  eine  Schrift  daa  npaiuscibea  JMas 
LcTi  ben  Oerson  (f  1370)  anfmerksam>  in  weldier  der  Jacobaatab  ym^ 
kommt,  dessan  Brfindnag  mithiB  mindestens  in  die  Mitta  daa  Xnr«.«EahR* 
hnnderts  snrflekreicht.  Wir  bemerken  beilftoflg,  dass  die  reichhaltige  Slaaanr 
long  der  deutachen  Seewarte  in  Hamburg  einen  sehr  alten  TwnnliBwtabTiriami     ' 

Ca]|T<MU 

Karl  Christian  Friedrich  Kraiue*8  Philosophische  Abhandlungen.  Aus 
dem  handschriftlichen  Nachlasse  des  Verfassers  herausgegeben  von 
Dr.  Paul  Hohlfeld  und  Dr.  August  Wünsche.  YIU  u.  402  S.  gr.  8^. 
Leipzig  1889,  bei  Otto  Schulze. 

Krause  gehört  zu  den  wenigen  Philosophen,  welche  im  ersten  Drittel 
unseres  Jahrhunderts  in  der  schwülen  Atmosphäre  der  Bomantik  zielbewusst 
an  der  alten  Platonischen  Tradition  festgehalten  haben  und  stets  der  Ueber- 
Zeugung  gewesen  sind,  dass  eine  Philosophie,  welche  der  Mathematik  feind- 
lich oder  auch  nur  gleichgiltig  gegenttbersteht ,  mit  jeuer  echten  Philosophie, 
welche  der  griechische  Oeist  uns  geschenkt  hat,  kaum  mehr  gemein  hat, 
als  die  Aeusserlichkeit  des  Namens.  Bei  aller  Verwandtschaft  mit  Fichte's 
Arbeit  und  mit  Schelling's  Phantasmagorien  ist  Krause's  S/stem  yon 
vornherein  mit  dem  Stempel  der  Selbständigkeit  aufgetreten  und  dieser 
Stempel  zeigt  wohl  seine  schärfste  Prägung  in  jenen  tief  angelegten  Linien, 
durch  welche  die  Stellung  der  Mathematik  im  Ganzen  der  Philosophie  be- 
stimmt werden  soll. 

Geboren  (zu  Eisenberg  im  Herzogthum  Altenburg)  in  dem  Jahre,  in 
welchem  Lessing  starb,  in  dem  Jahre,  in  welchem  Schiller's  Räuber 
erschienen  und  Kaut's  Kritik  der  reinen  Vernunft  an  das  Tageslicht  trat^ 
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r reifte  Krause  um  die  Wende  des  Jahrhunderts  zur  eigenen  TbHtigkeit 
heran:  mit  seiner  Schrift  fDe  Philosophiae  et  Matheseoa  notione  et  earum 
intima  conjunctione"  habilitirte  er  sich,  Vieles  verheisaend,  1802  in  Jena 
und  lehrte  dort  zwei  Jahre  lang  mit  grossem  innerem  und  äusserem  Erfolge. 
Nur  allzubald  verblich  der  Stern,  welcher  Erauae's  Laufbahn  vorzu- 
leuchten  Bchien.  Die  Anzahl  der  Studirenden  in  Jena  sank  plötzlieb  um 
mehr  als  die  Hälfte  und  viele  akademische  Lehrer  verliessen  infolge  dessen 
den  alten  Musenaitz,  unler  ihnen  auch  Krause,  dessen  ganzes  Leben  von 

I  au,  wenn  auch  frei  von  der  äusseraten  Noth,  ein  hartes  und  unbelohnti^a 
Bingen  ist  um  die  Müsse  des  Lernens  und  des  Lebrens,  welcher  sich  nur 
der  Inhaber  einea  akademischen  Stublee  erfreuen  darf.  Wllhrend  Hegel, 
der  sich  fast  gleichzeitig  (18U1)  mit  Krause  in  Jena  habilitirt  hatte,  inner- 
halb der  30  Jabre  seiner  Wirksamkeit  Schritt  für  Schritt  die  Stufenleiter 
Süsserer  Anerkennung  eaiporklonim,  um  (1631)  auf  der  Höhe  seines  Ruhmes 
als  preussischer  Staatspbiloaoph  ein  jähes  Opfer  der  Cholera  zu  werden, 
sohlepple  Erauae  innerhalb  derselben  Zeit  sein  arbeitsames  und  nur  an 
Enttäuschungen  reiches  Leben  unter  äusaeren  Anfeindungen  mannJchfacher 
Art  dahin,  um  endlich  unter  dem  Drucke  vob  ungerechtfertigten  Polizei- 
iDBsaregelu  tn  MUnchen  (1832)  einsam  und  verkannt  zu  sterben.  Krause 
und  Hegel,  die  beiden  grossen  Systematiker  des  Fichte-Schelling- 
Bcben  Kreises,  erscheinen  der  Nachwelt,  in  welcher  der  inductiv-deductive 
Geist  der  modernen  Wissenschaft  endlich  auch  für  die  Philosophie  zum  Siege 
gelangt  ist,  in  anderem  Lichte,  als  ihrer  Mitwelt,  für  welche  die  Philo- 
sophie lediglich  die  Mürchenerzäblerin  aus  dem  Traumlande  des  Absoluten 
war.  Hegel  hat  seinen  Ruhm  dahin:  in  den  Trümmern  seines  Sjatems, 
welches  ohne  Zweifel  eine  gewaltige  Zeiterscheinnng  gewesen  ist,  aber  auch 
nnr  als  Zeiterscheinung  seine  Bedeutung  gehabt   hat,   liest  die  Gegenwart 

:  noch  die  ewig  berechtigte  Aufforderung,  „in  der  Zersplitterung  der 
vissenscbaftlichen   Einzelarheit   niemals   den   systematischen  Abschluss  des 

Qzen  der  Wissenschaft  zu  vergessen".  Anders  steht  es  mit  Krause: 
trotz  aller  Hinneigung  zur  Speculation  tritt  er  dem  inductiv- deductiven 
Geiste  der  modernen  Wiasenschaft  oft  so  nahe,  dass  ein  Theil  seiner  Arbeit 
Oberhaupt  erst  der  Gegenwart  verständlich  werden  kann. 

Mit  grosser  Freude  ist  es  daher  zu  begrüssen,  dass  von  Dresden  aus, 

Iwo  unser  Philosoph  einen  grossen  Theil  seines  Lebens  (mit  Unterbrechung 
von  ISOb  bis  1823)  zugebracht,  durch  die  sorgsamen  und  sachkundigen 
Bemühungen  der  Herreu  Kohlfeld  und  Wünsche  eine  mehr  und  mehr 
an  Vollständigkeit  gewinnende  Sammlung  der  Arbeiten  Krause's  (im  Ver- 
lage von  Otto  Schulze,  Leipzig)  geschaffen  wird,  welche  für  die  Folge  die 
Grundlage  aller  an  den  Namen  Krause  anknüpfenden  Bestrebungen  bilden  kann. 
Was  im  Besondern  die  Stellung  unserer  Philosophie  zur  Mathematik 
anlangt,  so  sind  dafür,  ausser  der  bereits  genannten  Jenaer  Habilitations- 
schrift (1802),  in  erster  Linie  folgende  Arbeiten  zu  erwähnen: 


Hbtoriseh-litorEriBclifl  Abtheilnng. 


I.  Grandlage  eines  philosophischen  Systems  der  Mathematik.    (1B04.)    Tfaeü  1. 

3.  Factoren  uod  Prinnahltafeln,    (1804.) 

3.  Entwurf  des  Systeme«  der  Philosophie,    (leoi.)    Abtheil.  I. 

4.  Tagblatt  des  Menschbeitslebeoa.    (tSll.) 

5.  Lchrbach  der  ComblnationBlebre  und  der  Arithmetik,    (1812.) 
G.  Novae  tbeoriae  linearuin  cnrvaruni  apecimina  V.     (lB3I/3i.) 
7i  Oeber  die  Idee  der  Matheeis,  Aber  die  organische  Äusbildang  und  t 

Terbgltoiss  der  Uathesis  zu  der  Wisseoschalt  und  zu  dem  Leben.     (1832) 

Von  diesen  Arbeiten  bringt  der  nns  bente  vorliegende  Band  die  Jenaer 
Dissertation  und  zwar  sowohl  in  ihrer  nrsprUnglichen  Gestalt  (Nr.  XIX}, 
sls  auch  in  einer  vom  Verfasser  selbst  gefertigten  üebersetzung  (Nr.  I),  ein« 
Abhandlung  aus  dem  ,Tagblatto  des  Menachheitslebens"  (Nr.  XVI),  ein 
Bracbstück  über  die  Grundlegung  der  Mathematik  (Nr.  XVII)  und  die  oben 
unter  7  bezeichnete  Abhandlung  (Nr.  XVIII),  wKhrend  wir  die  obsti  unter 
6  erwUulB  AAtÜ  leider  TMrmiwep. 

ynhnai  H«g«l  hk  wva»  JeMar  DieewWia»  (1801)  wm  Ptetocb 
■Hkmos  bmeW,  äui  «i  nrtelMa  Hm  md  Jipit»  fceJMB  Heiitp  :t*m. 
kaan,  nd  dieeer  Woabnt  «ae  heHvMsbesds  Dedoettoa  der  Kaplan 
eefaen  Gceate  Uanftgt,  nOt  KrftBM  n  eeiDer  JeaMr  DiwteUe«  ^UBQ 
ift  begeisteiteri  aber  dordiMt  atehtorawr  Wtiee  1 

kUwli 
r  edbai» 

thülung  die  Pbilosopbie  fordert  and  irie  die  FhOosoplde  nieätodiai&  lort> 
Euschreiten  und  dabei  Bcluitt  fflr  Schritt  ihre  Beweise  einsnriehteD  hat 
Diese  Erstliugspbilosophie  Kranse's  nnn  zerfSllt  in  Mathematik  (Arith- 
metik, Geometrie,  DTnamifc)  nnd  VernnnftsphiloBOphie  oder,  wann  man 
will,  in  die  Philosophie  des  QesetzmBssigen  (Wissenschaft  der  reisen 
Formen  der  Dinge)  and  in  die  Philosophie  des  Freien  (pmktisohfl 
Philosophie)  nnd  steht  Ton  romherein  unter  dem  leitenden  Gedanken ,  dass 
Alles,  was  ist,  ein  in  sich  hannonisch  aasgestattetes  Ganzes  bildet  and 
auch  als  ein  solches  erfaast  werden  mnss. 

Die  Mathematik  als  einen  einheitlich  gebildeten  Organismna  danastell«n, 
der  selbst  in  dem  grosseren  Organismus  der  Philosophie  als  Organ  BÜne 
Stelle  hat,  das  ist  die  Aafgabe,  mit  deren  L6sang  sich  Krause  des  Ww< 
tereu  znnBchst  in  den,  oben  unter  1,  3  und  4  genannten  Schriften  in  ein- 
gehender Weise  beschäftigt  hat.  FOr  nns  handelt  es  sich  hier  lediglich  nm 
die  Abhandlung  aus  dem  ^Tagblatt  etc.",  welche  den  Titel  trftgt:  „Ueber 
die  wisseoscbaftliche  Begründung,  Berichtigung  und  Nengestaltung  der  Ma- 
thematik (Formwissenscbaft)." 

Dass  die  zur  Zeit  vorhandene  Mathematik  keinen  Organismos  bildet, 
das  ist  der  Ausgangspunkt  der  Krause'schen  Ueberlegungen :  die  Theil- 
gebiete  (z.  B.  Arithmetik,  Geometrie,  Chronologie  etc.)  sind  gegeben,  das 
Game  ist  aber  noch  nicht  geschaffen.  Was  in  nnserer  Zeit  dnreh  die  tief- 
gehenden Arbeiten  von  O.  Cantor,  Dedekind,  H.  und  &■  OrassmanD, 
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Hanckel,  von  Helmholtz,  Kronecker,  Weierstraes  u.  A.  begründet, 

mehr  und  mehr  zur  Anerkennung  gelangt,  dass  oKmlicli  die  Äritbrnetik  (im 

weitesten   Sinne    dea    Worte»)    eine    in    sich    geschlossene   Wissenschaft  iBt, 

welche  keiner  geometrischen  Krücke  bedarf,  welche  gar  nicht  einmal  neben 

(Zeit  und  Baum)  der  Geometrie  steht,  sondern  vor  oder  Über  derselben,  — 

das    bat  Krause   bereits   mit  voller  Klarheit  gesehen.      £8   gewübrt  einen 

eigen thUmli eben  Genuas   in   seiner  Abhandlung,    welche  Überhaupt  reich  ist 

an  treffenden  historiachen  und  sacblicben  Bemerkungen,  viele  der  Probleme, 

wo  welche  sieh  die  Arbeit  der  letzten  Jahre  bewegt  bat,    als  Forderungen 

'   deatliüh  bezeichnet  zu  seljen,  so  z.  B.  die  Frage  noch  den  Beziehungen  dea 

k  Stetigen  und  unstetigen ,  noch  den  Beziehungen  dea  Endlichen  und  Unend- 

t  lieben  u.  s.  w.,  vor  Allem  aber  die  Aufgabe:  ^die  Anninge  der  Arithmetik 

Innd    die    der  Geometrie   in    aller  Strenge   zu   begründen".      Namentlich  im 

I  Einblick   auf  die  Arbeiten   von  Dedekind    (Was  sind  and  naa  sollen  die 

[■Zahlen?),    von  H.  und  R.  Grassmann    und    von  Hanckel   klingt  es  wie 

r  «in  Prophetenwort,  wenn  wir  bei  Krause  (S.  275)  leaen:   „Eine  rein-form- 

rliche  Wissenschaft   vom    Ganzen   als  Ganzen   und   vom  Theile  ncd  von  den 

I  Theilen  als  aolchen,    überhaupt  und  im  Allgemeinen,   muss  jeder  einzelnen 

t  ntathematischen  Wissenschaft  vorausgehen."    Dasa  Kraase'a  der  Mathematik 

oder  der  „Ganzheita lehre",  wie  er  sich  anadrtlckt,  gewidmete  Arbeiten  bei 

seinen  Zeitgenossen  keine  Anerkennung  fanden,  scheint  uns  heute  natürlich, 

und  so  darf  es  uns  auch  nicht  Wnnder  nebmea,  dass  Krause  selbst  nach 

und  oach  müde  wurde,  auf  diesem  Gebiete  tauben  Ohren  zu  predigen. 

Obwohl  Krause  auch  nach  den  Jahren  1811/12  nicht  blos  gelegentlich 
auf  die  Mathematik  zu rückge kommen  ist  —  wir  finden  z.  B.  in  seinem 
System  der  Philosophie  (1S28)  die  Mathematik  vollwichtig  berücksichtigt, 
wie  auch  nicht  anders  zu  erwarten  — ,  so  hat  er  sich  doch  dem  Thema  des 
„Tagblattes  ete."  im  Besondern  erst  in  seinem  letzten  Lebensjahre  wieder 
zugewandt. 

Im  Februar  1832  reichte  er  der  Akademie  zu  München  die  oben  unter 
Nr.  7  genannte  Arbeit  (Nr.  XVIII)  ein:  „Ueber  die  Idee  der  Mathesis  etc.", 
nachdem  er  derselben  Akademie  bereits  im  November  1831  die  oben  unter 
Nr.  6  bezeichnete  Abhandlung  „Novae  theoriae  etc."  vorgelegt  hatte. 

Die  letzten  Hoffnungen  seines  Lebens,  auf  Grund  dieser  Schriften  in 
München  wenigstens  als  Prof.  honor.  zugelaäsen  zu  werden,  nachdem  er  zu 
Jena,  Berlin  und  OOttingen  mit  grossem  Eifer  und  bedeutendem  Erfolge 
als  Privatdozent  gelehrt  und  30  Jahre  biadurch  von  diesen  Städten  aus  und 
namentlich  auch  von  Dresden  aus  eine  fruchtbare  schriftstellerische  Thätig* 
keit  entfaltet  hatte,  diese  letzten  Hoffnungen  verwirklichten  sich  nicht; 
Schelling  wies  als  Referent  die  Arbeit  Krause's  in  verletzender  Weise 
als  „unbrauchbar"  zurück,  ein  Urtheil,  von  dem  die  Geschichte  der  Philo- 
sophie in  gebührender  Weise  Kenotiiisa  zu  nehmen  bat. 


188  Orioriidi-lltoiMeiidM  AbOeihiiig^ 

Dmm  Mrte  Aibttift  KrMise's  wiedBiliolt  im  WateniKdien  diii  Qedui- 
kaogAiig  der  AWiniitllmig  tom  Jalm  1811  und  imgt  diafldhe  Klariwit  ia 
dm  BenrÜMiliiair  dm  iiit0iiiQiii8olie&  MUlieiittitik.  ihrar  sratanttUadm 
Mingel  und  ihrer  fygtwBftMriwii  Bedttafftaaid.  Im  G^genHite  bu  dar  frllkeräi 
DttileUiiiigt  ia  wddMr  ma  lebhsflir  Jbnek  des  modenen  iadnefit-didne» 
ÜYcn  Qeiite»  wiUe,  .tritt  ann  aber  daa  gowieee  qpeenkiliTe  Bq[eliilidikelt 
sn  Tege,  wekfae  mit  eiaem  Beklage  ^gnial*  erkdigea  mSditB,  «ae  aar  m 
langeeniem  aad  irieleeitigBm  Mllllea  Tembeitet  werdn  kaaa:  die  Abkaad* 
liiag  eleiit  aHioedur  im  BaaBkniee  dee  iweitea  Tlieiles^  eeiaee  ÄSjeleam 
der  PliikeopliieV. 

Daae  die  MaOMeaalik  ab  OnaaimBae  aar  ia  dem  Bodea  der  Saarif» 
fiNreehaag  liereoiavaeiieea  im  Stede  Jet  aad  daea  dieeer  Proeeee  aar  leiir 
alhaliig  fortMdmitea  kauiy  dae  hat  Kraaee  awar  aiemek  gaas  fibenelMB, 
aber  doeh  am  eo  aiehr  fergeeeea^  je  aidir  aneh  iha  der  Zauber  der  fie- 
ttruDiroamBMiE  laaBPoaafta  mK^ 

BiB  TerartheilelkaiBr  Geeehiehtmehxeiber  der  PhOeeopfaie  wird  d&  hiMha 
gfooeea  Byitemetiher  Hegel,  aad  Kri^aee  ia  sweifiHher  Weiee  bemrtheflea 
mltoeeUf  ■  eiaereetta  -affiff^T*^  hiaoehtlieh  ihrer  befraehteadea  Wirfcaag  aaf  die 
ToiüreiiOiBiin  -  aoderermilehiaeidifliritdeeYerhIttaiaaee.  ia  wddiemdHiBM» 
bende  and  dee  TerllbeqpaheBde  ia  ihren  Sdii^pfaBgea  la  einender  eteht:  eo 
gewiee  ia  ereter  Hinaieht  Hegel  den  Freie  irerfieatt  eo  aioher  iat  ea  aad^ 
dasa  Er  aase  mehr  voa  einem  ^monanieniami  aere  perennins*  geschaffen. 
Man  wird  bedauern,  dass  ein  so  reines  Streben,  wie  es  in  Krause's  ganxem 
Sein  zur  Geltung  kommt,  bei  den  Zeitgenossen  keine  genügende  Anerken- 
nung gefunden  hat;  man  wird  sich  aber  auch  nicht  der  Thatsache  ver- 
schliessen  können ,  dass  sein  geradezu  unheimlicher  Verdeutschungstrieb  und 
sein  unseliger  Hang ,  mit  den  unbrauchbaren  Bezeichnungen  auch  die  brauch- 
baren auszuscheiden,  viel  dazu  beigetragen  hat,  seiner  Arbeit  manche  Thfir 
zu  verschliessen:  das  Bruchstück  aus  der  „Ganzheitslehre',  welches  uns  hier 
(Nr.  XVII)  vorliegt,  kann  dieses  ürtheil  bestätigen. 

Das  9 Bleibende^  in  den  Leistungen  Krause's  dürfte,  falls  man  nicht 
etwa  geneigt  ist,  den  Willen  fdr  die  That  zu  nehmen,  keineswegs  auf  dem 
Gebiete  liegen ,  welches  uns  heute  hier  beschäftigt  hat;  denn  zu  wahrhaft 
grundlegenden  Ausführungen  der  Mathesis  ist  unser  Philosoph  nicht  ge- 
kommen ,  ja  er  hat  zu  solchen  der  ganzen  Sachlage  nach  gar  nicht  kommen 
können ,  während  seine  fruchtbaren  Anregungen ,  welche  in  seiner  Zeit  yer- 
loren  blieben ,  für  unser  herangereiftes  Geschlecht  zu  spät  in  weitere  Kreise 
dringen,  um  noch  originell  wirken  zu  können. 


*  Dem  ersten,  dem  intuitiv- analytischen  Theile  schreibe  ich  eine  bleibende 
Bedeutung  zu,  dagegen  bin  ich  der  Ansicht,  dass  für  solche  Arbeiten,  "wie  sie  der 
zweite,  der  sjnthetitch-deductive  Theil  darstellt,  die  Zeit  überhaupt  ganz  and 
vorbei  ist 
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^^P       Im    ersten   Drittel   unBerea   Jahrhonderts  galten   ancb    fUr    den  Mathe- 
^^mstiker  and  den  Philosophen  die  Worts  Schiller'e: 

^H  Feiodecbaft  sei  zwitcheo  Euchl  Nocb  kommt  das  Bundnisa  zu  frühe: 

^H  Wenn  Ihr  im  Suchen  Euch  trennt,  wird  erat  die  Wahrheit  erkannt, 

^P  Dass  in  unserer  Zeit  Mathematilier  ersten  Ranges  die  GerUhrong  ihrer 

Wissenschaft  mit  der  Erkenntnisstheorie  nicht  nur  nicht  ängstlich  Yermeiden, 
sondern  dieselhe  sogar  geflissentlich  hergestellt  haben,  und  dass  jetzt  an- 
dererseits die  namhaften  Philosophen  theils  mit  offener  Hinneigung,  theils 
mit  verborgener  Abneigung  die  Bedeutung  der  Mathematik  für  die  Philo- 
sophie laut  genug  anerkennen,  scheint  ein  Zeichen  dafür  zu  sein,  dasa 
Kranse'a  Forderung,  welche  im  Geiste  Plato's,  Leibniz'  und  Kant'a 
gestellt  war  in  einer  Zeit,  wo  die  Philosophie  vor  lauter  Poesie  den  Ver- 
stand verloren  hatte,  gegenwärtig  nicht  mehr  unerfüllbar  ist:  die  einzelnen 
matbematiachen  Wissenschaften  beginnen  bereits,  sich  zum  Organismus  der 
Mathesis*  zu  einen. 

In    einer  solchen  Periode  ist  es  Ehrenpflicht,    Krause's  tn  gedenken, 
dessen    reines  Wollen  und  dessen  zielbewnsstes  Streben  sich  nicht  ausleben 

I konnte,  weil  seinen  Zeitgenossen  die  Fähigkeit  fehlte,  ihn  ku  begreifen. 
Dieser  Ehrenpflicht  soll  unsere  Anzeige  nachkommen. 
'  Braunschweig.  Alex.  Wernicee. 

Bei 


^])ie  Grundlage  der  Enklidisohen  Geometrie  des  Haaase*  von  Dr.  Alex. 
Wernigke,  Wissenschaftliche  Beilage  zu  dem  Programm  des  herzog- 
lichen Neuen  Gymnasiums  in  Braunschweig  Ostern  1887.  Braun- 
schweig, Druck  von  Joh.  Heinr.  Meyer.  58  8.  4". 
Der  vorliegende  Versuch  ist,  wie  die  Vorrede  sagt,  geJacht  als  ein 
Bepetitorium  für  obere  Clasaen.  Es  will  den  Schüler  entlasten  und  ihm 
trotzdem  weitere  Ausblicke  versebaffen,  indem  es  die  Geometrie  des  Maaases 
nach  Enklid  als  Ausfluss  eines  Principes  kennen  lehrt  und  dabei  gleich- 
zeitig ihre  Btellang  im  Organismus  unseres  Wissens  bestimmt.  Der  erste 
Theil  ist  daher  mehr  philosophischen  Inhalts  und  beginnt  mit  dem  merk- 
würdigen Satze:  „Es  ist  ein  Qrundzug  unseres  Wissens,  die  thatsüchlich 
gegebenen  Widersprüche  unseres  Wissens  als  ein  Etwas  zn  betrachten, 
welches  eigentlich  nicht  vorhanden  sein  sollte,  und  zugleich  die  Hoffnung 
zu  hegen,  dass  sich  die  Widersprüche  aus  unserem  Wissen  entfernen 
lassen."    —    »Dm    dem    Ideale    eines    widerspruchslosen  Wissens    nSher    zu 

*  Wie  ich  mir  seibat  das  „Stetem  der  Mathematik"  voratelle,  kann  man  aus 
folgenden  Arbeiten  entoehmen:  I.  „Die  asymptotiache  Function  des  Bewasstseins 
{Z&blen  und  Messen)"  in  der  Vierteljahrsschrift  für  »istenech.  Philosophie  leST/SS: 
—  U.  „Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie  des  Maasses."  Braunachweig 
1887;  —  III.  „Goniometrie  nnd  Trigonometrie  etc."  Braunsebwoig  1888; 
„Grundlage  der  Elementarmechanik  etc."    Brannscbweig  1883, 


SVuF  I]WRMB*nHHHEHBBB  ■AJRHflUHBB* 

IsoinMwai».  jMit  di»  IfanidJwit  Qsr  WiHMi.  i»  «iaMiM  €hhnto  iqkI^  «id 
ftnior  doMi  Wimmiiwihiill  tttüiiiMilift  MMfllit. -iiiidMi  dfa  iiJimriKftirfin  Ge- 
Uete  imrfhint  iBi  TMhwmrirfftt  dift  CbnuMHuM  dMielbeii  iai  difl  'WAubobAbm' 
ttmrto.*.  9i  wM um  te  Y«ldaiidw  dar  ErtoalDinihMEi»  s^ 
wl  ifw^  lür  Titgik  mr  MittMuriä  irfngiititiirflqr  «Atel»  JH»  HfiUmMtili 
«M  ^xigMMak'M  iUgmabnvmi  lüraldkii»}  ib  temlto«  i»  AmmsMi^ 
nwMimii»  «äi  l^yiMiiii^  Bnm  wird  dii  (Hjioi  der  OmbMj»  Mms^ 
dir  Battm  uid  JBö^  Banoigiliilde.    «AUet,  wm  wir  a^  mümi  tt&Mü  wtäa- 

mü  Hat  in  diB  Herea  Bsum  lind  das  raaaiarfUIli  lüvat,  weMiia  ge- 
wAaUth  ab  IMAie  hmMkaät  mbii^  DkMr  Sati  irt  oHbalWr  ianblitia, 
aAto  diMaNigiB,  #BB:der  bob  Biiil:  ciiia  fd^ydealiM^ 

Äfblaea  IbtoidiUuuwtti  tticr  iikaltiiad-  Forai:  dar  BanmiftMIda-  dar  EfinMar. 
tisd  iHfo  bariftaiomtoii  Bbaaato*  vaa  dir  Waoho  nr  LbibA  laai  Pudcb 
llbargeiiead,  and  qrathetbeli  Tom  Puakto  nir  Liabt  nua  KOrper  fttaagdtad, 
8P  dMS  der  Paakl  kb^  ab  dit  tjniitjn  JuritlnpiiQds  JBaaMat  dat-fiauMto  aa- 
gmtbm  wird.  Ib  fidgl  <uia  db  XNdbntbn  dir  ^bonateb  ab  Uaa  vom 
Baoaia  aaf  daaiBamägaUldotfi  aiid  db  iMirinadtfaM  Badcftttaogaftfdet 
Werbt  «GaaoMbb"»  db  Aibn  der  Ibiaitba,!  db  Aibaia»  db  1  Klirriltiii 
aad  db  veradnedaaeB  Arba  des  Bairaeet.  —  la  das  Waeea  den  iadliaetaa 
Beweises  seheial  der  Yerhsser  aieht  ajagetomgaa  sa  seia.  «->  Des  WeÜarea 
wird  der  üntorsdiied  der  Geometrie  der  Lage  and  der  des  Maasses  gekenn- 
seiclmet.  Dann  wird  zur  Enklidischen  Geometrie  ttbergegaageui  ab  der- 
jenigen, welche  för  die  Erkenntniss  unserer  Aussenwelt  verwendet  werden 
soll.  Als  allgemeine  Axiome  des  Enklidischen  Raumes  findet  der  Verfasser 
zehn,  dazu  zwei  besondere,  die  Exisbnz  der  Geraden  und  der  Ebene.  Diese 
grosse  Zahl  rührt  daher,  dass  der  Verfasser  hier  zwischen  Axiom  und  Postulat 
nicht  unterscheidet  und  der  früher  angegebene  Unterschied  sich  mit  der 
üblichen  Auffassung  nicht  deckt.  Darauf  folgen  die  gegenseitigen  Grund- 
beziehungen der  Elementargebilde,  Punkt,  Gerade,  Ebene,  wonach  der  Ver- 
fasser zur  Euklidischen  Geometrie  des  Maasses  übergeht  und  die  beiden 
Maasse  Strecke  und  Winkel  einführt.  Indem  er  auf  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen zwischen  Strecke  und  Winkel  eingeht,  gelangt  er  zu  Sätzen  und 
Aufgaben  über  das  Dreieck ;  dabei  führt  die  Aufgabe ,  ein  Dreieck  aus  seinen 
Winkeln  zu  construiren,  auf  das  berühmte  Axiom  11  des  Euklid.  Es 
folgen  die  Fundamentalconstructionen ,  Strecken -Winkelhalbirung  etc.,  dann 
die  Verwerthung  der  beiden  Maasse  zur  Messung  der  ebenen  Felder,  der 
Körper,  der  Curven  und  Flächen.  Den  Schluss  bildet  die  Gliederung  der 
Euklidischen  Geometrie  des  Maasses  und  eine  Rechtfertigung  der  gegebenen 
Eintheilung. 

Wenngleich  die  Abhandlung  für  den  Vorgeschrittenen  vielfach  interessant 
ist,  für  Schüler  ist  sie  nicht  geschrieben.  Es  ist  nicht  denkbar,  dass  sie  von 
einem  solchen,  auch  der  oberen  Glassen,  in  allen  ihren  Theilen  verstanden 
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werden  könnte,  und  so  wird  sie  auch  kaum  nach  der  ausgesprochenen  Ab- 
sieht des  Verfossers  bei  der  Bepetition  dienen  können.  p  Schütte 


Katerialien  xn  Dreieckskonstmktioiien  nebst  Anwendung  auf  fast  vier- 
hundert Aufgaben.  Zusammengestellt  von  F.  J.  Brockmann,  vorm. 
Oberlehrer  am  Eönigl.  Gymnasium  zu  Cleve.  Leipzig,  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1888.  VI  u.  88  8.  gr.  8^  Preis  1  Mk. 
20  Pf. 

Das  Buch  will  die  Aufgabe  erfüllen,  den  Leser  —  und  als  solchen  hat 
der  Verfasser  zunSchst  den  angehenden  Lehrer  im  Auge  —  durch  das  Stu- 
dium desselben  zu  befähigen,  das  Gebiet  der  Constructionsaufgaben  mög- 
lichst weitgehend  und  vollkommen  zu  beherrschen  und  somit  die  Pflege  der 
Constructionsanfgabe  in  den  Schulen  zu  heben.  Darum  sind  die  Aufgaben 
zanSchst  auf  Dreiecksconstructionen  beschränkt,  weil  diese  für  die  Schule 
zumeist  in  Betracht  kommen.  Die  dazu  nöthigen  Materialien  gehen  den 
Aufgaben  voraus:  Geometrische  Oerter,  Data,  Lehrsätze,  Reductionsaufgaben, 
algebraische  Analysis.  Dann  folgen  385  Aufgaben  mit  Hinweisen  auf  die 
Materialien.  Dadurch  werden  etwaige  Schwierigkeiten  der  Lösung  gehoben, 
jedoch  so,  dass  die  eigene  Thätigkeit  des  Lesers  nicht  überflüssig  wird. 
Dass  das  Euklidische  Schema  der  Lösung  hier  vermieden  ist,  bedarf  keiner 
Entschuldigung.  Die  Lösungen  sind  durchweg  elegant;  besonders  haben 
uns  diejenigen  Aufgaben  gefallen,  in  welchen  der  eingeschriebene  und  die 
drei  angeschriebenen  Kreise  vorkommen.  —  Das  mit  vielem  Fleisse  zusam- 
mengestellte Werkchen  dürfte  seinen  Zweck  wohl  erfüllen,  wenn  es  mit 
Ausdauer  durchgearbeitet  wird.  p  Schütte 

Plaaimfitrisclie  Konstruktionsanfgaben.  Eine  Vorschule  zu  des  Verfassers 
Materialien.  Enthaltend  501  Aufgaben  nebst  deren  Lösungen.  Be- 
arbeitet von  F.  J.  Brockmann  ,  vorm.  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium 
zu  Cleve.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1889. 
103  S.  gr.  8^     Preis  1  Mk.  50  Pf. 

Die  vorliegende  Aufgabensammlung  soll,  wenn  auch  in  der  Zeit  nach 
den  vorhin  besprochenen  „Materialien''  erschienen,  nach  Form  und  Inhalt 
ein  Praeambulum  zu  denselben  sein.  Daher  sind  die  Aufgaben  durchweg 
leichter  als  in  jenen ,  und  die  Lösungen  in  grösserer  Vollständigkeit  gegeben, 
und  zwar,  was  ja  genügt,  in  der  Analysis;  zuweilen  ist  auch  die  Determi- 
nation beigefügt,  wenn  dieselbe  interessant  ist.  Die  Lösungen  sollen  den 
Zweck  verfolgen,  dass  der  Leser  durch  aufmerksames  Studium  derselben 
eine  allgemeine  Methode  abstrahire  und  sich  die  für  das  weitere  Studium 
erforderliche,  einigermassen  ausgedehnte  Eenntniss  von  LOsongen  aneigne. 


lOflf  YÜMfttfiptMdi    UI^MwSai^^ft' yLluä^ulinitf 

LeSehter  würde  dieacr  Zweek  erraohtf  iraiui  die  Anfgihai  tndü,  idb  « 
gesokehea  ki,  ui  ^Tinnisdite''  und  »Drriaciuieomiiir ieliflai  *  Atdlmh»*,  ma- 
dorn  iMuii  den  Methodea  in  Oropim  gettiflilt  wtran,  wii  dieins  b 
allen  aflnieraa  aad  bmoroa  Aa^gabeaaMUBlaBgeat  i.  B.  PetarsaSy  aa  g»> 
«ehfibea  j^kgi  Dadareh  würde  aieht  aar  das  Stadhtm,  iondeni  aaeii  & 
TTeberridit  weeealliflii  «rieklitart  (DaeMibe  gOt  aadi  teü  d*r  ateR  h^ 
eprodumea  .MiKlerialiea*.)  Wir  wdlea  aodi  aaf  di^feidgaa  Aü^aben  aat> 
merhaan  maehea,  ia  deaea  die  BeefiaiaiaBgntüdEe  Simr  Lage  aaeh  gegebea 
eiad  —  s.  B.  eia  Draieok  m  eoaetraim,  weaa  gcigebea  riad  d^  Fueq^adcla 
sweier  IßHeDiaiea  aad  dar  eiaer  aagehürigea  HBhe  — ,  we3  iDldia  gawQba- 
Voll  weniger  Beaehiang  Üadea»  obeehoa  tieb  denalbea  eehr  aar^g^ad  aal 
hübedi  liad.  f  g^yi^^^ 

■Mhadbeha  Vataveaehaagen  aae  dem  flahlele  der  eleaeaiiagaa 
auittk  flir  Behal-  aad  Setkei-Ünteiiifliit  tea  Dr.  TtaMDOB  W, 
Algebraiselie  Aafgabea»    1»  Baad:  Mim^Mn^mtf^lm^   L  Aaf^ 
gaben  Itter  gMehfBtmiga  gendliaiga  Bewegaag.     Daia  igaMkea: 
Sjpmimmiä  Al§d>nihefl$  Hr.  V  .Bewigaagiaa%abeB  I  aaeh  Ihaader 
WaUat^  Methode.    Beilia  aad  Statigart, .  Yevlag  mm  W.  %iiaiiai 
1889. 

Nach  einem  noch  nngedrackten  Mannecripto  Ton  Goethe  führte  auf 
dem  Jahrmärkte  zu  Plundersweilen  eine  SeiltSnzergesellschaft  zum  Sdilasse 
ihrer  Vorstellung  folgende  Pantomime  auf:  Die  Scene  ist  gedacht  als  Bar- 
bierstube. Ein  Kunde  tritt  herein  und  giebt  zu  verstehen ,  dass  er  rasirt 
seiu  will.  Der  Baseur  empftngt  ihn  mit  tausend  Bücklingen  und  heisst  ihn 
auf  einem  grossen  Lehnstuhle  Platz  nehmen.  Der  Gehilfe  schleppt  eine 
mächtige  Serviette  herbei  und  bindet  sie  dem  Kunden  vor;  sie  ist  von  so 
riesigen  Dimensionen,  dass  sie  nicht  nur  den  Kunden  ganz  einhüllt,  son- 
dern auch  noch  einen  grossen  Theil  der  Arena  bedeckt.  Dann  wird  ein 
grosser  Waschzuber,  bis  an  den  Band  mit  Seifenschaum  gefüllt ,  herbei- 
gebracht; in  demselben  liegen  zwei  mächtige  Weissquaste  mit  baumlangen 
Stielen.  Diese  ergreifen  der  Baseur  und  sein  Oehilfe  und  seifen  damit  den 
Kunden ,  zum  grossen  Gaudium  des  umstehenden  Publicums ,  aus  dem  grossen 
Zuber  gehörig  ein.  Dann  wird  ein  Basirmesser  hereingetragen,  armlang 
und  handbreit,  mit  grosser  Umständlichkeit  gewetzt,  und  damit  der  Kunde 
rasirt,  der,  weil  er  sich  heftig  gegen  dieses  Basirmesser  sträubt,  Tom  Ge- 
hilfen festgehalten  wird,  um  den  Seifenschaum  abzuwaschen,  werden  dem 
armen  Kerl  mehrere  Eimer  Wasser  ins  Gesicht  geschleudert  Endlich  wird 
er  aus  seiner  Lage  befreit:  er  bezahlt  einen  Thaler;  der  Baseur  weigert 
sich,  ihm  Geld  herauszugeben;  es  entsteht  Streit,  und  wie  der  Kunde  sein 
Missfallen  an  der  mit  ihm  vorgenommenen  Procedur  lebhaft  zum  Ausdruck 
bringt,   da  ergreifen  Baseur  und  Gehilfe  den  Zuber  mit  Seifenschaum  und 


I 


I 


stülpen  ihn  dem  Kunden  Über  den  Kopf.  Das  Pablicum  hat  ao  der  groben 
Eomik  dieaer  burlesken  Pantomima  grosse  Freude,  and  sein  Jubel  will  kein 
Ende  nehmen ,  wie  der  arme  Kerl  über  nnd  über  mit  Seifenschaum  bedeckt 
unter  dem  Rdbel  hervorkriecht. 

An  den  auf  eolche  Weise  Basirten  werden  mir  lebhaft  erinnert,  wenn 
wir  uns  den  Schiller  vorEteUen,  der  nach  der  Walter'schen  Methode  seine 
Algebra  zu  lernen  verartbeilt  ist. 

um  Aufgaben  Über  gleichförmige  geradlinige  Bewegung,  und  zwar  nur 
solche,  welche  auf  Gleichungen  ersten  Grades  mit  einer  unbekannten  führen 
Usen  zu  lehren,  bedarf  ea  eines  Baches  von  292  Seiten  in  Roth-  und 
Schwaridruck ,  grossartiger  Hefte  mit  Tabellen,  Logarithmeo tafeln  etc.  Wenn 
der  Verfasser,  wie  es  den  Anschein  hat,  jeden  Gegenstand  aus  dem  so  un- 
gemein reichen  Gebiete  der  elementaren  Mathematik  in  ebensolcher,  geradezu 
ermüdender  Vollständigkeit  bearbeiten  will,  dann  mnss  dem  Schüler 
die  Mathematik  in  Bezug  auf  Zeit  und  Geld  eine  „theuere"  Wissenschaft 
werden.  —  Naeh  einer  Einleituug  über  die  Fundamentalgleichungen  der 
Bewegung  folgt  der  eigentliche  Stoff  in  Gruppen  gegliedert;  A.  Die  Bewegten 
legen  gleiche  Wege  in  ungleichen  Zeiten  zurück.  1.  Gruppe:  zwei  Bewegte; 
2.  Gruppe  t  drei  Bewegte.  B.  Die  Bewegten  legen  ungleiche  Wege  in 
gleichen  Zeiten  hintereinander  zurück.  3.  Gruppe:  Annähern;  4,  Gruppe: 
Entfernen;  5.  Gruppe:  Einholen;  6.  Gruppe:  Deberholen  u.  s.  w.  u.  b.  w., 
im  Ganzen  18  Gruppen.  Die  Auflösung  geschieht  nun  mit  Hilfe  von  Ta- 
bellen auf  alle  möglichen  Weisen,  indem  bald  diese,  bald  jene  Grösse  als 
unbekannte  angesehen  wird.  So  erhält  man  x.  B.  für  die  Gruppen  A- 
16  Tabellen.  Hier  ein  Beispiet  einer  solchen  Tabelle:  ,Zmei  Bewegte  L 
und  R  legen  den  Weg  von  A  nach  B  mit  den  Geschwindigkeiten  l  nnd  r 
lurUck,  ein  dritter  Bewegter  M  mit  einer  zwischen  I  und  r  liegenden  mitt- 
leren Geschwindigkeit  m  bewegt  sich  unterdessen  von  B  nach  A  and  kommt 
in  A  an,  wenn  der  Langsame  in  B  eintrifft.  Der  Langsame  habe  bis  zum 
Weggange  des  Mittleren  3f  bereits  d  Zeiteinheiten  mehr  gebraucht,  als  der 
Rasche  B.  Man  soll  die  Entfernung  AB  berechnen.  Die  Aufgabe  kann 
Äuf  sechs  Arten  gelöst  werden!  Erste  Tabelle.  Zeitgleichung.  Der  Weg 
'TOn  A  nach  B  betrage  x  Längeneinheiten. 
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DeE  Band  der  Tftbdle  si^rm  die  mr  Fuduieiital^Qhniigtt,  dl»  wir 
lÄor  ebeuOf  wie  vorBohiedsiis  PCnfe  uirt  Sttfriio  ftlfisdifii  9&bl  W(Uubkm§ 
W0ggeh8Bett  Üben«  8.  Sl  begegnen  wir  der  Bemerkung,  daes  die  geftmdene 
W^geformel  aneh  als  Quotient  iwmr  Deterrnfmntew  engeechrieben  werden 
kann»  nla^Qh: 
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and  daae  dar Kenner  aneh  ab  irierraSiige  Seternunanle  geadirieben 
kann,  ab  *  A 
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Wir  wollen  bofhn,  daaa  ea  dem  Yeil  gelingen  werde,  aneh  den  UUer 
ab  TierreQiige  Determinante  danmatfiUen*  Hit  aoloben  neoeiliigen  Deiar- 
minanten  wird  warn  andi  thaMohlieh  geredmet,  wie  aum  «idi  in  den  Bei- 
^elen  8. 188  4gg.  ttbenengMi  kann«  Das  heiast  dodi  mit  Kanonenkiigdn 
naeh  G^palnni  aehkaBenl  Jede  iltt%abe  in  alnuntttdien  On^pen  wird  nun 
ao  naeh  Tabdlen  ao%elMi;  daa  ist  die  HaopteigentiMnilidikdt  dea  Werhe% 
die  der  Yerfiwaer  ftr  einen  besonderai  Yomig  bSU.  ilber  wfad  nioU  der 
Schiller  diesen  Schematismus  für  wesenflich  oder  gar  nothwendig  halten? 
Warum  soll  man  die  BewegoDgsaafgaben  durch  Anlegen  dieser  Fessel  er- 
schweren, wenn  man  ohne  dieselbe  mit  nicht  weniger  Klarheit  zum  Ziele 
gelangt? 

Im  dritten  Abschnitte  werden  nnn  zu  allen  Aufgaben  Zahlenbeispiele 
ausgerechnet  in  weit  über  hundert  Tabellen.  Dass  die  beliebte  Aufgabe 
von  den  Hunde-,  Hasen-  und  Behsprüngen  nicht  fehlt,  ist  selbstverständlich* 

Den  Schluss  bildet  eine  Sammlung  von  34  Eisenbahnaufgaben,  sowie 
Hinweise  auf  weitere  Aufgaben  in  bekannten  Aufgabensammlungen.  Eine 
Tafel  vierstelliger  Logarithmen  ist  dem  Buche  beigegeben,  deren  Gebrauch 
sehr  empfohlen  wird;  aber  auf  der  Stufe,  wo  die  Bewegungsaufgaben  vor- 
genommen werden,  sind  die  Schüler  mit  den  Logarithmen  noch  nicht  be- 
kannt. Dass  für  die  Bewegungsaufgaben  ein  so  grosser  Apparat  heran- 
gezogen wird,  sucht  Verf.  mit  dem  vorangedruckten  Ausspruche  Goethe 's 
zu  entschuldigen:  «dass,  wer  eine  Sache  mit  Klarheit  zu  behandeln  ver- 
mag, auch  tauglich  ist  zu  vielen  anderen  Dingen",  ein  Satz,  der  doch  sehr 
anfechtbar  ist.  p^  Schütte. 


Lehrbuch  der  Stereometrie.  Auf  Grund  von  Dr.  Ferd.  Kommerbll*s  Lehr- 
buch neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido  Hauok,  geh.  Be- 
gierungsrath  und  Professor  an  der  KOnigl.  Technischen  Hochschule  la 


Recensionen.  19& 

Berlin.     6.  Auflage.     Mit  67  in  den  Teit  gedruckten  Holzschnitten. 

TübingeE  1888,  Verlag  der  H.  Laupp'acben  Buchhandlung.  226  S.  8°. 

Ladenpreis  2  Mk.  40  Pf. 
ZnnScbat  fdllt  die  noble  Ausstattung  auf,  das  gute  Papier,  der  correcte, 
saubere  Druck  und  vor  Allem  die  in  den  Text  gedruckten  klaren,  anschau- 
lichen Figuren.  Solche  oft  unbeachtete  Aeuseerlichketten  wolle  man  ja  nicht 
unterschätzen.  Sie  tragen  wesentlich  dazu  bei,  dasa  der  Schüler  das  Stu- 
dium eines  solchen  Buches  mit  Vergnllgen  gemessen  kans.  In  richtiger 
Würdigung  der  Wichtigkeit  einer  guten  Figur  und  der  Erleichterung,  die 
sie  bietet,  ist  eine  Anweisung  gegeben,  wie  der  Schüler  sieb  selbst  solche 
schöne  Figuren  rSumlicher  Gebilde  herstellen  kaan.  —  Das  Buch  enthSlt 
'  nun  ein  ungemein  reiches  Material  an  LebraStzeu  und  viele  Aufgaben  meist 
I  oonstructiver  Natur  in  wohlgeordneter  planmässiger  Zusammenstellung,  Mag 
nun  Einer  die  Aufgabe  als  das  Ziel  des  mathematischen  Unterrichts  an* 
sehen,  so  wird  dieses  Buch  ihn  sicherlich  befriedigen;  die  Lehrsätze,  welche 
Bur  Lösung  von  Aufgaben  nothwendig  sind,  sind  als  solche  gekennzeichnet; 
die  so  frncbtbare  Methode  der  Zeicbnang  in  einer  Ebene  ist  ebenfalls  her- 
rorgeboben.  Oder,  mag  Einer  die  Lehrsätze  für  den  Unterricht  bevor- 
zugen, so  kann  man  von  keinem  der  hier  gebotenen  Satze  behaupten,  dass 
er  nicht  wichtig  oder  nicht  interessant  sei.  Ferner  kann  der  gesammte 
UebuDgEStofT  auch  fUr  die  descriptive  Geometrie  verwandt  werden.  Die 
Sphürik  mit  dem  zugehörigen  Uebungsmaterial  bereitet  auf's  Schönste  die 
apharische  Trigonometrie  vor;  die  Lehre  von  den  Polyedern,  welcher  in 
diesem  Buche  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet  ist .  bildet  eine  gut« 
Grundlage  für  die  Kristallographie.  Interessant  ist  auch  das  Capitel  über 
Umdrehungskörper.  —  Man  sieht  hieraus,  dass  das  Buch  so  vielseitig  ist, 
dass  es  für  die  Schule  nur  mit  Auswahl  benutzt  werden  kann,  wie  dies 
auch  in  der  Vorrede  hervorgehoben  ist.  —  Bei  einem  so  vorzüglichen  Buche 
bleibt  für  den  Kritiker  kaum  Etwas  übrig;  so  sind  S.  1Ö6  die  Ausdrücke 
„Antiprisma,  Ponton,  Sphenisk,  Walm"  etc.  gebraucht,  die  nirgendwo  er- 
klärt werden.  —  Wir  können  nnser  Urtheil  kurz  dahin  zusammenfassen: 
Das  Buch  gehört  zu  den  besten  seiner  Art  p  schöttb 


Anfon^^rttnde  der  Zahlen-  und  RaamgrÖsBe&Iehre,  Im  Auftrage  der 
K5nigl.  preussischen  General  ■  Inspektionen  der  Artillerie  zum  Ge- 
brauche als  Leitfaden  bei  dem  mathematischen  Unterrichte  in  den 
RegimentsBcbulen  der  Artillerie,  sowie  zur  Benutzung  beim  Selbst- 
unterrichte bearbeitet  von  R.  Foth,  Feuerwerks -Hauptmann.  Mit 
I?15  in  den  Text  gedmckten  Holzschnitten,  3.  Auflage.  Hannover, 
Verlag  von  Carl  Meyer  (Gustav  Prior).  1888.  284  S.  8®.  Preis 
2  Mk.  40  Pf. 
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HistoriBch-IiterBrisclia  Abthailnng. 

Wir  haben  ea  hier  mit  einem  Buche  zu  thon,  welches  mit  grossem 
Fkisse  bearbeitet  nnd  zusammen  gestellt  ist.  Die  Darstellung  ist  klar  und 
sehr  allgemeinversmndlich ,  die  Herleitungen  und  BegrOndungen  auf  Auschau- 
nngen  beruhend  und  nicht  abstract  wigsenscbaftlich.  Diese  DarBtellnngs- 
weiae,  sowie  die  Art  und  der  Inhalt  der  gut  gewählten  Aufgaben  deuten 
darauf  hin,  da^s  der  Zweck  des  Buches,  fOr  den  prakÜEcheu  Beruf  vorzu- 
bereiten und  der  Benutzung  beim  Selbstunterrichte  zu  dienen,  wohl  erittUt 
werden  kann. 

Einige  ungenau igkeiten  haben  wir  im  geometriacbeu  Theile  bemerkt. 
§5  heisst  es:  „bei  der  krummen  FlSche  ist  kein  Theil  gerade".  Dies  gilt 
offenbar  nur  von  doppelt  gekrümmten  FlSchen,  welcher  Begriff,  trotzdem 
er  nioht  erklärt  wird,  doch  §  174  gebraucht  wird.  Das  Zeichen  =[=  fßr 
„parallel"  ist  wohl  kaum  Üblich  und  daher  nicht  zu  empfehlen.  Femer 
heisst  es  immer:  von  einem  Punkte  auf  eine  Gerade  ein  Loth  iUllen,  in 
einem  Punkte  ein  Loth  errichten.  Da  es  mehrere  nicht  giebt,  wUrden  wir 
das  Loth  fUr  entschieden  ricfatiger  halten,  wenn  anch  der  Sprachgebrauch 
meistens  mit  dem  unbestimmten  ein  sich  begnügt.  Linie  und  Strecke  sind 
nicht  immer  unterschieden  (z.  B.  §  54),  wobei  aber  die  vorige  Entäcbul- 
digung  durchaus  nicht  zutrifft.  In  Fig.  58  sind  die  Constructions kreise  gar 
nicht  erkennbar,  wie  wir  überhaupt  manchen  der  Figuren  nicht  viel  Lob 
spenden  kOnnen.  Warum  im  §  128  die  Ecken  eines  Polygons  „Winkel- 
spitzen"  heisseu  nnd  Rlr  die  Kugel  noch  das  Wort  „Sphära"  eingeführt  ist. 
ist  uns  nicht  klar,  ebeneo  wozu  die  Haarspalterei  im  §  177.  Dass  solche 
Dinge  dem  Herrn  Hauptmann  Foth  bekannt  sind,  glauben  wir,  auch  ohne 
dasB  er  es  seinen  ScbOlem  versichert.  —  Der  kurze  Anhang  über  Ver- 
messongslehre  ist  sehr  hübsch  und  interesswit.  p  gog^i-i^ 
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Flanimetriselie  Anfjgaben  für  den  Qebraneb  im  Schul-,  Privat-  und  Selbst- 
nnterricht  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Bbidt,  Oberlehrer  am  Oyin- 
naaimu  zu  Hamm.     Zweiter  TheiL    Aufgaben,  geordnet  nach  Aaf- 
ISsnngsmethoden  nnd  mit  Anleitung  zur  Behandlung  versehen.  Zweite 
umgearbeitete  Auflage.  Breslau,  Verlag  von  Eduard  Trewesdt   1S88. 
127  S. 
Was  das  Werkeben  vor  Bhnlichen  auszeichnet,  ist  die  Herrorhebimg 
der  Methode  und  die  Anordnung  der  Aufgaben  nach  diesen  Uetboden  nnd 
dem  Qrade  ihrer  Schwierigkeit.    Es  werden  herangezogen  und  an  Beispielen 
erlBatert:  1,  Die  Uetfaode  der  Hilfsfiguren.     Diese  besteht  darin,  dass  man 
ans  den  gegebenen  Stücken  oder  ans  solchen,  die  auf  eine  bekannte  Weise 
—  durch  Data  —  ans  den  gegebenen  gefunden  werden  kSnnen,  ein  Hilfs- 
dreieck  nach  einer  der  Qmndaufgaben  constrnirt     2.  Die  Methode  der  geo- 
metrischen Oerter.    3.    Die  der  &hnLchen  Figuren.     4.  Die  Methode  der 


r 


I  ftlgebraiBcben  AnalfBis.  —  Das  Buch  Bobliesat  mit  der  Lösung  des  Äpollo- 
t  niBcben  Problem§.  Schade  ist ,  dasa  nicbt  aucb  die  Metboden  der  Parallel- 
I  Terscbiebung ,  der  Inversion,  der  Drehung  und  Umlegung  hervorgeboben 
Bind,  Darin  steht  das  Reidt'sche  Buch  dem  klasüiscben  Werke  von  Pe- 
„Methoden  und  Theorien"  nach,  übertrifft  dasselbe  jedoch  an  Zahl 
Ider  Aufgaben,  deren  es  über  1500  bat,  während  Petersen  nur  etwa  400 
I  ftofweist.  Jedoch  kOnnte  diese  grosse  Zahl  der  oft  einander  sehr  ähnlichen 
I  Anfgabeu  obue  Schaden  auf  die  wichtigsten  und  interessantesten  reducirt 
\  Verden.     Varianten  kann  Jeder  sich  selber  leicht  herstellen. 

Druck,  Papier,  sowie  die  wenigen  beigegebenen  Figuren  sind  gut. 

F.  Schütte. 

Vorschnle  der  Hathematik  für  üsterr.  üntergymnasien  und  verwandte  Lehr- 
iinstalten.      Von   Jos.  Schräm,   Professor   am  Communal-Beal-    und 
Obergjinnaiiiuin    zu    Mariabilf,    und   Bud.    Schübsler,    Doctor    der 
Philosophie,     Mit  384  Figuren  in  besonderem  Heft,     PreiB  des  Text- 
bandes geheftet:  1  fl.  30  kr.     Wien  1889,  Alfred  Holder,  k.  k.  Hof- 
und  Üniversitau-Buebbündler.     320  S. 
Der  Inhalt  des  Lehrf«stes  ist:  Besondere  Arithmetik,  Allgemeine  Arith- 
metik ,   Planimetrie ,    Stereometrie    (209  &.) ;   dann    folgen   Üebersi eh ti« tafeln 
und  reichlicher  üebungsstoff.     Das  Buch  liefert  dem  SchUler  den  gesammten 
Lehrstoff  wohl  gegliedert   und   geordnet   mit   seinen  Erklärungen  und  Lehr- 
sätzen.    Die  Begründung  ist  kurz,    bündig  und  klar.     Den  umstand,   doss 
das  ganze  für  üntergjmnasien  erforderliche  Material  in  einem  Lehrbuche 
von  mSsBJgem  Umfange  in  knapper  Form  dargestellt  ist,  können  wir  nicht 
umbin   als   einen   grossen  Vortbeil  für   den  Unterricht  zu  betrachten.     Das 
ganze  Gebäude  gewinnt   dadurch   an  Einheitlichkeit.     Nirgends  sind  ferner 
die  Gtrenzea  des  für  den  ins  Auge  gefasaten  Schulerkreis  Erreichbaren  Über- 
•ehritten. 

Der  musterhafte  Druck  erfreut  das  Ange  ond  erhöht  die  üebersicht. 
liohkeit  ungemein.  —  Was  die  Vorrede  verspricht,  das  leistet  dos  vor- 
liegende Lehrbnch  vollauf.  Auch  die  in  besonderem  Hefte  beigegebenen 
ausgezeichneten  Figuren  entsprechen  dem  Motto,  das  sie  tragen:  „Figurae 
'^""'"'■■*'  F.  ScaürrB. 

[iFeber  begrenzte  Ableitungen  mit  oomplexem  Zeiger  von  P.  Lindkbr, 
Gymnasial -Oberlehrer,  Beilage  zum  Programm  des  kCnigl,  Gym- 
nasiums zu  CöBlin.  1890.  [1890.  Programm-Nr.  125.] 
Seit  Leibniz  das  Zeichen  der  Differentiation  bnberer  Ordnung  einführte, 
sind  verschiedentlich  Versuche  gemacht  worden,  diesem  Zeichen  einen  Sinn 
beizulegen,  auch  wo  ihm  dem  Ursprünge  nach  eiasolelu^ 


200  Hirtoriseh-Hierariadie  ilbäiMfaijig.    BiUiognpU«. 


Gaim»,  C.  f.,  Vier  Beweise  £  d.  Zerlegoiig  ganier  algebtaiacher  FuaeüoBeB 
m  reelle  Faetoren  eralea  od.  sweKen  Ondes.  Hemuigeg.  t.  B.  Krto- 
(A.11S  «Osiwald'e  Kheailrer  der  esaktoa  WleeenaelL*)  heifsägf  Xogel- 
mann.  *  1  Mk,  60  Fl 

JoAOBiMeTBiLii,  F.,  Anwendnng^  der  Diflhraitial-  nnd  Integrabediniiog  anf 
die  Theorie  der  FUehen  nnd  Cnrven  doppelter  Erflinninng.  3.  irenn. 
Anfl.,  bearh.  t.  L.  TSfrräWU    Imptig^  Teabaer.  6  Mk. 

Bbioshl,  0.,  Die  Grandkgen  der  Arithaietilc»  2.  Theili  die  ixraticmaieB 
Zahlen.    Berlin,  Hrnde  *  S^^ener.  1  llk. 

DnosLDBT,  F.,  Topologieehe  Stadien  ttber  die  ans  ringfihrmig  geechtosaenen 
Bfindeni  dnreh  gewisse  Sehnitte  eriengbaren  Gebilde.   Leipiig,  Tenbner. 

2Mk.  40K 

Buch,  A.»  Die  HaapÜdbsn  der  Mi^heniatik,  mit  Angaben«  H^  3»  Sie- 
rsometrie.    Hanaa,  Beioh.  1  Mk. 

BirsouTf  M.,  Bdiaadlnng  der  eonfinrmen  Abbildnng  der  OberflSdmi  iweMsr 
Ordnung.    (Inac^Disseri)    Königsbeig  L  Pr.,  Koefa.    1  Mk.  20  Pt 

Saari»,  H^  AnidiTtiaohe Oeomebria  d. Ebene.  Leipng,  Teabner.   IMLOOFl 

AagnwaaMe  Miaihematik.  • 

Zeittafel  der  wichtigsten  Orte.    Tübingen«  Fnes.  15  Pf. 

Baulb,  A.y  Lehrbach  der  Yermessungskande.  Leipzig,  Teabner.  8  Mk. 
Janusohke,  H.,  Die  Gesetze  des  Oberflftchendracks  and  der  Oberflächen- 

spannangy  elementar  dargestellt  Troppaa,  Bachholz  &  Diebel.  2  Mk. 
Breuer,  A.,  Die  mathematischen  Theorien  über  die  Dispersion  des  Lichts. 

1.  Theil:  Normale  Dispersion.    Hannover,  Bacmeister.  1  Mk. 

Physik  nnd  Meteorologie. 

Eichhorn,  W.,  üeber  die  Abhängigkeit  der  WSrmeleitang  der  Oase  von  der 
Temperatar.     (Inaag.- Disseri)    Jena,  Neaenhahn.  1  Mk.  20  Pf. 

CouiiOMB ,  Vier  Abhandlangen  über  Elektricität  and  Magnetismas ,  übersetzt 
von  W.  König.  (Aas  „Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissensch.*) 
Leipzig,  Engelmann.  1  Mk.  80  Pf. 

Schmitz  -  DuMONT,  Lichtftthera.  elektr.  Welle.  Dresden,  Höckner.  IMk.öOPf. 

Hildebrandssohn,  H.,  Koppen  a.  Neumater,  Wolken -Atlas.  Hamburg, 
Seitz'  Nachf.  Gebr.  Besthom.  12  Mk. 
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graphie.   Jahrg.  1889.    Carlsrahe,  Braun.  5  Mk.  40  Pf. 

Oesohichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Fink,  K.  ,  Kurzer  Abriss  einer  Geschichte  der  Elementar -Mathematik,  mit 
Hinweis  auf  die  sich  anschliessenden  höheren  Gebiete.  Tttbingen> 
Laupp.  4  Mk. 

Ri8,  F.,  Zur  Geschichte  des  internationalen  Maass-  und  Gewichtsbureaus 
und  der  neuen  Prototype  des  Meters  und  des  Eilogranmis.  Bern, 
Wyss.  1  Mk. 


Htt  BrioilMli-libnHHlil  AbSiailing. 

die  Anzahl  der  Spitzen  liefert  den  Stoff  zu  eingehender  TJntersnchnng,    Eine 

Spitze  tritt  auf,  .ofern  ff(»)-0,   4£l»L>_0,   ^!^-0.      Tritt   keine 

afp  atp 

Spitze,  noeb  vielfacher  Punkt  auf,  so  findet  das  Ovatsein  der  Curve  statt. 
In  eioein  Kweiten  Capitel  werden  zwei  StrahlenbUscbe  ah  vorbanden  ge- 
dacht, deren  Gerade  eindeutig  auf  einander  bezogen  werden.  Sind  die 
beiden  Bösche,  Ö  und  S'  genannt,  congruent  und  nur  durch  ihre  Lage  in 
der  Ebene  verschieden,  so  giebt  ea  in  der  Ebene  einen  Punkt  p,  um 
welchen  gedreht  3?'  in  i0  übergeführt  werden  kann.  Die  von  p  aoa  nnter 
einem  conötanten  Winkel  y  auf  die  Strahlen  3"  des  Busches  3)  geRlIlien  Ge- 
raden treffen  dieselben  in  Fusspunkten,  deren  Aufeinanderfolge  die  Cnrve  F 
bildet.  Die  Untersuchung  zeigt  nun,  wann  F  eine  Ovale  wird.  Dieses 
tritt  immer  ein,  wenn  die  Bu^chcurve  B  des  Busches  S  aus  Pnnkten  be- 
steht, deren  n&cbster  anjivonp  um  t  entfernt  ist,  w&brend  x^  das  kleinste 
KrÜmmnngsmaasB  auf  B  und  «o  >  ^  isU  Das  dritte  Capitel  führt  wieder 
aus  der  Ebene  in  den  Raum  und  faset  Sätze  Über  Ovale  und  BiflSchen  zd- 
sammen.  Das  vierte  Capitel  geht  in  ganz  neuer  Weise  zu  Speciellstcm  über. 
Die  Ellipse  ist  ja  das  am  genauesten  bekannte  Oval,  das  Ellipsoid  die  be- 
kannteste Eiflaehe.  Welche  Bedingungen  müssen  erfüllt  sein,  damit  die» 
Sonderfille  erscheinen?  Die  Frage  wird  wie  folgt  beantwortet:  Das  Oval 
istEilipse,  wenn  es  laoter  geradlinige  Durchmesser  besitzt;  die  EiflSche  ist 
EBipgoid,  wenn  jeder  ihrer  ebeaen  Schnitte  einen  Mittelpnnkt  hat.  Endlich 
ein  fUnftea  Capitel  setzt  die  geometrischen  Untersuchungen  des  H«rra 
Branu  zn  einem  von  Herrn  Holder  (GCttinger  Nachr.  1889,  Nr.  2)  her- 
rtlhrenden  Mittel werthsatze  in  Beziehung.  So  in  grCsster  Kürze  snsammen- 
gedrftngt  etwa  der  Inhalt  einer  Abhandlung,  welche  nm  so  mehr  verdient 
mit  AufmerkGamkeit  gelesen  zn  werden ,  je  neuer  und  eigenartiger  die  Gegen- 
stände derselben  sind.  Cartor. 

The  high  whool  Algebra  Part  II  by  J.  J.  Birchabd  and  W.  J.  Bobertsom. 
Toronto  1889,  William  Briggs.     358  pag. 
Wir  haben   Bd.  XXXIII,   hist.-lit.  Äbth.    3.  197  —  198   über  eine  in 
Nenseeland  gedruckte  Algebra  berichtet.    Der  Dnickort  des  uns  heute  vor- 
liegenden Bandes   bringt  ans  nach  Canada,  also  gerade  in  das  Vaterland 
jenes   Senme'schen  Canadiers,   den   wir  damals  redend  einführten,   nnd   er 
wäre  berechtigt,  anch  hente  wieder  mit  dem  Enengnisse  seiner  Heimath  sieb 
xa  brüsten.     Dasselbe  stellt  eine  Arithmetik  nnd  Algebra  fllr  die  bQheren 
Claesen  von  Uittelscholen  dar,  welche  viele  enropSische  Bücher  gleicher  Art 
übertrifft.     Wir    mOchten   znm   Beweise    einige   Einzelheiten    hervorheben. 
S.  2t  sind  homogene  Fnnctionen  definirt  nnd  der  Satz  F{xt,  gi)  =  trF(x,  g) 
iat  ansgesprochen.  Daran  anknOpfend  Ist  S.38  die  Proportion  jP(a,  b):f(a,  b) 
F(e,  d) :  f{c,  d)  ans  der  gegebenen  Proportion  a:h  =  e:ä  abgeleitet  unter 
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der  Voraussetzang ,  dass  F  und  f  ganze  homogene  Functionen  derselben 
Dimension  seien.  S.  70  ist  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  bei  Lösung 
der  Aufgabe,  die  Gliederzahl  n  einer  Progression  aus  anderen  gegebenen 
Elementen  zu  finden,  n  auch  negativ  oder  gebrochen  ausfallen  könne,  und 
wie  Solches  zu  verstehen  sei.  S.  86  wird  bewiesen,  dass  2i9nnr"=3  0  bei 
r <  1 ,  w  =  Qc .    Der  Beweis  ist  etwa  folgender.    Wegen  r<l  ist  1  —  r>0 

und   setzt   man   x> -^ »    so   ist   —  <]— r,   ( 1  +  -)  r=:m<^  1.     Aus 

l  —  r  X  \       x/ 

(l  +  l)r  =  m  folgt  aber  (l  +  ?)f«<m^(l  +  ?)r«<w^...(l+^)r"<m^ 

(«  +  n)  r"  <  a; .  w",  nr^  <  x  .  m".  Aber  x  ist  eine  bestimmte  Grösse ,  m"  ver- 
schwindet (wie  S.  1 4  allerdings  ungenügend  bewiesen  ist)   bei  m  <  1   und 

i»  =  Qo,  mithin  convergirt  tir"  gegen  0.     S.  138  ist  unter  ganzzahliger  An- 

•  /-■  ■ — ~  -~ 

nähme  von  n  gezeigt,  dass  von  den  beiden  Gleichungen  Va-^yb^x-^yy^ 

ra  —  yi>  =  Ä  —  yy  die  eine  eine  Folge  der  anderen  ist.  Im  XL  Capitel 
(S.  144 — 163)  sind  die  complexen  Grössen  geometrisch  in  bekannter  Weise 
versinnlicht,  und  es  werden  dabei  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  dritten 
und  vierten  Einheitswurzeln  abgeleitet  und  zur  Lösung  interessanter  Auf- 
gaben benutzt.  S.  169  ist  aus  der  Identität  (a  +  5  +  c)(a  +  6  —  c)  (a  —  5  +  c) 
X(~a  +  6  +  c)  =  2(a«l>«+l>V+c«a«)-(a*+6*+c*)  die  Folgerung  ge- 
zogen,  es  werde  dieser  Ausdruck  rational  sein  müssen,  auch  wenn  a,  fr,  c 
Bämmtlich  Quadratwurzeln  sind.  Daraus  wird  dann  S.  179 — 180  weiter  ge- 
folgert, das  Product  der  vier  Factoren  verschwinde,  wenn  irgend  einer  zu 
Null  werde,  die  Rationalisirung  einer  Quadratwurzeln  enthaltenden  Gleichung 
könne  deshalb  Wurzeln  liefern,  welche  der  ursprünglichen  Gleichung  nicht  ge- 
nügen; so  folgt  aus  j/2x+Ti  -  }/bx  +  l  =  7  zunächst  9«* - 698« -(- 2013  =  0 

und  daraus  ^i  =  3,  x^^-^-  und  beide  Werthe  erfüllen  nicht  die  anfäng- 
liche Gleichung.  Das  XV.  Capitel  (S.  213  — 217)  ist  den  quadratischen 
Formen  (Qnadi-atics)  gewidmet  und  bis  zur  Darstellung  der  Bedingung  für 
das  Zerfallen  eines  Kegelschnittes  in  zwei  Gerade  durchgeführt,  natürlich 
ohne  dass  diese  geometrische  Bedeutung  der  Aufgabe  ausgesprochen  wäre. 
Wir  denken ,  diese  kleine  Auswahl  bemerkenswerther  Dinge  werde  genügen, 
unsere  Bezeichnung  des  vorliegenden  Werkes  als  eines  solchen,  das  viele 
fthnlichen  Inhaltes  übertrifft,  wohl  zu  rechtfertigen.  Cantor. 

Tafeln  der  Hyperbelfunctionen  und  der  Kreifefunctionen  nebst  einem  An- 
hange, enthaltend  die  Theorie  der  Hyperbelfunctionen,  von  Dr.  W.  Li- 
GOWSKI,  Professor  an  der  kaiserlichen  Marine- Akademie  und  -Schule 
in  Kiel.  Berlin  1890,  Verlag  von  Ernst  k  Korn  (Wilhelm  Ernst). 
XXIV,  104  S. 
Die    Tafeln,     welche    Herr    W.    Ligowski,     theilweise    auch    Herr 

H.  Zimmermann,    berechnet   hat,    sind    folgende:    Zuerbt   sind    zu   6axl 
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dem  Beferanteii  fttt  mteressanter  waren;  inebeeoiiden  mdii«&  wir  di^lenlgeB 
Oalilei^eAen  Stelliii,  welohe  imr  Lehre  Ton  dem  IndrrifiiUUeii  in  imsw«iM- 
liaft  naher  Benthnng  stehen,  lieber  Descartes  werden  wir  nut  BEem 
Lasewiti  nne  nieht  kioht  einigen,  dam  geht  nneere  Anffiuemitg  der 
ganien  PersOnUchlceii  an  wmt  anadnander.  Nieht  als  ob  wir  Deaeartea, 
den  MafhemaUkeri  gering  eehSIslen,  gewiss  nkfai  Unsere  Bewanderoag 
seiner  Leistungen  ist  detjenigen,  welche  Herr  Lasswits  fllr  den  Plulo- 
eophen  und  nijsiker  Descartes  hegt,  mindestens  gleich.  Nnr  der  Henedi 
Descartes  erscheint  nns  in  sdur  anderem  Lichte,  und  dem  entspieehead  hat 
smneYerschweigniig  gewisser  Namen  ftlr  nns  aa^  eine  gans  andere  Bedentom; 

Im  vierten  INwhe  treten  die  Ittnner  aof ,  welche  theOs  dnreh  Bntdedr- 
nng  nener  natorwissenschaftlicfaerThalsaohen,  theils  dnreh  mehr  oder  weniger 
ktihnej  mehr  oder  wen^r  gdongene  ErklarangsTennche  gans  nene  GebMe, 
snerst  in  der  Chemie,  dann  inderntjsik,  erschlossen.  Jnngins,  Bojle, 
TÖn  Onericke,  Borelli,  Hooke,  Hnygens  sind  die  Namen,  weide 
einselne  Abschnitte  sn  behandeln  haben.  Nicht  Alle  sind  sie  als  e^eni- 
lidie  Eorpnsknlartheor^ker  sn  beseichnen,  insofern  ihr  Bestreben  nicht  gie- 
rade  daranf  geriditet  war,  die  innerste  Struktur  der  Körperwdt  su  ent- 
hüllen.  Aber'  was  ihnen  nicht  Zweck  war,  mnsste  einfeeh  Mittel  sein.  Es 
war,  wenn  wir  nur  die  Bedwtong  des  letrten  in  dieson  Buche  geschilderten 
Gelehrten  andeuten  wollen,  ftlr  Hnjgens  gans  unmOglidi,  dieUndnlatioiis* 
lehre  des  Lichtes  aufzustellen,  ohne  in  üntersuchuDgen  darflber  einzutreten, 
wie  der  Aether,  dessen  Schwingungen  in  unserem  Auge  als  Licht  erscheinen, 
seine  Verbreitung  besitze,  wie  andererseits  die  Körper  gebaut  seien,  durch 
welche  hindurch  jene  Schwingungen  sich  fortsetzen.  Ein  lockeres  OefÜge 
kleiner  Korpuskeln,  zwischen  denen  die  beweglichen  Theilchen  des  Licht- 
athers  zu  kreisen  yermOgen,  und  die  selbst  zusammengehalten  sind  durch 
eine  Materie,  deren  Feinheit  zwischen  der  des  Aetbers  und  der  eigentlichen 
Körpertbeile  liegt,  das  ist  die  Körperwelt,  wie  Huygens  sie  auffiEtöste. 

Das  fünfte  Buch  endlich  gehört  L ei bniz  und  Newton  an,  beide  dadurch 
befähigt,  weit  über  ihre  Vorgänger  hinauszueilen ,  dass  sie  die  Mittel  mathe- 
matischer Variabilitfitsuntersucbung,  welche  das  XVII.  Jahrhundert  in  all- 
mftliger  Geistesarbeit  geschaffen  hatte,  zu  einheitlichen  Werkzeugen  um- 
bildeten, mit  denen  auch  der  geringer  Veranlagte  Grosses  zu  leisten  im 
Stande  war.  Inwieweit  allerdings  in  dem  Geistesleben  der  beiden  Männer, 
und  insbesondere  Leibnizens,  zuerst  die  mathematischen  Vorstellangen 
oder  vor  ihnen  die  philosophisch  -  physikalischen  sich  bildeten ,  ob  ein  gegen- 
seitiges Befruchten  stattgefunden,  darüber  wird  kaum  volle  Gewissheit  za 
erlangen  sein.  Auch  wirft  Herr  Lasswitz  diese  Frage  nicht  auf,  deren 
Beantwortung  wir  schon  deshalb  nicht  von  ihm  erwarten  dürfen.  Das 
fünfte  Buch  entbehrt  dadurch  bis  zu  einem  gewissen  Grade  fdr  den  Mathe- 
matiker des  fesselnden  Interesses,  während  es  dem  Philosophen  leicht  als 
Gipfelpunkt  des  ganzen  Werkes  erscheinen  mag.  Cantor. 
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gaben;  B.  Der  Brocard'sche  Winkel  in  Bezug  auf  die  Winkel,  welche 
die  Schwerlinien  mit  einander  und  mit  den  anstossenden  Dreiecksseiten 
bilden;  C.  Eigenschaften  einiger  Winkel,  die  vom  Brocar duschen  Winkel 
abhängig  sind;  D.  Zusammenhang  von  drei  besonderen,  einem  Kreise  ein- 
gezeichneten Dreiecken  und  die  Bestimmung  der  Brennpunkte  der  Ellipse, 
welche  die  Seiten  eines  Dreieckes  in  den  Mittelpunkten  berührt.  Es  dürfte 
schwierig  sein,  aus  den  zahlreichen,  im  engsten  Zusammenhange  mit  ein- 
einander  stehenden  Lehrsätzen  einzelne  hervorzuheben.  Der  Zusammenhang 
ist  eben  ein  so  inniger,  dass  schon  die  Aussprache  irgend  eines  Satzes  die 
Eenntniss  der  ihm  vorhergehenden  voraussetzen  muss.  Die  Beweismittel, 
deren  Herr  Fuhrmann  sich  bedient  hat,  sind  wesentlich  trigonometrischer 
Natur,  wie  ja  auch  die  Grnndgleichung  für  den  Brocard 'sehen  Winkel 
sin  (a  —  0) .  sin  (/?—©).  sin  (y  —  6)  =  sin  S^  dieser  Gattung  angehört. 

Caktor. 


Oeschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton,  von  Eurd  Lass- 
witz. IL  Band.  Höhepunkt  und  Verfall  der  Korpuskular- 
theorie des  siebzehnten  Jahrhunderts.  Hamburg  und  Leipzig 
1890,  Verlag  von  Leopold  Voss.    VIII,  609  S. 

Die  allgemeine  Würdigung,  welche  wir  bei  Besprechung  des  I.  Bandes 
der  Geschichte  der  Atomistik  (S.  175 — 179)  geäussert  haben,  behält  auch 
heute  ihre  volle  Giltigkeit  und  enthebt  uns  der  Pflicht,  das  dort  Gesagte 
zu  wiederholen.  Wir  können  daher  uns  wesentlich  kürzer  fassen  und  uns 
darauf  beschränken,  über  den  Inhalt  des  II.  Bandes,  welcher  dem  L  un- 
gemein rasch  nachfolgte,  auszugsweise  zu  berichten.  Drei  Bücher,  je  in 
6,  6,  7  Abschnitte  zerfallend,  sind  hier  unterschieden.  Das  dritte  Buch 
behandelt  den  philosophischen  Ausbau  der  Korpuskulartheorie, 
das  vierte  die  naturwissenschaftliche  Vollendung  der  Korpus- 
kulartheorie, das  fünfte  denüebergang  zur  dynamischenTheorie 
der  Materie. 

Das  dritte  Buch  ist  hauptsächlich  vier  Männern  gewidmet:  Galilei, 
Descartes,  Gassendi,  Hobbes..  Die  Lehre  von  der  Bewegung  entsteht. 
Deren  Gesetze  vermögen  aber  in  der  Hand  Galilei*s  einen  Einblick  in  die 
Erscheinungen,  welche  man  unter  dem  Namen  der  Flüssigkeit  zusammen- 
fasst,  nicht  zu  gewähren.  Descartes  setzt  auch  den  flüssigen  Körper  aus 
starren  materiellen  Theilchen  zusammen,  und  einen  ähnlichen  Versuch  macht 
Gassendi.  Der  wesentliche  unterschied  beider  Anschauungen  beruht  auf 
dem  Vacuum,  welches  Descartes  ausschliesst ,  Gassendi  nicht  entbehren 
kann.  Hobbes  sucht  der  Schwierigkeit  dadurch  Herr  zu  werden,  dass  er 
von  flüssigen  Theilchen  ausgeht  und  aus  ihnen  das  Starre  ableitet.  Neben 
diesen  Entwickelungen ,  welche  dem  Verfasser  mit  Recht  am  wichtimten  er- 
scheinen,  sind  aber  in  diesem  Buche  zahlreiche  Dinge  bespi 


besonders  scbmerzlich ,  doch  ist  auch  nach  dieaer  Sota  hin  mmaohoriit  Ml^ 
geDommen,  and  sunial  bineicbtlich  der  von  dar  BrdnmdrdiBiig  bnrärUoi 
RichtongsablcDkuDgen  bewegter  Karper  tbeiit  derTwfuBcr  »hlrriah»  Botiw 
aaB  der  Fachliteratur  mit,  yon  denen  einzelne  dem  BetqnDtaB,-  welchw 
gerade  auf  diei^em  Gebiete  uemlich  orientirt  za  nin  glmbt,  T^Ug  na«  ge- 
wesen eind.  Ueber  Mangel  ao  VolUtJüidigkeit,  Bber  Weglammg  wieMigW 
Materien  wird  man  al^o  im  Allgemeinen  keine  Klage  flUnren  kDnwB,  ob- 
wohl es  sich  TOD  selbst  versteht,  da$s  der  eioielne  L«aer  gel^;eefitd  ein- 
mal  eine  Liteke  empfindet  Bo  iat  i.  B.  emr  die  nenesre  Atomütik»  ibiiiimI 
Ikit  maak  die  Lebre  tmb  Stoeee  dee  AeUien  nnd  di«  kriticiBtiMlte  Bafenn 
Tm  Laiawiti  mit  inbegriSin,  gebOhrend  nr  Qelhing  gekommen,  eber  die 
Ton  BraT»ii  engebnbnte,  tos  Sohnoke  eo  alegent  begrOndete  Theorie 
der  BJ^ttaDetnutu  iit  nnarwttint  geblieben,  nnd  bei  dw  Erertemiig  der 
I^otomatriw^oi  Matbod*^  iei  dann  KioUa  bemerkt,  dwi  du  ehomelo  (b 
BoniKtiT  gabelten«  X>nmbert*Mbe  GeMta  dv  IdcUetbkemeaenng,  inaonder- 
heit  enf  die  wohlbegrfindeton  SinwtliA  Sealiger'a  bin,  ao  gat  nie  eis 
•of^egeben  to  betnahtan  ist  Deiglaiehen  kleinere  Wabreebmangait  wird 
jader  eine  mehr  apeeieliatiielie  Biehtiing  verfolgende  Leaer  dei  Beste 
mesbpn  können,  allww  dea  kenn  der  Thetsecbe  künan  Eiatrut  thtm,  daaa 
mit  diaaam  du  gnoae,  nelbeh  Tordioutlioba  nnd  Inaaei^eh  eiMn  «m- 
geatnttate  Geaeldditnrark  la  einem  wttrdigen  Ende  gebndit  ward. 

Manchen.  Dr.  6.  QCrthkr. 


Heber  die  geographiieh  wichtigaten  Eartenprojectionen,  insbesondere  die 
zenitalen  Gntwtlrfe,  nebst  Tafeln  zur  Verwandlung  von  geograpbigcbea 
Coordinaten  in  azimntale.    Von  E.  Hammer,   Professor  am  kCnigl. 
Polytecbnikum   in   Stattgart.     Mit  8  FigureD    im   Text,   23  Seiten 
Zahlentafeln    und    4  lithogiapbirten    Beilagen.      Stattgart,    J.    B. 
Metzler'scher  Verlag.     1889.     XII,  148  8. 
Durch  seine  gelnngene  nnd   iu  weseDtlichen  Punktes  die  Vorlage  ver- 
TOllkommnende  Bearbeitung  des  Tissot'scbeii  Fundamental  Werkes,   sowie 
durch   mehrere   kleinere   Specialarbeiten   bat  sieb  Herr  Hammer  anf  dem 
Gebiete  der  theoretischen  Kartographie  einen  gat«n  Namen  gemacht,  nnd 
die  gegenwärtige  Schrift  ist  sehr  dazu  angethan,  die  Verdienste  des  Autors 
um  dieses  schwierige  Grenzgebiet,  das  von  Uatfaematikem  und  Geographen 
nur  selten  mit  wirklicher  Lost  nnd  Hingabe  bebaut  wird,  noch  zu  erfaShen. 
Zwei  Punkte  sind  es  beeonders ,  welche  bei  der  Besprechung  hervorgehoben 
wa  werden  verdienen.    Nach  der  systematischen  Seite  bin  wollte  der  Ver- 
fasser  Kritik   an   der   vielfach   recht   wenig    geordneten    Eintheiluog    nnd 
Terminologie  der  einielsen  Projeotionsmethoden  fiben,  nnd  das  ist  ihm  denn 
auch  sehr  gut  gelangen.    Wer,  wie  Referent,  selbst  mit  diesen  Dingen  sich 
▼inl  beschBftigt  hat,  ohne  denselben  jedoch  ansschliesslich  seine  Äuimerksam- 
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keit  zuwenden  zu  können,  der  weiss  nur  zu  gut,  wie  schwer  es  ist,  sich 
in  dem  Wirrsale  zurecht  zu  finden;  weder  die  geometrischen  Bedingungen 
jeder  einzelnen  Abbildung  sind  vollst&ndig  klar  gestellt,  noch  hat  auch  in 
der  Bezeichnung  nach  den  Urhebern  der  einzelnen  Methoden  üeberein- 
Stimmung  geherrscht,  so  dass  z.B.  die  Bonne'sche,  die  Sanson'sche,  die 
Flamsteed *sche  Manier  immer  wieder  durcheinander  gebracht  wurden .  In 
vielen  früheren  Darstellungen  verschiedener  Autoren,  nicht  zum  Wenigsten 
auch  in  den  vom  Unterzeichneten  für  Herrn  Wagner 's  „Geogr.  Jahrbuch* 
gelieferten  fortlaufenden  Berichten,  hat  demgemäss  der  Verfasser  derartige 
Missverstftndnisse  und  Unbestimmtheiten  zahlreich  aufgedeckt,  die  denn  auch 
ehemals,  wie  die  Dinge  lagen,  kaum  zu  vermeiden  waren,  und  zu  deren 
Abstellung  es  eben  eines  Mannes  bedurfte,  der  sein  ganzes  Augenmerk  auf 
eine  solche  Reformarbeit  richtete.  Nach  der  anderen  Seite  hin  bringt  der 
Verfasser  consequent  die  Tisso tischen  Kriterien  zur  Anwendung,  welche 
bekanntlich  zum  ersten  Male  Dasjenige,  was  man  ;, Verzerrung  der  Karte'' 
nennt,  und  was  bei  dem  Uebergange  von  einer  nicht  abwickelbaren  Fläche 
zur  Ebene  nothweudig  sich  ergeben  muss,  durch  scharfe,  eindeutige,  mathe- 
matische Ausdrücke  darzustellen  gestatten.  So  wird  hauptsächlich  die  azi- 
mutale Abbildung  in  ihr  Hecht  eingesetzt ,  bei  welcher  ein  beliebiger  Punkt 
der  Erdoberfläche  zum  Kartenmittelpunkte  genommen  wird,  während  die  in 
diesem  und  seinem  Antipodenpunkte  zusammenlaufenden  Hauptkreise  sich 
in  ein  Strahlenbüschel,  die  um  den  Punkt  als  Mittelpunkt  beschriebenen 
kleinen  Kugelkreise  sich  in  eine  Schaar  ebener  concentrischer  Kreise  ver- 
wandeln. Diese  azimutalen  Entwürfe  begünstigt  der  Verfasser,  wie  dies 
eben  durch  die  Tisso tischen  Formeln  vorgeschrieben  ist,  und  theilt  Tafeln 
mit,  welche  dem  praktischen  Kartenzeichner  deren  Anwendung  wesentlich 
erleichtem;  auch  giebt  er  gleich  die  fertigen  azimutalen  Netze  für  Asien, 
sowie,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  azimutale  Abbildung  ihre  als 
conisch  und  als  cylindrisch  bekannten  Specialformen  angenommen  habe, 
für  das  englische  Colonialreich  auf  der  östlichen  Halbkugel  und  für  Süd- 
amerika. 

Da  der  Unterzeichnete  ein  sehr  ausführliches  Referat  über  das  H  a  m  • 
mer'sche  Buch  in  seinen  oben  erwähnten  Jahresberichten  gegeben  hat,  so 
glaubt  er  sich  an  diesem  Orte  kürzer  fassen  zu  sollen.  Von  besonderen 
Eigenthümlichkeiten  nennt  er  noch  die  stete  Berücksichtigung  des  geschicht- 
lichen Elementes,  wie  sie  ja  freilich  durch  den  angestrebten  Zweck  ge- 
bieterisch gefordert  wird;  dabei  ergab  sich  manche  nicht  oder  doch  so  gut 
wie  nicht  bekannte  Thatsacbe,  wie  z.  B.  die,  dass  die  Ausdehnung  der  ge- 
wöhnlich nach  Soldner  benannten  Manier  auf  schiefe  Winkel  (mit  dem 
Aequator)  ein  gewisser  von  Textor  schon  im  Jahre  1808  angegeben  hat. 
Sehr  einschneidend  ist  die  Kritik  der  perspectivischen  Abbildungen  gehalten, 
von  denen  Hammer  die  sogenannten  externen  als  wenig  nützlich  zurückweist, 
während  er  natürlich  die  stereographische  wegen  ihrer  Winkeltrene  nn^ 
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gnomoniscbe  wegen  ihrer  Bedeatang  für  die  orthodromiGcheu  Karten  < 
Nautik  anerkennt.  Darin  jedoch  (S.  60),  dass  dem  Lernenden  das  Weeen 
jeder  einfachen  azimutalen  Abbitdang  ebenso  leicht  wie  daa  einer  pergpec- 
tivischen  Abbildung  Kum  Verstlindmss  gebracht  werden  könne,  stimmen  wir 
dem  Verfasser  nicht  ganz  bei,  denn  der  nächstliegende  Gedanke  zumal  FUr 
den  aas  dem  georoetriscben  Unterrichte  kommenden  SebUler  scheint  ans 
doch  der  der  optiscb-gcradlinigen  Üebertragung  des  Original  punkten  auf  die 
Bildebene  zu  sein.  —  Die  Ausstattung  des  Bucbea  ist,  aamentlieb  auch  in 
Ansehung  des  klaren,  angeuebmen  Druckes,  eine  eehr  gute  zu  nennen. 
München  Dr.  S.  GCnthek. 


Die  blaue  Farbe  des  Himmels.  Vortrag,  gehalten  den  15.  Januar  1890 
von  Dr.  J,  M.  Pbbntee.  Wien,  1890.  Commissionsverlag  yon  Ed. 
Hölzel.  23  S, 
Der  vorliegende  Vortrag  bildet  einen  Bestandtbeil  jener  laugjSfarigen 
Reihe  von  Vorträgen,  welche  der  Wiener  „Verein  znr  Verbreitung  natur- 
wissenscbaftlicber  Kenntnisse"  Über  wichtige  Fragen  kub  allen  Gebieten  von 
berufenen  Gelehrten  halten  Ifisat.  Diesmal  ist  es  ein  altes,  schwieriges  Pro- 
blem der  meteorologischen  Optik,  um  welches  es  sich  handelt,  und  das 
wohl  jeden  denkenden  Menschen ,  der  nicht  für  die  Katur  und  ihre  Ein- 
drBcke  g^slicb  abgestumpft  ist,  interessiren  mnss.  Geschrieben  ist  täi 
bald  vierhand«rt  Jahren  schon  viel  über  die  Sache  worden,  allein  vollstSsdig 
geklSrt  ist  noch  heute  dieselbe  nicht,  und  erst  in  neuerer  Zeit  ist  ein  recht 
ernster  Anfang  znr  wirklichen  Erforschnng  des  Grundes  der  gewShnllchen 
HinunelsfSrbnog  gemacht  worden.  Den  Beigen  erCffoete  der  geniale  Lio- 
nardo  da  Vinci,  dem  zufolge  Überhaupt  hell  vor  dunkel  die  Empfindung 
blan  im  Auge  hervorrufen  sollte  —  eine  Auffassung,  die  s^Ater  von  Goethe 
wieder  hervorgesucht  wurde.  Dieselbe  hat  in  der  That  eine  richtige  Grund- 
lage, allein  der  Irrthum  ist  ebenfalls  insofern  sehr  mit  im  Spiele,  als  hier 
die  Farbe  des  Himmels  für  eine  rein  snbjective  Grscheisnng  gehalten  wird. 
Dieser  Ansicht  pflichteten  freilieh  auch  «irkliche  Physiker  bei;  Huncke 
stellt  das  Himmelsblau  in  eine  Linie  mit  den  bekannten,  zuerst  von 
Zscbokke  nSher  untersuchten  blauen  SchattensBumen,  und  Nichols  sucht 
auf  Grand  der  physiologischen  Optik  den  Seh  -  und  Perceptionsvorgang  da- 
hin zu  deuten,  dass  die  ftlr  Roth  und  Grtln  empfindlichen  Nervenfasern  der 
Netzhaut  von  dem  schwachen,  difi'usen  Himmelslichte  nicht  berührt,  dass 
vielmehr  nur  die  aof  Violett  abgestimmten  Organe  durch  jenes  in  Action 
versetzt  werden.  Mit  dieser  Lehre  von  der  ausschliesslichen  ThStigkeit  des 
Auges  muBS,  nachdem  Pickering  seinen  entscheidenden  Gegenversuch  an- 
gesUllt  hat,  ein-  fOr  allemal  gebrochen  werden;  das  HimmelsgewClbe  wirft 
objectiv  blaues  Licht  zarUck,  and  es  bleibt  zu  ermitteln,  was  ans  den 
hlen  von  anderer  Wellenl&nge  geworden  ist.    Dass  die  Luft  oder  einzelne 
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ihrer  Bestandtheile  von  Natur  aus  blau  seien,  ist  nicht  anzunehmen,  und 
ebenso  gebricht  es  an  jedem  Beweise  für  die  erst  jüngst  wiederholt  auf- 
getauchte Behauptung,  dass  unsere  Atmosphäre  blau  fluorescire.  Als  eine 
Interferenzfarbe,  als  „Blau  der  ersten  Ordnung^  dachte  sich  Newton  die 
Farbe  des  Firmamentes,  und  seine  Anschauung  ist,  allerdings  in  der  ihr 
von  Clausius  ertheilten  Vervollkommnung,  heute  noch  die  herrschende, 
von  den  Lehrbüchern  —  auch  in  verschiedenen  Schriften  des  Bericht- 
erstatters —  fast  einhellig  angenommene.  Allein  durch  neuere  Unter- 
suchungen von  Brücke  und  Lord  Bajleigh,  für  deren  weitere  Verbreitung 
man  dem  Verfasser  Dank  schuldet,  Untersuchungen,  durch  welche  Goethe 's 
unbestimmte  Vorstellungen  von  der  Wirkung  sogenannter  trüber  Medien  eine 
wirklich  wissenschaftliche  Gestaltung  erfahren  haben,  ist  constatirt,  dass 
die  in  der  Luft  schwebenden  Partikelchen  zu  klein  sind,  um  auf  sie  die 
üblichen  Begriffe  von  Lichtzerstreuung  anwenden  zu  kOnnen;  vielmehr 
werden  nach  Rayleigh  die  kurzwelligen  Lichtstrahlen  viel  stärker  als  die 
langwelligen  reflectirt.  Dieser  Umstand,  der  durch  Experiment  und  Rech- 
nung gleichmässig  gewährleistet  erscheint,  erklärt  einfach  das  völlige  Zurück- 
treten von  Both  und  Gelb  gegenüber  dem  Blau ,  welches  ja  auch  nicht  selten 
einen  violetten  Schimmer  annimmt. 

Der  Verfasser  hat  sich  sehr  gut  seiner  Pflicht  entledigt,  einen  gemein- 
verständlichen Ueberblick  über  die  geschichtliche  Entwickelung  einer  merk- 
würdigen geophysischen  Aufgabe,  sowie  über  den  neuesten  Stand  unseres 
Wissens  in  dieser  Angelegenheit  zu  geben.  Nur  hätten  wir,  um  die  Lücke 
des  XVIII.  Jahrhunderts  auszufüllen,  eine  Berücksichtigung  des  originellen 
Werkes  von  Funck  „Ueber  die  Himmelsfarben"  (Ulm,  1716)  gewünscht, 
worin  Hell  mann  eine  wahre  Fundgrube  unerwarteter  Gedanken  auf- 
gedeckt hat. 

München.  Dr.  S.  Günther. 


Die  Mathematik  die  Fackelträgerin  einer  nenen  Zeit,  von  C.  Dillmann. 
Stuttgart,  1889. 

Am  6.  März  1889  hielt  der  preussische  Unterrichtsminister  Dr.  von 
Gossler  im  preussischen  Landtage  eine  Rede,  in  welcher  er  eine  so  ab- 
lehnende Haltung  gegenüber  den  Realgymnasien  einnahm,  dass  Verfasser 
jener  Schrift,  der  in  dieser  Schule  die  Schule  der  Zukunft  erblickt,  nicht 
schweigen  zu  dürfen  meinte.  Er  versucht  den  Nachweis  zu  liefern,  dass 
die  Bildung,  welche  die  Realgymnasien  mittels  der  Mathematik  und  der 
Naturwissenschaften  anstreben,  zwar  dem  Grade  nach  dieselbe,  aber  der 
Richtung  nach  eine  anders  geartete  ist,  als  die  durch  die  Gymnasien  ver- 
mittelte, dass  ihnen  Etwas  innewohnt,  was  das  Gymnasium  nicht  leisten 
kann ;  er  nimmt  hiemach  für  unser  Volk  und  unsere  Z«it  ^aa  Reoht  in  An- 
spruch, dass  ihm  dieser  Sondervorzug  niohi  Yor  d  ver- 
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hagl  B0lui  frei  w  den  Ksne,  tes  boden  Arten  toh  Qjnauakm  im 
WmsaXßAm  die  gMebflii  Be^guigiB  nigeateiideii  würden. 

Der  Yerliueer  Ueibi  aber  bd  dieeer  BcgrOadaag  eeiiier  Fdrdemng  »eht 
tleben,  soodeni  geht  aedb  eäien  flehritt  weiter,  vmä,  darin  ÜQgt  dae  Heae 
and  Bedeafwime  ^erii^geader  Sdnift.  um  dae  bceaaeade  Bedttrfiües  der 
Zeil  and  die  edileehfliiudge  Helhweiriigkeit  der  Bniehtnag  mafliMnatiadier 
Gjimieeiea  <—  dieeea  Namoi  ediUigt  der  V^rfiwaer  etett  dee  gegeirwartig 
hirraehendea  tot  —  aaehsaweieen ,  ftihri  er  ans»  daes  die  Entwiekehu^  der 
FhQoeopliie  dieeeifte  T«rlaagl,  daes  dae  malfaematieohe  Oyianaeiam  aaA  am 
der  VÄegb  eiaer  idüekn  Wdtaaeehaanng  willea  dne  Hothwendigfcmt  aeL 
Hoch  writer,  er  sacht  ga  tmgea,  daes  gerade  dii^igea  Wieeeaaehafl», 
derea  Pflege  dem  Bealgymnaeiam  anvertraat  ist,  die  Mathematik  aad  die 
y atorwimenaehafteii »  im  Steade  aeieii,  »der  PhSoeophie  eine  Bahn  aas  iar 
Sa^gatee  sa  GAien,  in  welche  aie  dardi  die  kaatiaehe Terinneriichang  von 
Baam  and  Zeit  geralfaen  am*«  üad  eadlich,  aach  die  Begiiie  dar  IMhett 
aad  dea  aittlieben  Haoddns  eriialten,  wie  der  T^rfhaaer  darsnkgen  bemllht 
iat,  dareh  jmie  ¥^Baeaaohaftan  mae  gana  aeae  Beleaehtnng  aad  B^grllndnag. 
IGt  dieaea  BrOrterangeii  hat  der  Verfimaer  sbgleidi  dem  Ytellhdi  «aa- 
igfeaprochenmi  Vorwarf  die  Spitae  abgeteocheai  als  ob  „Mattiematik  aad 
Hatnrwiaaenaehaltea  mehr  la  kahler  aad  kalter  Berechaang  dea  Hatmatti 
als  an  der  HShe  rinaigen '  and  wminigen  Sdmaeaa  Ahrten*.  ,Im  Gegen- 
'theil,  gerade  sie  sind  dnrch  die  Ffille  and  den  Beichthum  ihres  Inhalts, 
wie  durch  die  Einfachheit  und  Klarheit  ihrer  Gesetze  vor  anderen  geeignet, 
die  Liebe  zur  Wahrheit,  den  Drang  zur  selbstftndigen  Forschung  in  den 
weitesten  Schichten  des  Volkes  zu  yerbreiten.  Und  das  Realgymnasium  hat 
in  ganz  besonderem  Sinne  den  Vorzug,  in  den  Schülern  das  Bedürfniss  zu 
wecken ,  sich  in  die  ersten  Grundlagen  alles  Seins  und  aller  Erkenutniss  zu 
vertiefen.  Kann  eine  Schule,  die  darauf  ausgeht,  den  inneren  Zusammen- 
hang zwischen  Geist  und  Natur  aufzudecken  und  das  eine  Gebiet  fUr  das 
andere  fruchtbar  zu  machen,  auf  falscher  Grundlage  beruhen?'' 

Was  die  philosophischen  Erörterungen  des  Verfassers  anbelangt,  so 
zeichnen  sie  sich  durch  Klarheit  im  Ausdruck  aus;  allerdings  haben  sie, 
wie  Beferent  gestehen  muss ,  ihn  nicht  überzeugen  können ,  dass  wir  in  der 
Erkenntniss  der  Aussen  weit  weiter  vorzudringen  vermöchten ,  als  Lot  ze  und 
Helmholtz  annehmen.  Das  Buch  ist  lesenswerth  und;  nach  des  Referenten 
Ansicht,  als  ein  äusserst  schfttzenswertber  Beitrag  anzusehen,  um  den  gegen 
das  Realgymnasium  vorgebrachten  Bedenken  den  Boden  zu  entziehen. 

E.  Jahkke. 

Sammlang  von  Aufgaben  ans  der  Arithmetik  und  Algebra ,  von  H.  Servus. 
Heft  IV.    Leipzig,  1889. 

Das  uns  vorliegende  Heft,  welches  sich  auf  die   Gleichungen  ersten 
es   mit   einer   und    mehreren   Unbekannten,   die   Gleichungen   zweiten 


Orades  mit  einer  und  zwei  Unbekannten,  auf  tranacendeute  Gleichungen, 
arithmetische  und  geometrische  Reihen ,  sowie  auf  diophantiscbe  Gleichangeu 
bezieht,  ist  in  den  ersten  Theilea  ziemlich  reichhaltig.  An  geeigneter 
Stelle  findet  der  Schüler  Wiake  für  die  Lüsuag  der  Aufgabe.  Ob  en  auch 
nOtbig  war,  in  dieser  Aufgabensammlung  die  verschiedenen  Methoden  zur 
LOtJung  von  Aufgaben  zu  entwickeln  and  an  Beispielen  vollständig  durch- 
mführen?  Neben  den  unbenanateu  Gleichungen,  deren  ÄnflÖsung  ja  nur 
Mittel  zum  Zweck  sein  darf,  finden  sich  zahlreiche  Anwendungen;  bei  der 
Wahl  der  Aufgaben  haben  verschiedene  Gebiete  des  Unterrichts  Berllck- 
Bichtigung  gefunden.  Das  Heft  erhebt  wohl  nur  den  Anspruch,  zum  Tboil 
sene  Aufgaben  zu  bieten.  _  B.  Jahnke. 

nngBbnch  zur  Algebra,  von  A.  SiCKSHBERaEE.  München,  1S90. 
Diese  lieispielsamndung  soll  des  Verfassers  „Leitfaden  der  elementaren 
Mathematik"  ergänzen,  dessen  Lehrtest  sie  ganz  genau  angepasst  ist.  Sie 
Ist  in  zwei  Abtbeilungen  erschienen.  Die  erste  umfasst  die  er^te  und  zweite 
Stufe  der  ßecbnangsarten  einscbliesslicb  der  linearen  Gleichungen  mit  meh- 
reren Unbekannten;  die  zweite  bezieht  sich  auf  die  dritte  Stufe,  auf  die 
quadratischen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten,  auf  die  Reiben  und 
Combinatorik.  Das  Uebungsbuch  ist  recht  branchbar,  einmal  wegen  seiner 
Beichhaltigkeit  —  wir  zählen  gegen  lOOlX)  Beispiele  — ,  andererseits  wegen 
der  richtigen  Auswahl,  sowie  wegen  der  passenden  Anordnung  der  Auf- 
gaben ;  auch  sind  an  geeigneter  Stelle  verschiedene  Gebtete  des  Unterrichts 
herangezogen  worden.  Da  auch  auf  den  Druck  grosse  Sorgfalt  gelegt  worden 
ist,  so  kann  Referent  die  Sammlang  zur  Einführung  selbst  an  Schulen  em- 
pfehlen, deren  ZCglinge  jenen  Leitfaden  nicht  in  Händen  baben  sollten. 

E,  Jahkkk. 
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Elliptische  Functionen.  Theorie  und  Geschichte  von  A.  Ennsfek,  2.  Auf- 
lage. Neu  bearbeitet  und  herausgegeben  von  F.  Müllhr.  Halle, 
Nebert.  18SK). 
Das  Enneper'scbe  Werk  hat  vornebailich  in  einer  Zeit,  wo  man  ge- 
ligt ist,  die  Literatur  zu  vernachlässigen,  seinen  besonderen  Werth;  und 
wir  müssen  es  dem  Herausgeber  Dank  wissen,  dasa  er  sich  der  Arbeit 
unterzogen  hat,  eine  zweite  Auflage  desselben  zu  besorgen.  Diuse  Arbeit 
war  keine  leichte;  denn  es  lag  im  Charakter  des  Buches,  dass  bei  einer 
Nenherausgabe  desselben  Ergänzungen  und  Aenderuugen  aufgenommen  werden 
nnssten,  um  den  Fortschritten,  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
'tionen  in  den  letzten  14  Jahren  gemacht  hat,  Rechnung  zu  tragen.  Der 
Herausgeber  bat  sich  aber  damit  nicht  begnügt,  und  wohl  mit  Recht.  Er 
hat  das  Bnch,  welches  in  deiner  ersten  '^m  Cbaiakter  eines 
Compendiuma,  als  den  einea  iMlpjfr ^^Ktii^wüin- 
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alelit  «mgMffkiitiBt,  80  dttBS  m  annmalur  dem  Stadirend«!  sQoh  sor  Bia- 
ftkniiig  in  dte  Thmd»  der  eO^ptiedieii  FaBotionen  dienen  kann.  Anaserden 
ist  dttsselbe  «^  nad  Ueradt  kal  der  Herausgeber  eine  ftUbfure  Lücke  des 
Bnneper'edieii  Werkes  «augelttUt  —  doreh  eine  Einf&hmng  in  die  Weier* 
etraee'edie  Theotie  der  el^liaelien  Fmietionen  weeentlidi  erweitert  worden. 
Yen  floaeligeii  ^^Oeeereü  Sigimnmgen  imd  Aenderongen  des  Inhaltes  sind 
ainnftlirMi:  Die  ITntenoelinBg  den  elUptisdien  Integrale  swieehen  eomjj^exen 
Qrnisen  nadi  der  DareteUnag  des  Heim  SehUmilohf  die  SchlOmileli- 
edie  Methode  lor  \Bntwklmlai^  der  eUi^ptiadiea  FanetioaeB  in  nnendUche 
Bdhen  nad  Prodaete,  die  Bati^hilaag  dar  eUq^Uaehea  Faaetionen  in  Beiben, 
die  naeh  Potenten  des  ArgamentB  fortedireiten,  die  Bednetion  der  hjper- 
elUptisehea  Ints^^et  Uteiarisdie  Notiaea  über  aeaere  geometriache  Aa- 
weadangea  der  elUptiaehea  Fanetioaea  aad  HiatoriMh-literariaches  Ober 
die  Besiehiuigea  der  Theorie  der  eUip&chen  Faactioaea  zur  höheren  Arith- 
metik and  Algdm.  E.  Jahnkb. 


Xheeiie  dea  Petealiib  aad  ihre  Aaweadaagea  aaf  Elektrostatik  and  Magna- 
tismasi  Toa  B.  M^Tataa«  Aatoriarte  deatsche  Aaq^be  Toa  H.  MASsa. 
Berlin,  l^priiiger,    1890. 

üeber  die  Theorie  dea  PiHatiab  aad  die  Aaweadaagea  derselbea  auf 
die  verschiedensten  Zweige  der  mathematischen  Physik  sind  in  neuerer  Zeit 
eine  Reihe  von  so  Yortrefflichen  Lehrbüchern  erschienen  —  es  sei  nur  an 
die  Namen  Dirichlet,  Clausius,  C.  Neumann,  F.  Neumann,  Betti 
erinnert  — ,  dass  es  für  ein  neu  erscheinendes  nicht  leicht  ist,  denselben 
ebenbürtig  an  die  Seite  zu  treten.  Das  vorliegende  Lehrbuch  besitzt  nun 
in  der  That  so  wesentliche  Vorzüge  vor  den  erwähnten ,  dass  es  Referent 
für  eine  werthvolle  Bereicherung  der  mathematischen  Literatur  hält. 

Im  ersten  Theile  ist  der  Verfasser  bemüht,  eine  allgemeine  Theorie 
des  Potentials  analytisch  strengst  •  möglich  und  deshalb  möglichst  ohne 
Rücksicht  auf  physikalische  Vorstellungen  und  besondere  Anwendungen  zu 
geben.  Es  werden  hier  gewisse  Functionen,  die  in  anderen  Gebieten  der 
mathematischen  Physik  eine  dem  Potential  ähnliche  Rolle  spielen,  so  das 
calonsche  und  das  zweite  Potential,  behandelt  und  mehrere  allgemeine 
Sätze  über  dieselben  abgeleitet,  die  in  anderen  Lehrbüchern  dieser  Art  nicht 
zu  finden  sind.  Als  einen  Mangel  des  vorliegenden  Lehrbuchs  möchte  sich 
Referent  erlauben  zu  bezeichnen,  dass  die  Ableitung  der  Laplace-Poisson- 
schen  Di£ferentialgleichung  nur  nach  Gauss  und  Riemaun  gegeben  wird, 
während  doch  die  hierbei  gemachte  Voraussetzung  einer  stetigen  Dichtigkeits- 
fonction  vom  physikalischen  Standpunkte  aus  unhaltbar  ist.  Allerdings  ist 
auch  der  C laus ius'sche  Beweis  noch  nicht  einwandsfrei ,  immerhin  enthält 
er  eine  Voraussetzung  weniger  als  jene.  Im  Weiteren  ist  der  Beweis,  den 
der  Verfasser  unter  Ausschlnss  physikalischer  Vorstellungen  für  die  Existenz 


gewisser  Functionen  unter  bestimmten  vorgeschriebenen  Bedingungen  giebt, 
nicht  streng,  wie  ja  auch  ein  solcher  bei  den  heutigen  analytischen  Hilfs- 
mitteln wohl  noch  nicht  möglich  ist.  Dagegen  sind  hervorzuheben:  das 
Capitel  Über  die  NiveauSächen.  wo  die  bezUglicben  Lamci'schen  Unter- 
suchungen ihre  Da^)^tellung  finden,  die  Betrachtungen  über  das  Potenttal  in 
krystallisirten  Körpern  und  der  Abschnitt  über  die  Anziehung  verschiedener 
Körper,  welche  von  FlBchen  zweiter  Ordnung  begrenzt  sind. 

Der  zweite  Theil  giebt  die  Anwendungen  der  Potential theoria  auf  Pro- 
bleme der  Elektrostatik  und  des  Magnetismus  in  einer  Vollständigkeit,  wie 
sie  sich  in  keinem  anderen  Lehrbuche  tindet;  doch  sind  nur  solche  Probleme 
ausgewUblt,  welche  nicht  blos  in  analytischer  Beziehung  Interesse  haben. 
Besonders  hervorheben  mtichte  Referent  des  Verfassers  Beweis  für  die  Sta- 
bilität des  Oleichgewichts  der  EleklricitSt  auf  Leitern,  sowie  die  Betrach- 
tungen über  die  Rolle,  welche  die  dielektrischen  Medien  in  der  Elektrostatik 
spielen.  Die  physikalischen  Vorstellungen,  we'che  man  zur  Zelt  Poisson's 
Über  die  Wirkungsweise  der  isolirenden  Körper  hatte ,  haben  in  neuerer  Zeit 
durch  Maxwell  eine  wesentliche  Aendernng  erfahren,  und  der  Yerfassei' 
fUhrt  uns  die  Ideen  des  schottischen  Gelehrten  kritisch  vor.  Ausführlich 
ist  auch  die  Lehre  vom  Magnetismus  behandelt  worden.  Gegen  die  von 
P  0  i  s  s  0  n  gegebene  Theorie  der  magnetischen  Induction  sind  begründete 
Zweifel  erhoben  worden.  Der  Verfasser  giebt  die  neueren  Theorien  der  Ver- 
theilung  des  inducirtea  Magnetismus  im  weichen  Eisen  und  der  ihr  analogen 
elektrischen  Polarisation  der  dielektrischen  Medien  und  scbliesst  deren  An- 
wendung auf  die  Theorie  der  Condensatoren  an,  wie  sie  von  Claasiaa 
gegeben  worden  ist. 

In  einem  kurzen  Anhange  hat  der  Uebersetzer  das  Problem  der  Elek- 
tricitätsvertheilung  auf  zwei  Kugeln  noch  aof  eine  andere  Weise  behandelt, 
als  es  vom  Verfasser  geschehen  ist,  nUmlicb  nach  C.  Neumanp's  Methode, 
„und  zwar  einestheils,  um  diese  auch  bei  vielen  anderen  Problemen  der 
Elektrostatik  und  der  Wärmelehre  mit  Vortheil  lienutzte  Methode  wenigstens 
au  einem  Beispiele  zu  zeigen,  anderentfaeils ,  um  den  Studirenden  auf  die 
Tfaomson'echen  oder  bipolaren  Coordinaten  aufmerksam  zu  machen". 

Das  Buch  liest  sich  gut,  da  es  mit  dem  Dirichlet'schen  Werke  den 
Vorzug  gemein  bat,  gewisse  mathematische  Theorien,  wie  die  Theorie  der 
Kagelfunctionen,  nicht  vorauszusetzen,  sondern  an  geeigneter  Stelle,  soweit 
sie  nöthig,  zu  entwickeln.  E.  Jahmee. 

Zar  Integration  von  DiETeTentialgleichnngen  ertter  Ordnung,  in  welobon 
die  nnabhängige  Veränderliche  explicite  nicht  vorkommt,  durch  ein- 
deutige doppeltperiodisetie  Fanotionen.  tnaugural- Dissertation  von 
EtQEN  Jahkkb.  Halle  a.S,  1889.  Drnek  von  Gebr.  Unger  in  Berlin.  33 S. 
Die  bekannten  drei  functionentheo retischen  Memoiren  der  Herren  Briot 

nnd  Bongtiet  in  tome  XXI  cah,  XXXVI  des  .Tonrnal  polyteehniqne  haben 
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imitt0g0  ikitr  tfufgiBiwiindtHi  Bedeutung  AbUms  in  ciMr  groiBea  AuiU  imi 
fwnimdlüi  AUwibuigwii  gegeben.  Zudtekti  emd  genaimte  Henm  aelbrt 
Mf  #Ni  Q«g«i0tMid  tfaHdKgikommeB,  aadantseits  lüiben  aneli  deatoafce 
Ifalhiiiuitikeri  utar  deaen  Bmt  Fnehs  in  eniar.Iiinia  lo  nennen  isl,  eehr 
weMttttide  Beifaffee  anf  dkeM  QebMe  gelietet 

Beeondert  Oe  dritte  Arbeil:  «HhMire  nur  Finttgistiön  den  öqutieM 
difKrentiettee  an  Boyea  den  fimettens  O^fHqom^  (pBg.  199—254),  welehe 
ein  ee  fondaaieildiNr  OebiUe,  wie  die  eiUpiadien  Fonetionen»  in  die  Tbeorfa 
der  DilittenlMgleidnaigen  hineinM^«  nmeele  ifeh  viele  Viennde  eineibett 
nnd  neber  ftneUiber  erweteen« 

Aneh  die  nne  iferüegende  IMeeertetion  irerdankt  ibre  Bntilebnng  der 
letetgenannien  AMiandhHqf.  Wibiend  aber  die  oben  erwibnlen  Antaten 
ibre  üntemdMuigen  nnte  «nen  ftmeBenenlheeretieeben  Oeeiehtq^onkt 
flfbran,  irenniebl  Herr  Dr.  Jnbnke  die  gleidmi  BeenHaite  anf  einem  dgefam- 
ieeben  W^ge  sn  gewinnen^ 

Nnn  wird  man  niefat  lesAennen,  daee  die  DeäntteUnng  der  HÜlien 
Briot  nnd  Benqnet,  namenflieb  wie  eie  eieh  aneb  in  ibrer  aTbterie  des 
fonefioae  donUemenl  pteiodiqnee^  nnd  nTbterie  dee  fenetions  elliptiqQei* 
fiadeli  die  eigmtttleh  moderne  iat  Indeeeen  bat  der  Herr  Yerfaeeer  geaeigti 
daee  die  betrdibnden  Beeottale  aadi  dnrob  eeine  Meibode  in  llberaidillieber 
Weise  erBcbloesen  werchn  klbinei,  bisweilen  in  etwas  vwiaderts^  Anfmnaader- 
folge.  Der  sehr  interessante  Gegenstand ,  sowie  die  gefWige  Bearbeitung 
macht  die  Dissertation  recht  lesenswerth. 

Das  in  Frage  kommende  Problem  besteht  bekanntlich  darin ,  zn  unter- 
suchen ,  unter  welchen  Bedingungen  der  Di£ferentialgleichung 

in  der  die  f  ganze  rationale  Functionen  von  nur  einer  Veränderlichen  be- 
deuten, eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  genügen.  —  Es  werden 
zwei  Systeme  von  Bedingungsgleichungen  gefunden,  welche  die  Coefficienten /" 
in  bestimmter  Weise  beschränken.  Nachdem  /q  ==  1  gesetzt ,  was  statthaft 
ist,  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  die  fg^  ganze  rationale  Functionen  sein 
müssen;  welche  den  2^^^"^^  Grad  nicht  übersteigen. 

Specielle  Fälle,  wie  sie  die  Herren  Briot  und  Bouquet  und  Herr 
Fuchs,  resp.  dessen  Schüler  Herr  Baschke  (vergl.  Acta  Mathematica, 
14:  1,  pag.  31)  behandelten,  besonders  Fälle,  in  denen  die  vorgelegte 
Di£ferentialgleichung  trinomisch  und  binomisch  ist,  erledigt  der  Verfasser 
in  sehr  ansprechender  Weise,  und  er  findet  durch  seine  Methode  nicht 
minder  leicht,  welche  besonderen  Werthe  den  Zahlen  m  und  Qt  zukommen, 
damit  die  Di£ferentialgleichung  überhaupt  vorhanden  ist. 

Es  dürfte  nicht  unangemessen  sein ,  zu  untersuchen ,  inwieweit  man  bei 
^naJoger  Fragestellung  auf  dem  algebraischen  Wege  vordringen  kann ,  wenn 
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man  statt  der  elliptischen  Transcendenten  die  Abel'schen  zn  Grunde  legt. 
Fttr  solche  Zwecke  sei  die  methodisch  interessante  Schrift  bestens  em- 
pfohlen. YT.  Heymann. 


Sulla  risultanta  di  un*  ennioa  e  di  una  onbica.  Memoira  del  Dr.  Ebnbsto 
Pasoal.    Napoliy  Benedetto  Pellerano.     1887. 

Clebsch  gab  im  58.  Bande  von  Cr  eile's  J.  und  später  in  seiner 
Theorie  der  binären  Formen  die  symbolische  Darstellung  der  Resultante 
einer  binären  Form  n^'  Ordnung  mit  einer  quadratischen.  Auf  Grund  der 
dort  befolgten  Methode  löst  der  Verfasser  dieselbe  Aufgabe  für  die  Formen 

(P=a,'=jJ-r'  =  '--— l>*.g*.r,   und   /•=a,"  =  6x"  =  c,"  =  .-. 

Die  Resultante  erscheint  zunächst  als  Prodnct  der  Substitutionen  von  p,, 
—  p^  etc.  f(ir  die  Unbekannte  in  f: 

JB  =  (ap)«.(6g)«.(cr)«, 

oder  nach  Vornahme  aller  möglichen  Permutationen  der  a,  &,  c  und  darnach 
folgender  Addition  der  Ausdrücke 

6 Ä  =  (ap)" .  (6  ^)" .  (er)"  +  (6jp)«  {cqY  (a r)"  +  •  • .  +  (6jp)«  (a q^ {er)'' 

=  f*i"  +  f*8"  +  f*6" +  /*«"  + i«*"  +  f'e"- 
C^i-\-t  geht  aus  fij  durch  eine  einfache  Permutation  hervor.  Es  handelt  sich 
nun  darum,  statt  der  p,  q^  r  symbolische  Coefficient^n  von  <2>  einzuführen. 
Für  die  Bildungen  8,  K^  Q  bei  Clebsch  treten  ganz  analoge  auf,  doch 
wachsen  die  Schwierigkeiten  mit  der  grossem  Anzahl  yon  Permutationen, 
d.  h.  der  fij  erheblich,  so  dass  die  Arbeit  einen  bemerkenswerthen  Fort- 
schritt bezeichnet.  Charakteristisch  für  das  Endresultat  ist  es,  dass  in  dem- 
selben nicht  die  Fälle  eines  geraden  oder  ungeraden  unterschieden  zu  werden 
brauchen,  wie  es  nothwendig  ist,  wenn  <P  eine  quadratische  Form  ist.  Voll- 
ständig hingeschrieben  werden  die  Resultanten  fürn  =  2,  3,  4;  für  n  =  2 
natürlich  übereinstimmend  mit  dem  Resultate  von  Clebsch. 

Hannover.  C.  Rodbnbbro. 

Oeometria  projettiva.  Lezioni  di  Fbrdinando  Aschieri,  Professore  nella 
Universit^  di  Pavia.  Seconda  6dizione  con  aggiunte  e  correzioni. 
132  figure  intercalate  nel  testo.     Milano,  Ulrico  Hoepli.     1888. 

Die  baldige  Nothwendigkeit  einer  zweiten  Auflage  zeugt  von  der  guten 
Aufnahme,  welche  das  Werk  von  Seiten  des  Publicums  gefunden  hat. 

Als  wesentlichste  der  vorgenommenen  Erweiterungen  seien  vorweg  ge- 
nannt: die  Erzeugung  der  Flächen  zweiten  Grades  durch  reciproke  Strahlen- 
bflndel,  —  die  Collinearität  und  Reciprocität  der  Räume,  insbesondere  hier- 
bei die  Betrachtung  von  zwei  solchen  collinearen  Räumen,  deren  ei^ 
entsprechendes  Tetraeder  mehrere  anendlich  nahe  Ecken  beeittt, 

Hlit-Ut.  Abthlg.  d.  Z«itoohr.  t  Math.  n.  Fhyi.  ZXXV,  0.  Vt 
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hienMis  entspringenden  besonderen  Constniotionen,  welche  Bertini  in  des 
,Bendioonti  dell*  Istiinto  Lombardo  (serie  2a,  vol.  20,  üblsc.  14— 15)**  ge- 
geben hai,  —  femer  die  Enengang  der  Baumcarren  dritter  Ordnnng  darch 
iwei  projectiTe  Bflndel.  Ein  korser  Abschnitt  bringt  das  Wesentlichste  au 
der  Theorie  der  quadratischen  Verwandtschaften  nebst  einigen  Anwendungen, 
z.  B.  die  Gonstmction  des  Erllmmnngskreises  in  einem  Pankte  einer  Gorre 
zweiter  Ordnung.  Ein  Abriss  der  Theorie  der  Complexe  und  Congruensen 
ersten  Grades  bildet  den  Schlnss  des  Werkes. 

Die  Definition  der  sechs  Orundgebilde  und  ihre  Beziehung  auf  ein- 
ander darch  die  «Fundamentaloperationen*  des  Projidrens  und 
Schneidens  bildet,  wie  im  Beje'schen  Buche,  den  Ausgangspunkt  der 
Untersuchungen.  Erfreulich  ist  die  einheitliche  Bezeichnung  der  Punkte 
durch  grosse  lateinische,  der  Ctoraden  durch  kleine  lateinische,  der  Ebenen 
durch  kleine  griechische,  der  Bftume  durch  grosse  gpriechisciie  Buchstaben. 
Sehr  wünschenswerth  wftre  die  Durchführung  dieser  zweckmässigen  und 
schon  vielfach  benutzten  Bezeichnungsweise  in  allen  neu  erscheinenden  geo- 
metrischen Werken. 

Das  zweite  Capitel  trSgt  an  der  Spitze  die  folgende  Definition  der 
Projectirität:  „Zwei  Grundgebilde  der  ersten  Stufe  sind  projeetiT,  wenn  sie 
durch  eine  endliche  Anzahl  Ton  Fundamentaloperationen  in  einander  Aber- 
geführt  werden  können.**  Dann  wird  zur  Construction  harmonischer  Ge- 
bilde geschritten  und  gezeigt,  dass  solche  Gebilde  stets  projectiv  sind.  Der 
strenge  Nachweis  des  Stau dt'ächen  Fundamentalsatzes  der  ProjectivitSt  war 
bekanntlich  vor  einigen  Jahren  Gegenstand  einer  Reihe  von  Aufsätzen  in 
Fachzeitschriften.  Der  Verfasser  scliliesst  sich  dem  von  R.  de  Paolis  in 
seiner  Arbeit:  Sui  fondamenti  della  Geometria  projettiva  (R.  Acc.  dei  Lincei 
1880/81)  befolgten  Gedankengange  an:  unter  der  Annahme  von  drei  Ele- 
menten eines  Grundgebildes  der  ersten  Stufe  wird  nachgewiesen,  dass  man 
durch  successive  Construction  vierter  harmonischer  Elemente  zu  jedem  vor- 
gegebenen Element  mit  beliebiger  Annäherung  gelangen  kann.  Daraus  folgt 
danu;  dass  zwei  Grundgebilde  identisch  sind,  wenn  dieselben  so  auf  ein- 
ander bezogen  sind,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen  Gebildes 
vier  harmonische  des  anderen  entsprechen  und  drei  Elemente  mit  ihren  ent- 
sprechenden zusammenfallen.  Aber  weiter  folgt,  dass  zwei  derartig  auf 
einander  bezogene  Grundgebilde  projectiv  sind  und  endlich,  dass  zwei  pro- 
jective  Grundgebilde  durch  Angabe  von  drei  Paaren  entsprechender  Elemente 
bestimmt  sind. 

Die  Construction  der,  zu  gegebenen  Elementen  entsprechenden  Elemente 
geht  jetzt  in  üblicher,  einfacher  Weise  vor  sich.  Durch  specielle  projective 
Gebilde  werden  Kreise  erzeugt,  welche  sofort  gelegentlich  der  Erörterung 
involutoriscber  Grundgebilde  zur  Bestimmung  der  Doppelelemente  benutzt 
werden. 
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Bei  der  Besprechung  metrischer  Eigenschaften  von  projectiven  Grand, 
gebilden  wird  der  Staudt'sche  Fundamentalsatz  noch  einmal  mit  Hilfe  von 
Doppel  Verhältnissen  begi*ündet,  und  eine  solche  Begründung  darf  auch  in 
einem  Lehrbuche  nicht  fehlen,  möchte  vielmehr  an  die  Spitze  gestellt 
werden ,  da  die  Schwierigkeiten ,  welche  mit  der  strengen  rein  geometrischen 
Beweisführung  verbunden  sind,  dem  Anfänger  kaum  überwindbar  sein  dürften. 

Das  vierte  Capitel  bringt  die  centrische  CoUineation  mit  ihren  Special- 
föllen:  Affinität,  Aehnlichkeit,  die  verschiedenen  Symmetrien  und  Congruenz. 

Im  fünften  Capitel  werden  dann  die  Erzeugnisse  projectiver  Grund- 
gebilde, die  Curven  und  Regeischaaren  zweiter  Ordnung  untersucht,  nament- 
lich auch  ihre  Focaleigenschaften  abgeleitet.  Die  projective  Beziehung  dieser 
„Elementargebilde''  zweiter  Ordnung  führt  darauf  im  sechsten  Abschnitt  zu 
den  Curven  und  Regeischaaren  dritter  und  vierter  Ordnung.  Alles  geschieht 
natürlich  unter  Trennung  des  ganzen  Gebietes  in  zwei  Hälften  nach  dem 
Principe  der  Dualität. 

Damit  ist  ein  vorläufiger  Abschluss  erzielt  und  es  werden  nun  im 
siebenten  Capitel  imaginäre  Elemente  eingeführt.  Der  Inhalt  des  Capitels 
ist  im  Wesentlichen  eine  Wiedergabe  der  schönen  Untersuchungen  Segre's 
in  den  beiden  Arbeiten  „Note  sur  les  homographies  binaires  et  leurs 
faisceaux",  Eronecker'sJ.  Bd.  100  S.  317  flg.,  und  „Le  coppie  di  elementi 
imaginari^,  Mem.  deH'Acc.  di  Torino  T.  38.  Die  Grundlage  bildet  der 
Begriff  des  Productes  zweier  Projectivitäten  (Homographien).  Ist  eine 
Homographie  P,  gegeben  durch  die  Elementen  paare  ÄÄ^y  BB^^  0C^\ 
P,  durch  ^judg,  B^B^y  ^1^2?  •••-Pr  durch  Ar~\Ary  Br^xBry  Cr—\Cr^  so 
wird  die  durch   die  Paare  AAr^  BBr^  CCr  gegebene  Homographie  P  als 

P^^o^^c*  p^p  p  p        p 

bezeichnet.  P~^  ist  die  zu  P  inverse  Homographie.  Zwei  gegebene  Homo- 
graphien P,  Q  sind  harmonisch,  wenn  die  Gleichung  P~*g=  Q^^P  besteht; 
jedes  Product  stellt  dann  eine  Involution  dar.  Also  mit  anderen  Worten: 
ist  P  gegeben  durch  die  Paare  My  M\y  M^M'^^  M^M\  und  Q  durch  M^M'\^ 
M^M'\^  M^M'\^  so  sind  M\M'\y  M\M"2^  M\M!\  Paare  einer  Involution. 
Zu  einer  gegebenen  Homographie  giebt  es  eine  einzige  Involution,  die 
«Doppelinvolution  ^  /,  welche  jene  Homographie  in  sich  selbst  transformirt. 
Besitzt  die  Homographie  Doppelelemente;  so  sind  diese  auch  die  Doppcl- 
elemente von  (7.  Nun  wird  als  Paar  imaginärer  Elemente  eine  elliptische 
Involution  gesetzt  und  definirt:  Zwei  Paare  von  Elementen  trennen  sich 
harmonisch,  wenn  ihre  Repräsentanten,  die  Involutionen,  nach  der  oben 
ansgesprochenen  Definition  harmonisch  sind.  Dann  folgt,  dass  eine  Homo- 
graphie imaginäre  Doppelelemente  hat,  wenn  ihre  Doppelinvolution  elliptisch 
ist;  and  man  kann  endlich  allgemein  sagen,  dass  vereinigte  projective 
Grandgebilde  entweder  zwei  reelle  getrennte  oder  vereinigte  oder  zwei  ima« 

ginäre  Doppelelemente  haben. 

VI* 
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Ai  ^TQ  dieser  Untersuch  du  gen  werden  dann  ConstructioneD  der 
Kegels<  E    i  imaginSren  Etomenten  durchgenihrt. 

Ea  »n  ie  eingangs  genannten  Capitel  über  FIScben  zweiter  Ord- 
aatig  n  iurven  dritter  Ordnung.    Dio  betgftgebenen  Fignren  125  bis 

129  Sil  3tark  verzeichnet. 

Die  ung  der  (|uadrati8Cben  Verwandtschaft  mag  hier  kurz  Bldxzirt 

werden.  2wei  t  jenen  a,  o,  werden  znnächdt  rcciprok  aufeioauder  bezogen; 
dann  wird  in  o  na  Strahl enbüschel  S,  in  ö,  ein  zu  S  projectivea  Büschel  S' 
angenommen.  ünem  Punkte  X  von  a  entspricht  dann  vermöge  der  reci- 
proken  Beziehung  eine  Gerade  x,  in  a^ ,  andererseits  entspricht  dem  Strahle 
SXin  S  ein  Strahl  S'X'  in  S',  wo  X'  der  Schnittpunkt  von  «,  und  S'X' 
sein  soll.  Damit  ist  jedem  Punkte  X  oder  einer  Ebene  ein  Punkt  X'  der 
anderen  zngeordnet,  und,  wie  sofort  erhellt,  entspricht  jeder  Geraden  ein 
Kegelschnitt,  d.  h.  die  begründete  Verwandtschaft  ist  eine  qnadratiscbe. 
S  nnd  S'  sind  Fiindamentalpunkte ,  der  Nachweis  der  beiden  weiteren  in 
jeder  Ebene  ist  einfach.  In  analoger  Weise  wird  auch  die  quadratische  Ver- 
wandtacbaft  im  ßaiime  behandelt. 

Die  letzten  Capitel,  welche  der  Lini<pgeometrie  angeboren,   gehen  bis 

!□  den  Begriffen  des  BUscbels  und  Netzes  von  Compleien  erster   Ordnung. 

1  Erzeugnisa  von  zwei  projectiven  Büscheln  oder  zwei  reciproken  Netaen 

wird    als  Complex    zweiter   Ordnung    erkannt,    ohne    weiter    untersucht   lu 

werden. 

Das  Werk  reiht  sich  den  vorhandenen  gnten  Lehrbüchern  in  würdiger 
Weise  au. 

HaiiiiOT«r.  G.  Bodenbbbq. 


Einleitong  in  die  aUgemeiD«  Theorio  der  krummeii  Flftohen.    Von  Dr. 
•toHAüinu  Khoblauoh,  Privatdocent  a.  d.  üuiversitst  Berlin.    Leipzig 
1888,  B.  G.  Teabner. 
In   der  vorliegenden  sehr  werthvollen  Schrift  wird  die  Untersuchung 
der  FlBchen  im  Wesentlichen  unter  Anwendung  der  Gauss'schen  krumm- 
linigen Coordinaten  dnrchgefBhrt,  doch  gelangen  manche  Resultate  auch  in 
cartesiscben  Coordinaten  zum  Ansdmck. 

Der  erste  Abschnitt  enthSIt  üntersachungen  einer  Plfiche  in  der  Nsbs 
eines  gegebenen  Punktes,  also  die  Bestimmung  der  Tangentialebene,  der 
KrUmmnug  ebener  Schnitte  nnd  die  Ableitung  der  hierauf  bezüglichen  S&tie 
von  Hensnier  nnd  Euler.  Als  Beispiele  znr  allgsmeinen  Theorie  werden 
hier  sowohl  wie  spBter  die  FlSchen  zweiter  Ordnung  behandelt  Oaa  Ganss- 
sche  Erflmmungsmaaaa  wird  in  verschiedenen  Formen  dargestellt  und  seine 
ünverSnderlichkeit  bei  einer  blossen  Biegung  der  Fl&che  anf  zwei  Weisen 
'bgewiesen. 
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Im  zweiten  Abschnitte  werden  besondere  Curvensysteme,  wie  sie  die 
Haupttangenten-  oder  Asymptotencurven  und  die  Erümmungslinien  bieten, 
betrachtet  und  die  Yortheile,  welche  die  Fläcbengleichung  unter  Benutzung 
jener  Linien  als  Coordinatensjsteme  gewährt,  ausgenutzt  Schliesslich  ge- 
langen die  beiden  orthogonalen  Systeme,  das  Polar-  und  das  Parallelcoordi- 
natensystem  geodätischer  Linien  zur  Anwendung. 

Der  Umstand,  dass  die  beiden  wichtigen  GrOssen:  1.  das  Quadrat  des 
Linienelementes  ds^,  2.  der  Quotient  dieses  Quadrats  mit  dem  Krttmmungs- 

halbmesser  eines  Normalschnittes,  nämlich  — >  durch  Ausdrücke  der  Form 

9 

«11  du^  +  ^ai%dudv  +  af^  dv^ 
gegeben  sind,  giebt  Veranlassung  zur  eingehenden  Untersuchung  dieser 
binären  Difierentialformen ,  im  Wesentlichen  auf  Grund  der  fundamentalen 
Arbeiten  von  Christoffel.  Durch  den  Nachweis  des  GansB*schen  KrUm- 
mungsmaasses  als  absolute  Invariante  ergiebt  sich  ein  weiterer  Beweis  für 
die  Unveränderlichkeit  dieser  GrOsse  bei  einer  Biegung  der  Fläche.  Es  folgt 
die  wichtige  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie  auf  die  „Weingar ten- 
schen  Flächen*,  bei  welchen  in  jedem  Punkte  jede  der  beiden  Inyarianten 

— I —  und  9    mit   q.    und   q^  als  Hauptkrflmmungshalbmesser,    eine 

Qi      9t  9i  9% 

Function  der  andern  ist,  —  Flächen,  Ton  denen  die  Minimalflächen  und 
Flächen  constanter  Krümmung  specielle  Arten  sind.  Anwendongen  anderer 
Natar  sind  die  Bestimmungen  von  Reihen  solcher  Curvenscbaaren,  ans  denen, 
wie  früher,  durch  jeden  Flächenpunkt  eine  einzige  Corre  jeder  Sehaar  geht, 
und  zwar  unter  Erfüllung  der  Forderung,  dass  die  CntTentangenten  in  jedem 
Ereuzungspunkte  eine  gegebene  inyariante  Eigenschaft  besitzen.  Krümmongs- 
linien  und  Asymptotencurven  z.  B.  sind  vier  Reihen  oder  besser  zwei  Beihen- 
paarei  deren  Tangenten  in  jedem  Kreuzungspnnkte  sich  harmoniseh  trennen  und 
wo  überdies  die  Tangenten  des  ersten  Paares  aufeinander  senkreeht  stehen. 
Zu  drei  Reihen  kann,  kurz  ausgedrückt,  ,die  vierte  harmonisebe  gesucht 
werden;  drei  Reihenpaare  können  eine  Involution  bilden  eie. 

Im  vierten  Abschnitte  wird  eine  Fliehe  in  Verbindung  mit  anderen  ans 
ihr  ableitbaren  nniersncht;  insbesondere  in  Verbindung  mit  ihrer  Evolute, 
wie  zweekmässig  die  zweimäntelige  Fläche  der  Haoptkrümmungshalbmesser 
bezeichnet  wird.  Für  die  Weingarten'scfaen  Fläeben  gilt  insbeeondere  der 
von  demselben  Autor  herrührende  umkehrbu^  Satz:  Di«  Evoluten  aJier 
Flieben,  bei  denen  auf  gleiche  Weise  in  jedem  Punkte  der  one  Hauplkrüm' 
mnngsradius  allein  durch  den  andern  beifiimmt  i^t,  tind  anfeimoder  ab* 
wiekelbar.  Mit  einer  Evolute  wird  »»dahieitükh  6mm  ganze  ßysten  der  zu- 
gehörigen  FaraUelfläeben  betradstet 

Der  fünfte  und  letzte  Abschnitt  «Dtliält  die  allgemeiiie  Thteom  der 
Conren  aof  emar  gegebenen  Fläche.     Vorbereitend  für  das  gpitepe  werden 
Frenetischen  Bezi^rbungen  zwii>chen  den  Kicbtungen  der  'Jang^sni«,  der 
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MallKmiittito»  iiirf«r  4«ie»JKiRr  Vii«ii8  in  mnim.Iäm»  m  aeniieii  isl,  «ekr 
neMittidift  Aritiig«  ^  ümm  tfliWgta  gdkfctfc . 

S6Bimd«r»  iM^  4ritt#^Ai^  yKtaMh«  aar  ?iiitigi9*«m  dm  öqomtfaMtt 
diflSrentielles  aiiiiflffeK  dm  fimctteBi  eU^illqiim«  (jftig.  199-^%i),  w«Mo 
^  8d  fanitettiilri»  QeblMe»  1^  in  dlnTlieoxie 

te  Difteittliii%lfliAMg«n  U  mh  nele  Vieuide  mpwUm 

nnd  riater  ftndiibit  erirabmu 

AuA  äiB  tmma^i9geia^  imdankt  ilm  Intüituig  dar 

totttgefiaiiaisn  AUiuiffittg«  Wlbrend  ^Aior  die  ob«i  BimfOrnkm  Anteren 
ihre  ITnteisndMuigen  nsleir  dnem  fwMlinMiAedfelMhan  €eiiflUqpnnkt 
näumkfW^müiMk  Hopr  Ita^vlshttkedi^gleidmi  Bwnlteto  «nf  «neot  dgnfai»- 
ifotott  Weg»  in 'gewiaaini^ 

Nnn  mrird  sitt  aifliit  ^igctauiM,  da«  din  DaärMeUnng  dar  SMIni 
Briot  nnd  B#nqaa4,  mmMiäiiA  wie  aia  aiah  aneh  in  ihrer  ,Th6i»m  das 
ianattana  donttanaatl  p6riodiq[Qaa^  nnd  „Thtaria  daa  fimetiona  eltipiiqaBB* 
tttdeli  di#*  «IgiBttäleli  «MidarM  lit  BMhaaan  hat  der  Herr  Terfaaaerigaiaigti 
daaa  die  be«rdbndaai  Baanltala  aadh  durch  eeine  MeSiede  ki  lOmid^Uber 
Weiae  exaeUoaaen  werdoi  k^tonaffi  biaw^en  in  etwas  v^inderief  Anfeieaadtt- 
folge.  Der  sehr  interessante  Gegenstand ,  sowie  die  gefällige  Bearbeitung 
macht  die  Dissertation  recht  lesenswerth. 

Das  in  Frage  kommende  Problem  besteht  bekanntlich  darin ,  zn  unter- 
suchen ,  unter  welchen  Bedingungen  der  Differentialgleichung 

in  der  die  f  ganze  rationale  Functionen  von  nur  einer  Veränderlichen  be- 
deuten, eindeutige  doppeltp«riodische  Functionen  genügen.  —  Es  werden 
zwei  Systeme  von  Bedingungsgleichungen  gefunden ,  welche  die  Coefficienten  f 
in  bestimmter  Weise  beschränken.  Nachdem  /^  ==  1  gesetzt ,  was  statthaft 
ist,  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  die  fg  ganze  rationale  Functionen  sein 
müssen;  welche  den  2^^^^^  Grad  nicht  übersteigen. 

Specielle  Fälle,  wie  sie  die  Herren  Briot  und  Bouquet  und  Herr 
Fuchs,  resp.  dessen  Schüler  Herr  Baschke  (vergl.  Acta  Mathematica, 
14:  1,  pag.  31)  behandelten,  besonders  Fälle,  in  denen  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  trinomisch  und  binomisch  ist,  erledigt  der  Verfasser 
in  sehr  ansprechender  Weise,  und  er  findet  durch  seine  Methode  nicht 
minder  leicht,  welche  besonderen  Werthe  den  Zahlen  m  und  Qt  zukommen, 
damit  die  Differentialgleichung  überhaupt  vorhanden  ist. 

Es  dürfte  nicht  unangemessen  sein ,  zn  untersuchen ,  inwieweit  man  bei 
analoger  Fragestellung  auf  dem  algebraischen  Wege  vordringen  kann ,  wenn 
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man  statt  der  elliptischen  Transcendenten  die  AbeTschen  zu  Grunde  legt. 
Fttr  solche  Zwecke  sei  die  methodisch  interessante  Schrift  bestens  em- 
pföhlen. Y^.  Hbymann. 

Sulla  risultanta  di  un*  ennioa  e  di  una  onbioa.  Memoira  del  Dr.  Ebnbsto 
Pasoal.    Napoliy  Benedetto  Pellerano.     1887. 

Clebsch  gab  im  58.  Bande  von  Crelle's  J.  und  später  in  seiner 
Theorie  der  binären  Formen  die  symbolische  Darstellung  der  Besultante 
einer  binären  Form  n^'  Ordnung  mit  einer  quadratischen.  Auf  Grund  der 
dort  befolgten  Methode  löst  der  Verfasser  dieselbe  Aufgabe  für  die  Formen 

(P=a«8=jJ^«  =  ...==|),.g,.r,   und   /'s=a,"  =  6,"  =  C:r"  =  ••• 
Die  Besultante  erscheint  zunächst  als  Product  der  Substitutionen  von  p,, 
—  Pf  etc.  f(ir  die  Unbekannte  in  fi 

JB  =  (ap)«.(6g)«.(cr)", 

oder  nach  Vornahme  aller  möglichen  Permutationen  der  a,  h^  c  und  darnach 
folgender  Addition  der  Ausdrücke 

6ä  =  (ap)".  {hq)*.  {cry  +  (l»jp)" (cg)"(ar)"  + ...  +  (6i))"(ag)«(cr)« 

=  f*i"  +  f^"  +  f*6" +  /*«"  + i«*"  +  f'e"- 
lii^i  geht  aus  in  durch  eine  einfache  Permutation  hervor.  Es  handelt  sich 
nun  darum,  statt  der  Py  q^  r  symbolische  Coefficient'Cn  von  0  einzuführen. 
Für  die  Bildungen  8^  K^  Q  bei  Clebsch  treten  ganz  analoge  auf,  doch 
wachsen  die  Schwierigkeiten  mit  der  grossem  Anzahl  von  Permutationen, 
d.  h.  der  fi{  erheblich,  so  dass  die  Arbeit  einen  bemerkenswerthen  Fort- 
schritt bezeichnet.  Charakteristisch  für  das  Endresultat  ist  es,  dass  in  dem- 
selben nicht  die  Fälle  eines  geraden  oder  ungeraden  unterschieden  zu  werden 
brauchen I  wie  es  nothwendig  ist,  wenn  O  eine  quadratische  Form  ist.  Voll- 
ständig hingeschrieben  werden  die  Besultanten  fürn  =  2,  3,  4;  für  n  =  2 
natürlich  übereinstimmend  mit  dem  Besultate  von  Clebsch. 

HannoYer.  C.  Bodbnbbro. 

Oeometria  projettiva.  Lezioni  di  Fbrdimando  Aschibri,  Professore  nella 
Universit^  di  Pavia.  Seconda  6dizione  con  aggiunte  e  correzioni. 
132  figure  intercalate  nel  testo.     Milano,  Ulrico  Hoepli.     1888. 

Die  baldige  Nothwendigkeit  einer  zweiten  Auflage  zeugt  von  der  guten 
Aufnahme,  welche  das  Werk  von  Seiten  des  Pnblicums  gefunden  hat. 

Als  wesentlichste  der  vorgenommenen  Erweiterungen  seien  vorweg  ge- 
nannt: die  Erzeugung  der  Flächen  zweiten  Grades  durch  reciproke  Strahlen- 
bflndel,  —  die  CoUinearität  und  Beciprocität  der  Bäume,  insbesondere  hier- 
bei die  Betrachtung  von  zwei  solchen  coUinearen  Bäumen ,  deren  sich  selbst- 
entsprechendes Tetraeder  mehrere  unendlich  nahe  Ecken  besitzt,  sowie  die 
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Ueber  die  Systeme  derjenigen  Kegelsolmitte,  die  eine 
bioironlare  Curve  vierter  Ordnung  viermal  berühren.* 

Von 

Dr.  phil.  Otto  Richter 

in  Lelpsig. 


Hierzu  Taf.  I— IV. 


Torbemerknngen. 

In  meiner  Arbeit  über  die  Kreisfasspanktcnrven^  ist  unter  anderen 
Sätzen  auch  der  folgende  enthalten: 

„Es  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  K  gegeben,  auf  ihm  zwei 
Oegenpunkte  (Endpunkte  eines  Durchmessers)  E  und  F.  Eine  Ellipse  Qy 
für  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Halbaxen  gleich  dem  Durchmesser 
2q  des  Kreises  ist,  bewege  sich  so,  dass  ihre  Axen  beständig  durch  E 
bez.  F  gehen  (so  dass  ihr  Mittelpunkt  den  Kreis  selbst  durchläuft).  Dann 
wird  ihre  Peripherie  beständig  durch  einen  festen  Punkt  D  auf  der  Geraden 
EF  gehen  und  eine  Kreisfusspunktcurve  einhüllen,  deren  Doppelpunkt  D 
ist.  Die  Berührungspunkte  werden  von  gleichseitigen  Hyperbeln  durch  die 
Brennpunkte  der  Eingehüllten  ausgeschnitten. '^ 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  ist  leicht  rein  synthetisch  zu  führen.  Nimmt 
man  bei  jener  Bewegung  der  Ellipse  als  Veränderliche  den  Winkel  q>^  wel- 
chen die  durch  E  gehende  Ellipsenaxe  mit  EF  bildet,  so  lässt  sich  der 
Beweis  auch  analytisch  geben,  indem  man  aus  der  Gleichung  der  Ellipse 
und  ihres  Differentialquotienten  nach  9  diese  Veränderliche  eliminirt.  Bei 
dem  Versuche,  diese  Bechnung  wirklich  durchzuführen,  bemerkte  ich,  dass 
sich  eine  weit  allgemeinere  Bewegung  mit  denselben  Mitteln  ohne  Schwie- 
rigkeit verfolgen  lässt,  wobei  nicht  mehr  eine  Ejreisfusspunktcurve,  sondern 
eine  allgemeine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  eingehüllt 
wird.  Jene  Verallgemeinerung  beruht  erstens  darauf,  dass  man  auch  die 
Hyperbeln  in  den  Kreis  der  Betrachtungen  zieht,  sodann  aber  vor  allen 
Dingen  darin,  dass  man  den  Kegelschnitt  0  nicht  mehr  constant  lässt,  son- 


*  S.  die  Berichte,  d.  KOnigl.  s&chs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  1890,  Sitzung  vom 
18.  Januar. 

**  Vergl.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  84  S.  888  fLgg, 

ZelUohr.  f.  Math.  n.  Physik.   XXXV.  Jahrg.    SappL  1 
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dem  feetaetit,  Beine  Halbazen  a,  h  seien  bei  der  Bewegung  nach  folgendem 
Geeetie  Terlnderlioh; 


wob«  nnter  a,  /I,  l,  t  Constanten  sa  Tentehen  sind.  Alle  Eegelacbnitte 
eines  solchen  BTstemes  sind  einander  fthnlieh.  Hienn  ist  sn  bemerken, 
dass  ioh  dab«,  wie  es  liblieh  ist,  solehe  K^gelsehnitte  fthnlieh  nenne,  deren 
Asjmpiotensjsteme  eongment  sind,  b«  reellen  Hyperbeln  also  ohne  Hfick- 
sioht  darauf,  in  welchen  Asjmptotenfiddem  sie  liegen. 

Die  Ergebnisse,  die  hier  fllr  die  bioireolaren  Corren  vierter  Ordnung 
abgeleitet  sind,  ttbertcagen  sieh  mit  Hilfo  einer  CoUineation  natflrlich  anf 
die  allgemeinen  Gurren  vierter  Ordnung  70m  Geschleohte  1. 

Von  den  15  eigentliehen  Bystraien  viermal  berfihrender  Kegelschnitte 
bei  einer  gegebenen  Cmnre  vierter  Ordnung  vom  Gesohlechte  1  sind  hier  nur 
swOlf  behandelt,  von  denen  jedes  vier  Dqppdtangenten  oder  iwei  Doppel- 
tangentenpaare  enthilt,  und  die  ttberdies  paarweise  so  susammengehOren, 
dass  je  swei  dieselben  vier  Doppeltangenten  enthalten.  Aehnliche  Sfttze 
bestehen  bekaantlioh  für  die  Gurven  vierter  Ordnung  vom  Geschleohte  2  und  3. 

In  dem  besondem  FUle  der  Gurven  vom  Geschleohte  1  ist  es  mir  ge- 
lungen, diese  nBystempaare"  noch  durch  eine  andere  umkehrbare  projecti- 
visehe  Besiehung  su  kennseiehnen  (s.  unten),  und  ohne  Zweifel  werden  Shn« 
liche  Benehungen  swisehen  susammengehOrenden  Systemen  auch  bei  Gurven 
höheren  Ranges  nachsuweisen  sein. 

Was  die  drei  noch  fibrigen  Systeme  betrifiPl,  so  sind  sie  für  den 
Fall,  wo  die  Curve  in  zwei  Kegelschnitte  zerftllt,  iSngst  bekannt;*  einige 
Sfttze,  die  neu  zu  sein  scheinen,  sind  darüber  im  Anschlüsse  an  das  Bei- 
spiel vom  Kreispaare  mitgetheilt  Aber  auch  bei  einer  beliebigen  Cnrve 
vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  1  ist  es  leicht,  sich  eine  genaue  Vorstellung 
davon  zu  machen.  Ich  tboile  hier  blos  die  Ergebnisse  mit:  Eines  von  diesen 
drei  Systemen  enthält  fünf  zerfallende  Kegelschnitte,  nämlich  die 
vier  Doppeltangenienpaare  und  die  doppelt  gezählte  Verbin- 
dungslinie der  Doppelpunkte.  Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte 
dieses  Systemes  erfüllen  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten. 
Diese  zerfftllt  in  die  Verbindungsgerade  der  Doppelpunkte  der 
gegebenen  Curve  und  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt. Von  den  beiden  anderen  Systemen  bat  jedes  vier  zerfallende 
Kegelschnitte,  nämlich  zwei  Paare  von  Doppeltangenten  und 
zwei  Paare  von  den  Tangenten,  die  von  den  Doppelpunkten 
aus  sich  an  die  Curve  ziehen  lassen;  in  jedem  bilden  die  Mittel- 
punkte der  Kegelschnitte  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten. 


*  Salmon-  Fiedler,  Aoal^titche  Geometrie  der  Kegelschnitte,  4.  Aufl  S.423. 
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Was  nau  die  im  Folgenden  behandelten  oben  genannten  zwölf  Be- 
rührkegelscbnittssysteme  betrifft,  so  mög^ii  die  Ergebnisse  für  eine 
bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  6  vom  Gescblechte  1  ausgesprochen,  kurz 
zusammengestellt  werden.  Dabei  ist  die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  eines 
Systemes  mit  Z ,  ein  einzelner  Kegelschnitt  darin  mit  Q  oder  Q^  bezeichnet. 

Die  Kegelschnitte  Q  des  Sjstemes  Z  haben  folgende  Eigenschaften: 

1.  Die  Axen  aller  Kegelschnitte  Q  gehen  durch  zwei  feste 
Punkte  JEJ,  F. 

2.  Polglich  erfüllen  ihre  Mittelpunkte  denjenigen  Kreis  Ä, 
von  dem  EF  ein  Durchmesser  ist,  den  „Mittelpunktskreis  des 
Systemes  Z*'. 

3.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  9  ist  die  Mitte  desjeni. 
gen  Vierecks,  das  von  den  Doppelbrennpunkten  der  Curve  G 
gebildet  wird. 

4.  Alle  Kegelschnitte  Q  sind  einander  ähnlich. 

Im  Kreise  9  Ittsst  sich  noch  ein  anderer  Durchmesser  E'F'  ziehen, 
mit  Beziehung  auf  den  das  System  Z  folgende  Eigenschaft  hat: 

5.  Je  zwei  Kegelschnitte  0,  deren  Mittelpunkte  symme- 
trisch mit  Beziehung  auf  E'F'  liegen,  sind  congruent. 

Auch  kann  man  Z  als  ans  Kegelschnittspaaren  Q^  Q^  zusammen- 
gesetzt betrachten;  es  sollen  nämlich  zwei  Kegelschnitte  &,  Q^  einander  zu- 
geordnet werden,  deren  Mittelpunkte  Enden  eines  Durchmessers  von  $  sind. 
Je  zwei  solche  Kegelschnitte  sind  parallelaxig,  so  dass  ihre  Schnittpunkte 
ein  Kreisviereck  bilden.     Dann  gilt: 

6.  Die  allen  diesen  Kreisvierecken  umgeschriebenen  Kreise 
fallen  mit  einander  zusammen.  Der  so  bestimmte  Kreis  soll  der 
Schnittpunktskreis  des  Systemes  Z  heissen.  Sein  Mittelpunkt  M 
liegt  auf  der  Geraden  EF. 

7.  Durch  die  acht  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts- 
paares (),  Ol  kann  eine  gleichseitige  Hyperbel  Q  gelegt  werden. 
Alle  diese  Hyperbeln  (entsprechend  den  verschiedenen  Kegelschnitts - 
paaren)  sind  concentrisch  und  bilden  ein  Büschel,  dessen  Grund- 
punkte Brennpunkte  der  Curve  S  sind.  Der  gemeinsame  Mittel- 
punkt der  Hyperbeln  Q  mag  O  heissen;  er  liegt  auf  der  Ge- 
raden EF. 

8.  jEJ,  F;  Gy  M  sind  harmonische  Punkte. 

9.  In  dem  Systeme  Z  befinden  sich  auch  zwei  zerfallende, 
aus  je  zwei  Doppeltangenten  von  €  zusammengesetzte  Kegel- 
schnitte, deren  Mittelpunkte  zufolge  5.  symmetrisch  zu  ein- 
ander mit  Beziehung  auf  E'F  liegen.  ' 

10.  Ausserdem  enthält  das  System  Z  noch  zwei  andere  zer- 
fallende Kegelschnitte,  die  aber  nicht  ans  eigentlichen  Dop- 

1* 
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peltangenten,  sondern  aus  Tangenten  an  die  Carve  von  den 
Doppelpunkten  aus  bestehen.  Die  gegenseitigen  Schnittpunkte 
dieser  zwei  zerfallenden  Kegelschnitte  sind  die  in  7.  genann- 
ten Brennpunkte. 

11.  Die  Frage  nach  dem  Orte  entsprechender  Punkte  der 
einander  ähnlichen  Kegelschnitte  Q  führt  auf  eine  bicirculare 
Curye  vierter  Ordnung  TT  vom  Geschlechte  Null,  die  die  ge- 
gebene Curve  (E  ebenfalls  viermal  berührt  Die  Berührungs- 
punkte der  Curven  TT  werden  auch  durch  ein  Kegelschnitts- 
büschel  bestimmt,  und  ihre  Doppelpunkte  erfüllen  den  Kreis  ff. 

12.  Andererseits  erhält  man  als  Antwort  auf  die  Frage, 
welche  Curve  von  entsprechenden  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte Q  eingehüllt  wird:  ein  Kegelschnitte)',  der  die  Curve 
(S  wiederum  viermal  berührt.  Alle  diese  neuen  Kegelschnitte 
Q'  bilden  ein  System  Z'  von  derselben  Art  wie  Z,  d.  h.  ihre 
Axen  gehen  durch  zwei  feste  Punkte,  und  zwar  durch  E'  und 
F\  so  dass  ihr  Mittelpunktskreis  mit  dem  von  Z'  zusammen- 
fällt; und  alle  Kegelschnitte  Q'  sind  einander  ähnlich.  Je 
zwei  Kegelschnitte  Q'  sind  congruent,  deren  Mittelpunkte  sym- 
metrisch in  Beziehung  auf  EF  liegen.  Ein  System  entspre- 
chender Tangenten  der  Kegelschnitte  Q'  hüllt  einen  Kegel- 
schnitt 0  ein.  Die  beiden  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Sy- 
stemes  Z' liefern  dieselben  Doppeltangenten  wie  die  des  Syste- 
mes  Z.  Deshalb  sind  zwei  solche  Systeme  Z,  Z',  die  sich  gegenseitig  entspre- 
chen, ein  Systempaar  oder  zwei  zu  einander  conjugirte  Systeme 
genannt  worden. 

13.  Die  Polarencurve  eines  gegebenen  Punktes  Z  in  Be- 
ziehung auf  das  System  Z,  d.  h.  der  Ort  der  Polaren  von  Z  mit 
Beziehung  auf  die  Kegelschnitte  Q,  ist  ein  Kegelschnitt  3-  Die 
Polcurve  dagegen,  d.  h.  der  Ort  der  Pole  einer  gegebenen  ge- 
raden Linie  mit  Beziehung  auf  die  Kegelschnitte  Q,  ist  eine 
circulare  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte. 

Eine  gegebene  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  6  wird  nun,  ent- 
sprechend dem  Umstände,  dass  ihre  vier  Paare  Doppeltangenten  sechs  Com- 
binationen  zu  je  zweien  zulassen,  von  sechs  Paaren  conjugirter  Systeme  oder 
also  von  zwölf  einzelnen  Systemen  ähnlicher  viermal  berührender  Kegel- 
schnitte eingehüllt,  deren  Mittelpunkte  auf  concentrischen  Kreisen  liegen. 
Dabei  ergeben  sich  mehrere  Sätze  über  die  Lage  der  gegenseitigen  Schnitt- 
punkte und  der  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten. 

Es  sind  auch  Paare  zusammenfallender  conjugirter  Systeme 
möglich  (Doppelsysteme),  d.  h.  Systeme,  die  sich  selbst  conjugirt  sind,  so 
dass  entsprechende  Tangenten  der  Kegelschnitte  des  Systemes  einen  Kegel- 
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schnitt  deaselben  8yst«mes  einhallen.  In  dieser  Hinsicht  habe  ich  den 
folgeucIeD  Satz  bewiesen: 

Wird  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnnng  von  einem 
Systeme  Z  eingehüllt,  das  sich  Melbat  conjugirt  ist,  so  zerfällt 
sie  nothwendig  in  zwei  Kreise.  Jedes  Kreispaar  aber  wird 
Ton  zwei  solchen  Doppelsystemen  eingehüllt. 

Schliesslich  habe  ich  die  Theorie  noch  auf  die  circularen  Curven 
dritter  Ordnung  ausgedehnt.  Jede  solche  Curve  wird  von  sechs  Paa- 
ren eonjugirter  Parabelsysteroe  eingehüllt,  indem  jede  Parabel  die 
Curve  dreimal  berUbrt  In  jedem  einzelnen  Systeme  laufen  die  Aseu  aller 
Parabeln  durch  einen  Punkt;  und  in  jedem  Systeme  kommt  eine  zerfallende 
Parabel  vor,  die  aus  zwei  von  den  vier  Tangenten  besteht,  welche  an  die 
Corve  parallel  ihrer  reellen  Asymptot«  gelegt  werden  können.  Zwei  con- 
jugirte  Farabelsyateme  enthalten  dieselbe  zerfallende  Parabel.  Die  sechs 
Systempaare  entaprecbeu  daun  den  Uombtnationen  jener  vier  Tangenten  za 

I  Paaren.  Ein  Parabelsystem,  das  sich  selbst  conjugirt  ist,  hüllt  eine  in 
einen  Kreis  und  eine  Gerade  zerfallende  Curve  ein ,  nnd  jede  derartige  Curve 
wird  von  zwei  solchen  Parabel  Systemen  erzeugt. 
Die  einzelnen  Ergebnisse  für  die  allgemeinen  Curven  vierter  Ordnung 
vom  Geschlecht«  1  auszusprechen,  habe  ich  unterlassen;  nur  die  haaptstlch- 
lichsten  Ergebnisse,  die  sich  auf  die  Doppeltangenten  beziehen,  sind 
nEich  jener  Richtung  bin  verallgemeinert  worden. 
Im  Anschlüsse  an  die  Theorie  sind  in  dieser  Abhandlung  mehrere  be- 
sonders ausgezeichnete  Beispiele  ausfuhrlicher  bebandelt  worden,  nSmüch 
die  Cassini'ache  Curve,  die  Mittelpunktefusspunktcurve  des 
Kegelschnittes,  die  Cartesische  Curve,  die  aus  zwei  Kreisen 
bestehende  Curve  {das  Kreispaai);  ferner  die  verallgemeinerte 
CIssoide,  sowie  die  in  eine  Gerade  und  einen  Kreis  zerfallende 
Curve.  Diese  Beispiele  betreffen  also  die  bekanntesten  Curven  höherer 
Ordnung.  Einige  von  den  hierbei  eich  ergebenden  Sätzen  sind  bereits  (wenn 
schon  in  anderem  Zusammenhange')  in  der  Arbeit  über  die  Kreisfasspunkt- 
curven  enthalten,  ^iich  für  den  besonderen  Fall  der  Kegelschnitte 
selbst  sind  die  entsprechenden  Sätze  angegeben.  Dabei  gelangt  man  z.  B. 
zu  dem  folgenden  Satze:  Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  nnd  ein  ihm 
umgeschriebenes  gleichschenkliges  Dreieck.  Dann  wird  die 
Spitze  des  letzteren  und  der  Berührungspunkt  seiner  Grund- 
linie mit  den  vier  Brennpunkten  des  Kegelschnittes  anf  einer 
(gleichseitigen)  Hyperbel  liegen,  —  Insbesondere  werfen  anch  die  Er- 
gebnisse, die  bei  der  Behandlung  des  Kreispaares  gewonnen  wurden ,  auf 
manche  bekannte  Elementarsatze  neues  Licht  —  Die  Behandlung  der  bicircu- 
laren  Curven  vierter  Ordnung  vom  Gesehlechte  Null  (d.h.  der  allgemei- 
nen Pusspnnktourven  der  KegeUohnitte)  muss  einem  besonderen 
Anfsatie  vorbehalten  bleiben.     Bei  dieBen  Cnrrea  ndnolion  mh  die  »wOlf 
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Systeme  anf  nur  drei;  es  scheiden  nämlich  acht  Systeme  ans,  weil  ihre 
Kegelschnitte  dnrch  den  neugebildeten  Doppelpunkt  hindurchlaufen,  und 
überdies  geht  ein  System  in  das  Büschel  der  doppeltgezfthlten  Geraden  durch 
jenen  Doppelpunkt  über. 


Erster  Abschnitt. 
Die  allgemeinen  bicircalaren  GorTen  yierter  Ordnung^ 

g  L  Das  Kegelsohnittssystem  Z. 

Ein  der  Grösse,  aber  nicht  der  Gestalt  nach  verftnderlicher  Mittel- 
punktskegelschnitt  bewege  sich  so,  dass  die  eine  Axe  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  jEJ,  die  andere  durch  den  gegebenen  Punkt  F  läuft  (Taf.  I 
Fig.  1  u.  2  a).  Die  Mitte  von  EF  oder  der  Mittelpunkt  des  Kreises  5^,  auf 
dem  sich  dann  der  Mittelpunkt  Q  des  Kegelschnittes  bewegt,  heisse  K.  Die- 
jenige Axe  des  Kegelschnittes,  die  (bez.  deren  Verlängerung)  durchs  geht, 
sei  ihrer  Länge  nach  mit  2a  bezeichnet,  die  andere  mit  25;  der  Winkel 
QEK  sei  ^=9),  mithin  LQICF=2<p.  Den  Halbmesser  des  Kreises  nenne  ich 
Q  {^KE=KF).    Dabei  mögen  folgende  Abkürzungen  festgehalten  werden: 

2)  2^  =  0,    co8(p^%,    sin(p^c\ 

3)  ±0*  =  ^,    ±6*  =  ^; 

und  es  sollen  a,  h  dem  Gesetze  1)  unterworfen  sein,  welches  sich  zufolge 
2)  und  3)  so  schreiben  lässt: 

4)  ^  =  A(l—  ;i  CO50  -  T  sin<i>),    5  =  B(l—  A  cos<i>  —  t  ^nO), 
wenn 

5)  ±a2  =  A,     ±j3«  =  B;     0^=? 

gesetzt  wird.  A  und  5,  ebenso  wie  A  und  B,  können  hierbei  bald  positiv, 
bald  negativ  sein,  und  die  Formeln  3)  und  5)  sind  so  zu  verstehen,  dass 
a*  und  6*  die  absoluten  Werthe  von  A  und  B  bedeuten  sollen,  ebenso 
ö*  und  ^  die  absoluten  Werthe  von  A  und  B.* 

Es  sei  K  (Taf.  I  Fig.  1)  der  Nullpunkt  eines  Coordinatensystemes ,  und 
zwar  KF  die  rc-  Axe ,  der  dazu  senkrechte  Strahl  in  demjenigen  Halbkreise, 
in  dem  0  zwischen  0  und  n  liegt,  die  y-Axe.  In  irgend  einer  Lage  des 
Kegelschnittes  sei  Q  der  Anfang  eines  Coordinatensystemes  x\  y\  und  zwar 
sei  F(i  die  Richtung  der  a;"-Axe,  Fi^  die  der  y"-Axe  (Fig.  1). 

Setzt  man  noch 

6)  a;x-|-ya  =  Z,     «a  — yx=r, 

80  hat  man  die  üebergangsgleichungen : 

7) a;"=X-^x,     /=-(r-|-p0). 

*  Als  die  gegebenen  Constanten  betrachte  ich  hiernach  bis  auf  Weitere« 
9y  A,  B,  i,  T. 
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Im  Coordinatensjsteme  {x\  y")  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
nach  den  obigen  Festsetzungen: 

Die  Bedeutung  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  leicht  ntther  ermitteln. 
Setzt  man  nämlich  fest,  dass  unter  allen  Umständen  ^a  den  absoluten  Werth 
von  y^^  +  ^  bedeuten  soll,  was  durch  einen  Schlussstrich  an  dem  Wurzel- 
zeichen angedeutet  werden  mag: 

9)  "  ^^^/irp^; 

bestimmt  man  den  Winkel  ¥  oder  2^  durch  die  Gleichungen: 

10)  l^-^cos'V,    r  =  f4mY,    <^V  =  y,    Y  =  2ifi, 

und  gebraucht  eine  Abkürzung  für  den  Ausdruck  1  — Aco50  — t^0: 

11)  1-X(»50-T«n0  =  e, 

so  erhält  man 

12)  e=l-^C(w(0-Y). 

Die  Punkte ,  auf  welche  E  und  F  zu  liegen  kommen  wttrden ,  falls  man  den 
Durchmesser  EF  um  den  Winkel  ¥  in  der  positiven  Drehungsrichtung* 
drehen  würde,  mögen  E'  und  F'  heissen.  Alsdann  sagt  die  Gleichung 
12)  aus: 

Je  zwei  Kegelschnitte  des  Sjstemes  Z,  deren  Mittelpunkte 
gleichweit  von  E*  (oder,  was  dasselbe  ist,  von  F')  abstehen, 
sind  congruent.  Der  Mittelpunkt  des  kleinsten  Kegelschnittes  ist  stets 
F\  der  des  grOssten  E'  (Taf.  I  Fig.  2a);  für  sie  hat  man 

eik=l  — ^,  bez.  0^=1  +  ^; 

13)  aik  =  a(l«^),    a^=a(l  +  ^); 

6*  =  /J(l-^),    6^=/J(l  +  f*); 

insbesondere  hat  man  für  die  beiden   „mittleren**  Kegelschnitte,    deren 

Mittelpunkte  E^   f0  =  Y— -^j  und  ^^(0  =  ^+^)    von  dem  Lothe  in 

K  auf  E'F'  ausgeschnitten  werden, 

14)  6^=1,     am'-^a,     6«  =  /3. 

Für  zwei  beliebige  parallelaxige  Kegelschnitte  (deren  Mittelpunkte  Q,  Q^ 
also  Gegenpunkte  im  Kreise  tt  sind)  erhält  man  die  Beziehung** 

15)  i(0  +  Öi)  =  l'  nämlich  0  =  l-^öO5(0-Y),  61=  l  +  ^öO5(0- MO- 

Die  Formeln  14)  und  15)  geben  über  die  geometrische  Bedeutung  von 
a  und  ß  Aufschluss: 

*  D.  h.  in  der  Richtung,  in  welcher  man  die  positive  d;- Axe  um  den  Winkel 

—  drehen  müsste,  damit  sie  mit  der  positiven  y-Axe  zusammenfiele. 

**  Die  Asymptoten  zweier  solcher  Kegelschnitte  stehen  paarweise  auf  ein« 
ander  senkrecht. 


^^^1  Unter  den  Paaren  parallelaxigor  Kegelschnitte,  »ai  wel- 
'  cfaen  man  sich  das  System  1.  znaammengesetzt  denken  ksBB» 
giebt  es  eines  und  aar  eines,  da?  „mittlere",  für  welche«  die 
beiden  Kegelschnitte  congrnent  sind,  nämlich  dasjenige,  dea- 
sen  Mittelpunkte  mit  den  Mittelpunkten  des  grSsaten  uad 
kleinsten  Kegelschnittes  IE',F')  ein  Quadrat  bilden;  die  Halb- 
szen  dieser  mittleren  Kegelschnitte  sind  a  und  ß.     Fttr  si«  ist 

16)  (p*„==-i-. 

Zufolge  7)  und  8)  wird  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  im  Cowdi- 
natensystema  {x.y)  sein: 
od„.„h4)  BlX-,,)-  +  AiY+,,y  =  An 

17)  B(X-t«)"  +  A(r+eo)'  =  AB(l-Jo)s*-r.i«<l>). 
auHgerechnet: 

i'(A»'  +  Bx')-2.,>,«(A-B)  +  s'(Ax«  +  B«') 
18«)  +2i8(Ao'-Bk')-2,vb>o{A  +  B) 

+  P{Aö*+ Bk»)  -  AB{1 -i  cos*  -  I  s»*i(D)=  0 
«"[(A+B)-(A-B)«»»] 
—  2iey(A-B)si«*  J 

lSb)+5'[(A  +  B)  +  (A-B)co»»J  I 

,  _        +2i(.[(A-B)-(A  +  B)ra!*|-2,,f(A+B).<i»iI> 
it      +Pl(A  +  B)-(A-B)ci>»»l-2AB(l-»<»5l>-'si»<l>)  =  a 
Die  Differantiatioii  von  17)  n&oh  ip  ei^ebt: 
19)  B(I-t«)(r-,«)-A(X+fi.)(r+fci)  =  AB(-»rf)iit>  +  .i»!«). 
Hnltiplicirt  mau  die  Oleicbnng  17)  mit  (F— po),   19)  mit  (X— ^x) 
nnd  sabtnliirt,  dftnn  17)  mit  (X+^x),  19)  mit  (F+pe)  und  addirt,  so 
erhslt  man  folgende  iwei  Oleiobnngen: 

[(»+,)«-yxjk-B[(«-(.)»-!r»]  +  B.[(i-,)x-,o]  =  0, 
Kl-f)x  +  if.]k-At(»+,)»+,.l  +  A.[(i+p)cI+yx]  =  0, 
wo 

k=I>+j,>-,' 

iet.  Diese  beiden  Oleichnngen  sind  aber  homogen  nnd  linear  in  x  nnd  a, 
eo  daes  sich  die  VerSnderliche  tp  ohne  Weiteres  eliminiren  lasst.  Man  erbKlt 
als  Gleichung  der  eingehollten  Cnrre  €  (mit  Weglassnng  des  gemeinsamen 


Factors  k): 
20a) 


(if+y'-t')' 
-»■(A(l-l)  +  B(l  +  i)] 
+  2i»(A-B)t 
-»■[Ad  +  D  +  Bd-Dl 
-2.,[A(l-l)-Ba+l)l  +  2,,(A  +  B). 
+  AB(l-^')-f'(A(l-»)  +  B(l+i)l  =  0 
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-rr»[(A+B)-(A-B)Ä  +  2P] 
+  2a:y(A-B)T 
^  -yM(A+B)  +  (A-B);i  +  2Pl 

-2a;p[(A-B)-(A+B)A]  +  2yp(A+B)r 

+  AB(1  -  fi»)  -  P[(A+B)  -  (A-  B)A]  +  P«  =  0. 

Die  Gleichung  19)  stellt  eine  gleichseitige  Hyperbel  $  dar,  welche 
die  Berührpunkte  des  zum  Winkel  g>  gehörigen  Kegelschnittes  ausschneidet. 

Sie  schneidet  aber  offenbar  auch  die  Berührpunkte  des  Kegelschnittes  9  —  -^ 

jt 
aus,   da  ihre  Gleichung  ungeändert  bleibt,  wenn  man  darin  q>  mit  q>—'^ 

vertauscht.     Die  letztere  kann  man  auch  schreiben: 

(rr*— y*)  sin<t>  —  2xy  cos<t>  +  2(x  sin<t>  —  y  cos<t>) .  q  -t—q 

^^^  +P5in0-2^r^(Asm<|)-TCO5<|))  =  O. 

A  — B 

(Vergl.  Taf.I  Fig.  2a.)  Im  Falle  A  =  t  =  0  (also  f*  =0)  und  nur  in  diesem 
Falle  enthält  die  Hyperbel  zugleich  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kegel- 
schnitte, deren  Berührpunkte  sie  ausschneidet;  dann  ist  die  Eingehüllte  eine 
Cartesische  Curve,  die  später  ausführlich  behandelt  wird  (11.  Abschnitt). 
Im  Allgemeinen  aber  enthält  nur  diejenige  Hyperbel  ^m?   für 

welche  tg^=Y  ^^^*  ^^®  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  deren 

Berührpunkte  sie  ausschneidet.  Zufolge  10)  sind  diese  der  grösste 
und  kleinste  Kegelschnitt  (vergl.  S.  7  u.  Taf.  I  Fig.  2a).  Femer  er- 
kennt man  aus  Gl.  21),  dass  die  Asymptoten  der  Hyperbel  Q  den  Axen  der 
beiden  Kegelschnitte  <l>  und  O  — ts  (deren  Berübrpunkte  sie  ausschneidet) 
parallel  sind;  diese  zwei  Kegelschnitte  selbst  sind  parallelaxig.  Dazu 
kommt  aber  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft.  Die  in  Rede  stehende 
gleichseitige  Hyperbel  $  läuft  nämlich  durch  die  vier  Schnittpunkte  je 
zweier  Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkte  gleichweit  von  Q 
(oder  von  Q|)  entfernt  sind,  um  dies  zu  zeigen,  seien  Qs  und  Q^s 
zwei  solche  Punkte  auf  dem  Kreise  JT,  dass  LQsKQ  =  LQ^$KQ=^25^ 
also  LQ^EQ=^LQ^^EQ=»S  ist,  so  sind  nach  18b)  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte  des  Systemes  Z,  deren  Mittelpunkte  Qs  und  Q^$  sind: 

rr«  [(A  +  B)  -  (A  -  B)  cos{<t>  ±26)] 
-2rry(A-B)«n(<|)  +  2^j 
+  yM(A+B)  +  (A-B)co5(<l)  +  2d)] 

+  2a;p[(A-B)-(A  +  B)co5(<l)±2«)]-2yp(A  +  B)«n(<|)  +  2d) 
+  P[(A+B)-(A-B)co5(<l)±2«)]-2AB[l-XöO5(0±2^)-TÄin(<|)±2d)]  =  O. 

Subtrabirt  man  aber  die  hierdurch  dargesteUten  swei  Gleichungen  ven  ein- 
ander, so  erhält  man  in  der  Tbrt»  al  i^Aioeinsamen  Factor 
(A— ß)nn24,  die  Gleichong  ton 
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Uteröäcli  XMin  "man  den  Satz  anfsprechen: 

Die  BerOhrpunkte  zweier  parallelaziger  Kegelschnitte  Q,  Qi 
des  Systeraes  Z  werden  von  einer  Hyperbel  Q  ausgeschnitten, 
deren  Asymptoten  den  Aien  der  beiden  Kegelschnitte  parallel 
sind  nnd  welche  der  Ort  der  Schnittpunkte  je  zweier  Kegel- 
schnitte des  Systemes  Z  ist,  deren  Mittelpunkte  symmetrisch 
zu  einander  in  Beziehung  anf  QQ^  liegen. 

Insbesondere  geht  die  Hyperbel  ^  durch  die  Schnittpunkte  zweier  an- 
endlich  wenig  von  dem  Kegelschnitte  Q  oder  Q^  hetderseitä  abweichenden 
Kegelschnitte,  d.  b.  eben  durch  die  Berülirpunkte  dieser  Kegelschnitte;  an- 
derergeita  aber  durch  die  Schnittpunkte  derjenigen  Kegelschnitte,  deren 
Mittelpunkte  Q^,  Q^  mit  Q  nnd  4  ein  Quadrat  bilden  (Taf.  I  Fig.  1), 
deren  Aien  also  nm  -^  gegen  die  Axen  der  Kegelschnitte  Q,  $,  geneigt  sind. 

Durch  alle  diese  Beziehungen  wird  man  Oberhaupt  darauf  geführt,  das 
System  E  nicht  mehr  als  aus  einzelnen  Kegelschnitten  Q,  sondern  als  aus 
KegelacbnittBpaaren  Q,  Q^  zusammengesetzt  zu  betrachten.  Dann  liegt 
es  z.  B.  sehr  nahe,  nach  dem  Orte  der  Scbnittpankte  zu  fragen,  welche  die 
Kegelschnitte  dieser  Paare  gemein  haben.  Diese  Schnittpunkts  Vierecke  sind 
bekanntlich  Kreisviereoke,  weil  die  beiden  Kegel  sc  bnitte  eines  jeden  Paares 
parallelaxig  sind;  vergl.  weiter  S.  \\. 

Um  die  Hyperbeln  ^  zu  nntersuchen,  führen  wir  ein  neues  Coordinaten- 
system  (|,  i;)  ein,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  G  der  Hyperbel  ^ 
[31)]  ist    Die  £- Aze  habe  dieselbe  Biohtnng  wie  die  «-Axe;  setzt  man  dann 

22)  «■={+*,    y  =  *i. 

wobei  h  die  Absoisse  des  Hyperbelmittelpnnktes  Q  im  Draprtliig- 
licben  Systeme  (x,  y)  bedentet,  so  moss  man  k  durch  die  Qleichnog 
A  +  B 
*A^ 
bestimmen.     Dann  nird  die  Gleichang  dei  Hyperbel  $: 
AB   rr  -iP    .,\ 


24«)  (?-■)■)  »i««- 2 
oder 


»=- 


i^I  0080— 2^ 


+  »)ji«* 


lötM* 


]=0 


24b)    [(P-,')-2^£]™.<l>_2[i,-j^.]«»»-0, 


wobei 

gesetzt  wurde.  " 

Die  Form  24  b)  der  Hyperbelgleicbung  zeigt, 
dass  die  sSmmtlioben  Hyperbeln  ^  ein  Hyper- 
belbtlschel  bilden;  denn  jede  solche  Hyperbel 
geht  dnroh  die  Tier  Schnittpunkte,  der,  beiden  be- 
Bonderea  Hyperbeln 
25)      ?-,.=  2^t,    1,  =  ^.. 


—   u   - 


Die  vier  Grnndpunkte  des  Bfischels  bestimmen  sich  dann  ans  diesen  Gleich- 
ungen folgendermassen : 


27) 


1  1?4=-iy8. 


Hierbei  ist  zufolge  26)  das  Vorzeichen  von  17  so  zu  bestimmen,  dass  das 

AB 
Product  I17  das  Vorzeichen  von  ^ — ^t  hat;  also  z.  B.  bei  i^i  ist  das  posi- 

A  —  D 

AB 

tive  Vorzeichen  zu  nehmen,  wenn   7 — =x  eine  positive  GrOsse  ist.     Die 

A— B 

Wurzeln  selbst  bedeuten  nur  absolute  Werthe,  wie  durch  den  Schluss- 
strich angedeutet  ist.  —  Die  beiden  Grundpunkte  1  und  2  mögen  mit  H 

AB 

und  /  bezeichnet  werden;  sie  sind  reell,  wenn  -^ — 5^^  ^^^     Diebeiden 

anderen  Grandpunkte  seien  H^^  /|. 

Die  Gestalt  der  von  den  vier  Punkten  27)  gebildeten  Figur  erhält  man, 

wenn  man  in  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  (r«  9)  vier  Punkte 

durch  die  Gleichungen 

fri  =  -rt  =  <^;         1^8=     lf4  =  0i 
Ui=      ^  =  0;         \|,,==-t,^  =  »d 

bestimmt  (i  =  ^—  l).  Diese  Figur,  welche  in  der  Folge  fortwährend  vor- 
kommt, nenne  ich,  um  mich  kurz  ausdrücken  zu  können,  ein  hyperbo- 
lisches Quadrat,  weil  eben  jeder  ihr  umgeschriebene  Kegelschnitt  eine 
(gleichseitige)  Hyperbel  ist.  Man  pflegt  darin  die  beiden  imaginären 
Punkte  als  „An  ti  punkte^  der  reellen  Ecken  oder  umgekehrt  zu  bezeichnen. 
Für  das  hyperbolische  Quadrat  27)  ist 


28) 


d  =  //ata]|5|>^^T^ 


2AB 
A-B 


Ehe  wir  diese  Betrachtungen  weiter  verfolgen,  möge  erst  die  S.  10 
angeregte  Frage  nach  dem  Orte  der  Kreisvierecke  erledigt  werden,  welche 
die  Schnittpunktssysteme  parallelaxiger  Kegelschnitte  Q,  Qi  darstellen,    Ver- 

tauscht  man  in  18)  q>  mit  9  — -o'  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittfis  O  * 

*'  a!»(Ax»  +  B(j»)  +  2a;yx(i(A-B)  +  y»(A<i»  +  Bj(») 

+  P(A*»  +  Btf»)-AB(l+X«»0  +  tm0)  =  O. 

Dnroh  Addition  dieser  Gleichung  imd  18)  erhfllt  man  die  von  q>  gans 
unabh&ngige  Ereisgleiehmig: 


29) 


/    .     A-B V 
i'  +  *Ä+B.' 


*R 


A+B 


1=0. 


■RIHF-        H 

1 

^^TlrifcaajstriTiSffeiäsM  «egt  aof  ^  »ai«  ™a  bat  ai.  iS 

^ 

To",                            '=-'S^- 

H          DicBen  Kreia  bezeichne  ich  karz  als  Schnittpunktskreis  desSystemeB 

1 

■          Z*     Sein  Halbmesser  ist  nscb  29)  und  30) 

P       ">               '=/,^.'*+«-^- 

Dabei  ist  auf  Grnnd  von  23)  und  30) 

Afc  =  p». 

' 

Map  kann  also  den  Satz  aneapreclien : 

Die  Kreisvierecke,    in    welchen   sich  je  zwei    paralleUiigo 

Kegelschnitte  0,  C>,  deB  Systemes  Z  schneiden,  sind  einem nnd  dem- 

■elben   Kreiae   eingeschrieben.      Der   Mittelpnnkt  G  des   die  Be 

rührpunkte    ausacbneidenden     HyperbelbUschelB,    der    Mittel- 

punkt M  dieses  Kreises  und   die  Punkte  E,  F  sind  bamoniaclie 

■             Pnnkte,  nnd  zwar  E,  F  einerseits,  (7,  M  andererseits  einander 

K          sDgeordnet. 

■                 Für  den  Winkel  %.  welchen  die  Hyperbel  §  in  einem  der  beiden  reellen 

m           Grundpunkte  27)  mit  der  x-Axe  bildet,  erhKlt  man  zufolge  24a) 

^ 

wenn  |,  t]  die  Coordinaten  des  genannten  Punktes  bedenten.  Nennt  man 
daher  den  Winkel,  den  die  Garade  von  diesem  nach  ff  (etwa /ff,  wenü  H 
and  J  reell  sind,  vergl.  8.  11  n.  Taf.  I  Fig.  3)  mit  der  x-Axe  bildet,  9, 
so  hat  man  wegen  t&9=  — 

32)  ^z  =  ^(<t>-»). 

In  den  reellen  Grnodpnnkten  sind  demnach  zwei  zn  den  Win- 
keln (t>i,  0,  gebSrende  Hyperbeln  nnter  dem  Winkel  *t>,  —  (^, 
gegen  einander  geneigt,  also  unter  demselben  Winkel,  wel- 
chen die  Halbmesser  OjJ*,  Q^K  mit  einander  bilden,  wenn  (), ,  Q^ 
die  Mittelpunkte  der  zu  <t>,,<t>,  gebSrenden  Regelschnitte  sind. 

Die  Gerade  EFQKM  nenne  ich  die  Aze  des  Systeme»  Z. 

Scbliesalicb  mag  noch  die  Frage  beantwortet  werden:  Welche  Cnrre 
wird  von  den  ScbnittpunktsTierecken  je  zweier  congrnenter  Kegel- 
schnitte Q  gebildet?     Setzt  man  znr  Abkürzung 


■  Ebenso  mOf^e  der  Krei*  It.  weil  er  die  Mitt«lpnnkte  der  Kegelsdinitte  Q  ent- 
halt, Hittelpunktikreii  des  Systemes  ^heiisen  (■.  die  Fig.  S.  10).  Veber  di« 
geometrische  Bedeatnng  Ton  Jf  ■■  S  0. 


I 

I 

I 


18b)  di-;  Gleichung  eines  Kegelschnittes  Q  schreiben: 

s*)  — 2a;yM5m*+j*(A  +  Mcös(I))     i 

+  2re(M-Acos<l)}-2yeAn>i4>  1=0. 

+  P(A  -  M  cös<Ii)  -  (A*  —  M')  (1  - 1  cos  *  -  T  B)«*)  I 

Bildet  man  nnn  die  Oleichung  ftlr  den  damit  congtuenten  Kegelschnitt, 
indem  man  statt  *I>  als  Variable  den  Winkel  0  von  EQ  gegen  E' F'  ein- 
führt (ao  dass  zwei  congniente  Kegelschnitte  durch  entgegengesetzt  gleiche 
Werthe  von  0  gekennzeichnet  sind),  und  zieht  beide  Gleichangen  von  ein- 
ander ab,  so  ergiebt  sich  nach  Weglassung  des  gemeinsamen  Factors  sinO 
als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

j>)T-2.j,l  +  2f^  (.,-,!)  + P.  =  0, 

das  ist  die  Hyperbel  ^„,  von  der  damit  bewiesen  ist,  dass  sie  die  Schnitt- 
punkte der  „mittleren"  (zugleich  parallelaiigen)  congruenten  Kegel- 
schnitte |ebenao  wie  die  Berührungspunkte  der  Kegelschnitte  E\  F'  (d.  h- 
die  Schnittpunkte  der  zwei  Paare  zusammenfallender  cougruentcr  Ke- 
gelschnitte)] enthält.     Also: 

Je  zwei  congruente  Kegelschnitte  des  System  es  Z  schneiden 
sich  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  £i„. 

Dass  dieser  Satz  als  besonderer  Fall  des  Satzes  8.  10  erscheint,  ist 
sei bstverstSnd lieh.  Es  mag  aber  hier  noch  auf  einige  Umstände  hingewie- 
sen werden.  Z.B.  ergiebt  sich,  dass  die  folgenden  vier  Kegelschnitte:  die 
beiden  „mittleren"  Kegelschnitte  (£„,  F„),  der  Schnittpuukts- 
kreia  (M)  und  die  gleichseitige  Hyperbel  ^mi  oin  Büschel  bilden; 
denn  die  „mittleren"  Kegelschnitte  sind  zugleich  congruent  und  parallelaxig. 
Ferner  ist  schon  in  den  Vorbemerkungen  erw&hnt  worden,  dass  sich  unt«r 
den  Kegelschnitten  Q  a»ch  zwei  Paare  zerfallender  Kegelschnitte  befinden, 
die  in  den  folgenden  Paragraphen  auafUhrlich  bebandelt  sind;  dass  die  Mit- 
telpunkte des  einen  Paares  die  Kieispunkte  im  unendlichen  sind,  und  die  des 
andern  symmetrisch  in  Beziehung  auf  E'F'  Hegen,  d.  h,  dass  dieses  zweite 
(wirkliebe  Doppel tangenten  liefernde)  Paar  zu  den  Paaren  congruenter 
Kegelschnitte  gehört,  Hieraus  folgt,  dass  die  vier  Schnittpunkte 
der  Kegelschnitte  dieses  Paares  (von  denen  zwei  auf  dem  Kreise  St 
symmetrisch  mit  Beziehung  a.'ai  EF  liegen,  während  die  beiden  an- 
deren die  Mittelpunkte  zweier  Doppeltangentenpaare  sind)  eben- 
falls auf  der  Hyperbel  $„  liegen.  Was  dagegen  das  erstgenannte 
Paar  zerfallender  Kegelschnitte  betrifft,  so  ist  bekanntlich  der  Winkel,  den 
die  Richtung  nach  einem  Kreispankte  im  Unendlichen  mit  einer  reellen 
geraden  Linie  bildet,    nnendlich   gross.     T  •  kSnnen  die  unendlich 

fernen  Kreispunkte  als  symmetrisofa  ")n  bei 


^ 


I  S.   Zerfallende  EegelBchoitte.    Baattmniong  eines  Bratemea  Z, 
wann  die  biclroftilare  Curre  vierter  Ordnung  gegeben  Ist. 

Uttter  den  Kegelschnitten  des  Systemes  Z  giebt  es  anch  vier  zerfal- 
lande,  d.  h.  solche,  deren  Aien  Nnll  sind.  Uan  erhSlt  znei  von  ihnea 
zufolge  4)  aus  der  Gleichnng 

e  =  1- i  cos*  - 1  sin*  =  0 
oder  nach  12) 

44)  fös(<t>-M')  =  -- 


1 


Setzt  man  den  dieser  Bedingung  entsprechenden  absolnten  Werth  von  4> — V 
gleich  H,  , 

45)  |<t>-M'|  =  H,     «wH=-. 

BO  hat  man  demnach  fOr  die  zeriallenden  Kegelschnitte: 

46)  «  =  V  +  H. 

Die  Mittelpunkte  dieser  zwei  zerfallenden  Eegelachnitte  ät>» 
System  es  Z  liegen  symmetrisch  zur  Geraden  E'F"  (Taf.IFig,  1  □.  6). 
Sie  sind  nur  dann  reell,  wenn  f»  >  1  ist  [vergl.  45)];  ihre  Asym- 
ptoten sind  in  diesem  Falle  reell  oder  imaginSr,  je  nachdem 
das  System  Z  ans  Ellipsen  oder  Hyperbeln  besteht  (je  nachdem 
AB^O  ist).  Jede  dieser  vier  Asymptoten  ist  Doppeltangente 
der  eingehüllten  Curve  6. 

Das  System  Z  eathBlt  also  vier  nnd  nur  vier  Doppeltangenten.    Kach 
Ql.  18)  sind  die  Gleichosgen  der  Geraden  eines  zerfallenden  Kegelschnittes: 


«) 


«(.y'Ä'+.(/^)-j(.»^-.>'^  +  ,(./Ä(-«>/=BF)»0, 


i(./s-«>'^)-j(.(/Äf+c./^+j(«)/Ä'+.)/=a)=o, 

wobei  K,  0  gemBsa  44)  zd   bestimmen  sind.     Dn  omV  =  —  ist,  so  folgt 

„.-/p,  ^*=/^:  re„e,  U.  ».^-/^.  H,» 

es  7/—^^ — )  '  ^'^""^  >Bt  i"  4"^)  ^  ^^^  ersten  zerfallenden  Kegel- 
schnitt (*  =  Y  -f  H)  

^^^^(H^l)(^+I)r--;/(>t-l)(>.-A)f 

48a) 


fttr  den  iweitea  (<t>  =  V-H) 


•  Also  tg-z 
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der  Gleichung  einer  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung  sind 
die  Coordinaten  der  Doppelbrennpunkte: 

^J  \r)=     0,  \v  =  ±l/^^- 

Der  üebergang  von  der  allgemeineren  Form  36)  zur  Normalform  39) 
kann  durcb  eine  einfache  Drehung  bewerkstelligt  werden.  Fttr  unsere  Curve 
20)  bezeichnen  wir  das  Normalcoordinatensystem  mit  (X;  ^).  Man  findet  dann, 

dass  man  das  System  (^x,y)  um  den  Winkel  -0=^  drehen  muss,  damit 

aus   ihrer  Gleichung  das  Glied  mit  xy  verschwindet  (Taf.  I  Fig.  7  a).    Da- 
durch erhält  man  als  Normal  form  der  Gleichung  der  Curve  S: 

(T*+t)*-^V-rnA+B-(A-B)ri-t^«[A+B  +  (A-B)H 
41a)    -.2r^[A-B-(A  +  B)fi]co5i/;  +  2\^p[A-B  +  (A  +  B)fi]^ni/; 

+  AB(l-^«)-P[A  +  B-(A-B)A] 
oder  auch: 

(r^+t)T-TnA  +  B-(A-B)^  +  2P]-t^«[A+B  +  (A-B)fi  +  2P] 
41b)    -2):^[A-B-(A  +  B)fi](»5t(;  +  29p[A-B  +  (A+B)fi]«>iT^ 

+  AB(l-fi«)-P[A  +  B-(A-B)X]  +  P« 

Zufolge  40)  sind  demnach  die  Coordinaten  der  Doppelbrennpunkte, 
welche  wir  C,  2>,  Cj,  2>j  nennen: 

(1  =  0, 


=  0, 


=  0. 


42) 


lt,=o/ 


. ,/A-B 
9  =  ±//-2-'*' 


(vergl.  Taf.  I  Fig.  7  a);  die  r-   nnd  9-Axe  sind  die   Halbirungslinien  der 
Winkel,  die  von  EF  und  E'F'  gebildet  werden  (s.  S.  7). 

Stellt  man  andererseits  die  Bedingung  auf,  dass  Gl.  37)  in  x  rein  qua- 
dratisch wird,  so  erhält  man  zwei  biquadratische  Gleichungen  für  Xq^  ^q, 
welche  dann  die  16  einfachen  Brennpunkte  der  Curve  ergeben.  Diese  zwei 
Gleichungen  entstehen  durch  Trennung  des  Beeilen  und  Imaginären  aus  der 

folgenden  Gleichung:     [4(a^,«-yo')  +  <»-*T2<(4«oyo  +  c)J 

X  [(«o*-yoV  -  4  Vyo*  -  f>  (V-y«*) + 2tyo+ f 

43)  +2»(4a;oyo(V-yo*)-t«oyo-<«i))] 

-  [2«o(V  -  3yo»)  -  6*0  -  tyo  -  b 

+  i(2yo(3V-yo*)-t'yo  +  ca!b-e)]»  =  0. 

Von  den  16  Brennpunkten  weiss  man,  dass  sie  viermal  zu  je  vieren 
auf  Kreisen  liegen,  dass  diese  vier  Kreise,  welche  ich  kurz  Brennpunkts- 
kreise  nenne,  nicht  nur  die  Curve  ttberall|  wo  sie  sie  treffen, 
sondern  auch  sich  selbst  unter  einander  sämmtlich  recht- 
winklig schneiden.  Ihre  vier  Mittelpunkte  bilden  ein  Viereck, 
in  welchem  jede  Ecke  der  Höhenschnittpunkt  dat  ~  '^'^  '^rei 
anderen  Ecken  gebildeten  Dreieckes  ist  (s*  amili 


[  lur  Beatimmimg  da  fUnf  Unbekannten  A,  ß,' f^  fr 

<jj  die  fünf  Gleichungen; 

i{A  +  B)-(A-B)ji  +  ^P  =  -a,  (A  +  B)  +  {A-B)«+2P  =  — 6. 
e[{^-B]-^^+B^^\Msv>^-t,  e('A-Bi4-(A+B)H]si«'C  =  e. 
AB[l-f.»)-P['A  +  B)-(A-B)Aj  +  P»=f. 
wobei  P  =  9*  und  H  =  fi  cosT  =  fi(o)s'K' —  sin'*)  i-Jt. 
D&es  abei-  diese  Gleicbungen  niclit  blos  ein  System  von  der  verlangten  Art 
(STstem  Z),  sondern  mebrere  liefern,  ist  klar.  Mau  findet,  dass  sich  aas 
ihnen  durch  Elimination  von  A,  B,  fi.  V  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  für  P  oder  dritten  Grades  für  [P  +i(a  +  b)]*  ergiebt.  und  jedem 
Werthe  von  P,  der  dieeer  Gleichung  genügt,  wiederum  2wei  verschiedene 
Werthe  von  A,  B,  fi,  ^i  entsprechen.     Demnach  kaun  man  sogen: 

Es  giebt  zwölf  Systeme  H,  die  eine  gegebene  Curve  6  (bi- 
circnlare  Ciirve  vierter  Ordnung)  ers:eugen,  und  zwar  habea 
sie  paarweise  deiuelbeil  Mittelpunktskreis. 

Ein  anderer  Beweis  fUr  die  letztere  Behauptung  ist  im  g  5  enthalten. 
üebrigens  wird  auch  die  genannte  Elimination  und  die  Anfsleliung  der  Gleich- 
ung sechsten  Grades  fUr  P  für  den  Fall,  daas  die  Curve  (£  eine  Symnae- 
trieaxe  besitzt,  später  wirklich  be-^erkstelligt  werden  (Abschnitt  II). 

Da  jedoch  in  diesem  Falle  die  Curve  gleich  in  der  IS^ormalform  ge- 
geben und  zur  x-Axe  symmetriecb  ist,  so  werden  wir,  damit  die  ümreoh- 
nnng  von  tp  und  fi  auf  iL  und  t  vermieden  werde,  mehnuaU  gleich  dis 
ursprüngliche  Form  von  20b)  benutzen.     Ist  die  gegebene  Curve 

52)  (iC«+y»)»H-a:c»  +  by«  +  2ba!  +  f  =  Ü, 

80  hat  man  fbi  die  fttnf  Unbekannten  A,  B,  f,  X,  t  die  sechs  Gleichungen 
(A+"B)-lA-B)i  +  2P  =  -a,     {A  +  B)  +  (A-B)1  +  2P  =  - 6. 
{A-B)t  =  0; 
e[(A-B)-(A+B)i)  =  -b,    *{A  +  Bit  =  0; 
AB{l-^')-P[(A+B)-{A-B)i]  +  P»-f. 
Es  ist  stete  leicht,  diese  Bedingungen  gleichzeitig  zu  erfüllen  (t  =  0). 

I  4.  Ort  eutopreoliendar  PnnUe  dar  Eegelanlmitte  des  Sratemes  £: 
die  Cnrven  TT. 
Da  alle  Kegelschnitte  des  Systemes  Z  einander  ähnlich  sind,  so  ist  eine 
naheliegende  Frage:  Welches  ist  der  Ort  entsprechender  Punkte 
P  in  ihnen?  Dabei  verstehe  ich  unter  einem  Systeme  entsprechender 
Punkte  nicht  blos  entsprechende  Punkte  der  Peripherie,  sondern  ich  betrachte 
allgemein  die  Bewegung  eines  beliebigen  Punktes  /*„,  der  zum  Ausgangs- 
kegelschnitte  E^  (Taf.  I  Fig.  1  n.  3)  eine  gegebene  Lage  hat  und  bei  der 
Bewegung  dieses  Kegelschnittes  stets  dieselbe  relatiTe  Lage  beh&lt,  so 
dase  zu  einer  beliebigen  Zeit  die  Figur,  welche  aus  dem  Kegelscbnitte  j() 


53) 


-  1§  - 

und  dem  Paukte  P  besteht,  der  aus  dem  Kegelschnitte  E^  nnd  dem  Punkte 
Pq  zusammengesetzten  Figur  ähnlich  ist. 

Der  Ort  der  Punkte  jP  enthält  selbstverständlich  die  Mittelpunkte  der 
vier  zerfallenden  Kegelschnitte.  Auch  beschreiben  je  zwei  Punkte  P^, 
welche  mit  Eq  in  gerader  Linie  liegen  und  gleichweit  von  E^  entfernt  sind, 
dieselbe  Curve. 


Die  Strecke  E^Pq  (Taf.  I  Fig.  4)  (=^^^'0.  ^«nn  P'^  der  entspre- 
chende Punkt  im  Kegelschnitte  jPq  ist)  sei  mit  v  bezeichnet;  dann  ist  all- 
gemein 

Der  Winkel  von  v  gegen  die  durch  E  laufende  Aze  des  Kegelschnittes  sei 
CD,  und  es  werde 

54)  2cDC=rQ 

gesetzt.  Ist  dann  0  der  Punkt,  in  welchem  die  Verlängerung  von  PO  den 
Kreis  ft  schneidet,  so  muss  auch  LEpO^LEE^OesLEF^O^m  sein; 
PO  läuft  also  beständig  durch  0.  Deshalb  ist  es  zweckmässig,  0  zum 
Anfange  eines  Coordinatensjstemes  (x^y  ^q)  zu  machen,  dessen  Azen  den 
Axen  Xy  y  parallel  sind.  Dabei  hat* man  Z. () Oo^ ^ qp 4. 09 ,  LEK0^2m 
=  LKOxQy  also,  wenn  der  Oegenpunkt  von  0  im  Kreise  $t  0'  genannt 
wird,  LO'00  =  ^  —  (P'  Da  00'=2^,  so  ergiebt  sich  O0  =  2pca5(o>  — qp). 
Fuhrt  man  Polarcoordinaten  ein:  r  =  OPy  u=^L  POx^^  so  ist  eine  Dar- 
stellung des  Ortes  der  Punkte  P: 

r  s=  2p  oo9((o— qp)  +  V  yi  —  lca8<t>  —  t8in<t>J, 
u=»  »  +  9; 

oder  die  Polarcoordinatengleichung  ist: 

r-2paw(tt--Q)=+»f^l-Aaw(2w~Q)-Twn(2u-Q)f. 
Hieraus  folgt  im  Coordinatensysteme  (x^^y^): 

(aJo*+yo')*-4p(V+yo*)(«oö05Q  +  yomQ'  +  4p^a:,awQ+yo«^ 
55)  -t^»[V+yo*-(^«>5Q-T«mß)(V-yo') 

^{l8inQ  +  T€o$Q).  2xoyo]  =  0. 
Das  heisst: 

Der  Ort  entsprechender  Punkte  der  Kegelschnitte  des 
Systemes  Z  ist  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung. 

Im  ursprünglichen  Coordinatensysteme  (o?,  y)  erhält  man  als  Gleichung 
dieser  Curve: 

56)  -(l«fiQ  +  TOMQ).2«oyo]'=0, 

Um  diese  Gleicbimg  '^n,   muss  man  das 

Coordinaten^ynfeem 

2* 


( 


-    20    - 

57)  »  =  <a  +  ¥' 

nach  dem  neaen  Systeme  (x\j/')  drebeo.     So  ergiebt  aicb: 

(a!'*+y'')'-/H2e*+''*(l-»'))-y''C2e*+p'(l  +  cO 
fi8)  - 2v'q{x  (1  -  p)  c<w(m—  *)  +  y'{l  +  f») s!«(>" - "l'l) 

+  p'[p»-r»Cl-^aw(Q-V))l  =  0 
als  Gleicbong  in  der  Normalfortn. 

Soll  insbesondere  Pf,  ein  Punkt  iles  Regel  Schnittes  E^  sein,  fragt  man 
also  nach  derCnrveTT,  die  von  entsprechenden  Peripheriepnnk- 
ten  der  Kegelscbnitte  Z  gebildet  wird,  so  mnss  man 

ÖCi  AB  ^ 2AB 

'  A  «■»!»«  + Be»s"»      (A  +  B)-(A-Bj«)sQ 

I.     Dann  wird  ans  56): 

[A  +  B-(A-B)ö>äS!](i*+!»*-e*)' 
60]  -2AB[!C»+y*-(!r»-y»)(i«wQ-rM»Q)-2jry(lyif.Q  +  t<»sQ) 

+  2p(a!CösQ+yri»iR)-2e{ia;  +  Tyj  +  e*-e*(4cösQ+r5mQ))=0. 
Man  weist  leicht  nEwh,  daas  diese  Curven  TT  dieselbe  bicirca- 
lare  Cnrve  vierter  Ordnung  €  einhüllen,  wie  das  Eegelschoitts- 
system  Zj"  sie  sind  für  die  letztere  viermal  berOhrcnde  bicircn- 
lare  Carven  vierter  Ordnung,  und  Ew&r  werden  die  BerQhrnngspnnkte 
ebenfalls  von  einem  KegelscfanittsbflHchel  ansgescbiiitten ,  das  allerdings 
nar  dann,  wenn  A  =  B  ist,  ans  gleichseitigen  Hyperbeln  besteht  (VergL 
§  6.)  Ans  der  Normalform  58)  erhalt  man  weiter  den  Satz  [vergi.  39),  40)): 
Die  Doppelbrennpnnkte  des  Cnrvensyatemes  TT  erfallea 
zwei  confocale  Kegelschnitte,  die  den  Kegelschnitten  £  fihn- 
lieh  sind. 

Nimmt  man  nlmlich  das  Coordinaten System  (r,  p)  (vergL  8.  15),  so 
haben  die  vier  Doppelbrennpnnkte  von  58)  znfolge  39),  40),  57)  die  Co- 
wdinaten :  .  . . 


•KU'*»"'  ?-±«//ll« 


Die  Oleichnngen''.  der  beiden  Kegetechsitte  sind  also  nach  59): 

61)  Br*+Aij»  +  ^f.  =  0,    Ai»  +  B)}»-^M  =  0- 

Insbesondere  sind  in  dem  Systeme  TT  auch  zwei  zerfallende  Car- 
ven  enthalten,  offenbar  diejenigen,  welche  den  nnendlich  fernen  Punk- 
ten der  Kegelschnitte  Z  entsprechen  {A sin* <o  +  B cos' la  =  0).     Jed« 


*  Dies  folgt  schon  ao*  dem  finrmester'ichen  Satie,  dass  bei  der  Bewegung 
eines  ebenen  Syatemee  die  von  einer  Systemcnrve  eizengte  HdllbahD  aoch  von  den 
Bahnen  der  einselnen  Paukte  der  SystemcnTre  eingehüllt  wird. 
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dieser  Curven  zerfällt  nämlich  in  die  doppelt  zu  zählende  un- 
endlich ferne  Gerade  and  je  einen  Bestandtheil  der  beiden 
zerfallenden  Kegelschnitte  des  Sjstemes  Z.  Dies  ist  schon  geo- 
metrisch klar.  In  der  That  lässt  unter  der  Bedingung  k  sin^  m  +  B  cos^  cd 
=  0  die  linke  Seite  der  dann  quadratisch  werdenden  61.  60)  sich  in  zwei 
lineare  Factoren  zerspalten,  yon  welchen  der  eine  eine  Gerade  des  ersten, 
der  andere  eine  Gerade  des  zweiten  zerfiEJlenden  Kegelschnittes  darstellt 
[vergl.  47),  48)]  (beide  zusammen  aber  einen  zerfallenden  Kegelschnitt  des 
Sjstemes  Z',  s.  §  5). 

Der  Ort  der  Hauptscheitel  der  Kegelschnitte  Z  wird  sich  aus  58) 
oder  60)  ergeben,  wenn  man  Qs=0  setzt: 

Q2)  (*'*  +  y'*)* - xH2g*+Ml - ^))  - y'*(2p«  +  A(H- li)) 

'    -2Ae(a!'(l-<i)cos?|»-y'(H-^)«mt)  +  p«(j«-A(l-j»«wV))  =  0, 

*'^-A(a;*(l-i)+y*(l  +  A)-2»yT  +  2a;p(l-i)-2yjT  +  p«(l-i)l  =  0; 
ebenso  der  Ort  der  Nebenscheitel  (Q  =  n): 

64>  (a?'*+yT  -^'»(2p«  +  B(l-^))-y'*(2p»  +  B(l  +  f*)) 

^-2Bp(rc'(l-fi)Äini/;-|-y'(l  +  ^)co5t^)  +  ^«(e«-B(l  +  fia)5*))  =  0, 

65^  (^+y*-^»)* 

^-B[a^(l  +  il)+y*(l-A)  +  2rcyT-2a?p(l  +  X)-2ypT-fp«(l-fA)]  =  0. 

Die  Doppelbrennpunkte  der  Hauptscheitelcurve  sind  die  Hauptscheitel 
des  ersten  und  die  Nebenscheitel  des  zweiten,  dagegen  die  Doppelbrenn- 
punkte der  Nebenscheitelcurve  die  Hauptscheitel  des  zweiten  und  die  Neben- 
scheitel des  ersten  der  beiden  in  61)  angegebenen  Kegelschnitte.*  Vergl. 
die  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen  im  §  6. 

%  5.  Ort  entspreohender  Tangenten  der  Kegelsohnitte  eines  Bystemes  T. 

Conjn^pirte  Systeme  Z,  I'. 

Man  kann  andererseits  auch  entsprechende  Geraden  g  betrachten  und 
fragen:  welche  Curve  wird  von  ihnen  eingehüllt?  Im  Anschlüsse  an  den 
vorigen  Paragraphen  darf  man  (vergl.  Taf.  I  Fig.  4  u.  5)  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  das  Loth  in  P  auf  OF  als  beliebige  Gerade  g  nehmen, 
demnach  das  Loth  g^  in  P^  auf  OP^  als  entsprechende  Ausgangsgerade. 
Es  sei  jetzt  das  Azensjstem  des  Kegelschnittes  Q  Coordinatensystem  (x\  y") 
(s.  S.  6  u.  Taf«  I  Fig.  1);  dann  wird  darin  die  Gleichung  von  g: 

*  Etwas  abweichend  von  der  gewöhnlichen  Definition  verstehe  ich  hier  t«^ 
im  Folgenden  unter  Haaptscheiteln  allgemein  die  in  der  r-Axe,  ev.  dP-Axfl^ 
Nebenscheiteln  die  in  der  p*Axe,  ey.  y-Axe  liegenden  Scheitel.  '} 


66)  x'cosb)  +  y'sin  to  +  w  ;/l  —  i  cos*  —  i«m*T  =  0 

oder  Dach  7}  im  Coordinatensysteme  <x,  y): 
ß,    (X-9x)*cos*ü,-2{X-Qn)(T+fa)cosu>sin^  +  {¥+faysm'» 
'  =^v*{l-kcos<t>-zsin<i>). 

Die  DifTerentiation  nach  der  Variabtea  ip  liefert: 
—  (X-ex)(r-eö)«>s'oi 

68)        -[(x-px)iX+ex)-(r-e<i)tr+e<')]aisMsmM 

Dorch  Maltiplication  von  67)  mit  (T—^a),  von  68)  mit  (X  —  p«)  nod 
Addition  ergiebt  sich: 

„„  —  [(X-px)c(Moi-(r+e«)w«»l-k««» 

dagegen,  weon  mau  67)  mit  (X+px),  68)  mit  (F-t-^fl)  mulÜplicirt  unj 
datm  aabtrahirt: 

„  [(Z-e«)«)»d.-cr+eö)5i«ü>l.ka»« 

'"^  =f»[X+pK-i[(«  +  e)K-y<,l-t[(:t  +  e)„+yx)]l.- 

Die  Gleichungen  6Ö),  70)  sind  wiedernm  homogen  und  linear  ib  x  und  ^ 

so  dasa  aicb  sofort  f>  eliminiren  ISsst,     Waa  k  betrifft,  so  ist  diese  AbkOr- 

zang  3,  8  erklBrt     Bei   der  Bildung  der  Gleichung  der  eingehüllten  Curn 

fallen  die  Glieder  secheten  Grades  weg,  die  Glieder  vierten  Grades  ward» 

•^t[(*-e)»+y(i-i)l[(*+e)'-ya+i)l-l{^+e}(i-i)-y']H«-*)(i+i)-^rll' 

80  dass  eich  der  Factor  i^k  heransheben  ISast.  Dann  bleibt  die  Gleicfaung 
zweiten  Grades  übrig: 

_      :^{l+Xa>sQ-tsinQ)  +  2xs{lsinQ  +  xcosQ)+!/\l-kcosQ  +  ,sinQi 
'  -2a:e(i+awQ]-2je(r+sinQ)  +  p*lH-icosß  +  T««Q)-p»fl-^*)  =  0 
Also  darf  man  den  Satz  aufstellen: 

Der  Ort  entsprechender  Geraden  g  desKegelschnittssyate- 
mes  Z  ist  ein  Kegelschnitt. 

Weiter  findet   man:    Dieser   Kegelschnitt    ist    g&nzlich    aaab- 
h&ngig  von  u  eine 

Ellipse      I 

72)  Parabel     1  >   je  nachdem  (i  ^  1 
Hyperbel  f 

ist.  Verschiebt  man  das  Coordinatensy stein ,  daas  ff,  der  Gegenpunkt  von  0 
im  Miltelponktskreise  A,  Eein  Anfangspaukt  wird,  und  dreht  es  dann  um 
den  Winkel 

73)  to^^  +  m, 
&o  erbfilt  man,  wenn  man  es  jetzt  (Xfi/,)  nennt,  die  Gleicbang  des 
Schnittes  71)  in  der  Ponn : 

74)  i,'(l  +  |.) +,,>(! -|.)-«'(l-f')  =  0. 


"J 
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Alle  diese  von  Systemen  entsprechender  Geraden  g  ein- 
gehüllten  Kegelschnitte  sind  also  einander  ähnlich,  und  zwar 

ist  das  Axenyerhältniss  gleich  7/  ^  ^         [• 

Wenn  insbesondere  die  Geraden  g  ein  System  entsprechender  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  Z  sind,   so  soll  der  eingehüllte  Kegelschnitt  Q' 
heissen.     Die  Bedingung  dafür,   nämlich   dass  g^  den  Kegelschnitt  E^ 
berührt,  ist  bekanntlich 
75)  t;*  =  Aco^w  +  B«n«w. 

Alsdann  wird  im  Coordinatensysteme  (x^ ,  y^  (s.  S.  22  a.  Taf.  I  Fig.  5) 
die  Gleichung  von  Q'  mit  Bücksicht  auf  74): 

Die  Axen  yon  Q'  müssen  den  Mittelpunktskreis  St  in  zwei  Gegenpunk- 
ten E*\  ¥"  schneiden ,  da  ja  der  Mittelpunkt  0'  von  (^  auf  diesem  Kreise 
liegt;  B"  liege  auf  dem  Halbkreise  ig?i;'jP,  -  also  F"  auf  BF'F\  so  ist 
Li;"0'0=  Q-(t|;  +  a))  =  a)-'^  und  LaE"K^LE''aO,  LEKE"=io 
-^LffE^K,  mithin  Li!;Zig?"=ic^-(a>-t(;)  =  2t(;  =  Y.  Hieraus  folgt, 
weil  demnach  die  Punkte  E'\  F"  mit  E\  F*  (Taf.  I  Fig.  1  u.  5)  identisch 
sind: 

Die  Axen  aller  (d.h.  der  d«n  verschiedenen  Werthen  von  co 
entsprechenden)  Kegelschnitte  Q'  laufen  durch  die  festen 
Punkte  E\  F'.^ 

Die  Gleichung  von  Q'  im  Coordinatensystem  (o;,  y)  wird  nach  71)  und  75): 

a;«(l+AcösQ  — T«nQ)+y*(l— ;icoÄQ  +  T5inQ)  +  2icy(^«nQ  +  TCOsQ) 
77)  -2rcp(X  +  «wQ)-2y^(T+»nQ) 

+  P(l  + A  cewQ  +  TÄinQ) -.(Acos*a>+B  «in»  a))(l  —  ^«)  =  0. 

Insbesondere  hat  man  für  die  Curven  der  Haupt-  und  Nebenschei- 
teltangenten: 

7«,  «»(l+i)  +  y»(l-Jl)  +  2a;yt-2a;j(H-i)-2ypT  +  e»(H-A) 

""'  _A(l-^«)  =  0       (»  =  0), 

-B(l-,.«)  =  0     («  =  f)- 

Von  der  ersten  ist  F,  von  der  zweiten  E  der  Mittelpunkt. 

Beducirt  man  die  Gleichung  77)  auf  dasjenige  Coordinatensystem  {x  ^  y\ 
dessen  Anfangspunkt  K^  dessen  ^-Aze  KF*  ist,  das  also  durch  Drehung 
von  (^,  y)  um  den  Winkel  V  entsteht  (vergl.  Taf.  I  Fig.  5  und  die  Fig.  auf 
8.  26),  so  ergiebt  sich: 


*  Dies  gilt  übrigens  aelbii*«  ^^Msh  von  den  Kegelschnitten  74)  über- 

haupt, gleiöhgütig,  ob  V  H  «Hier  nicht. 


»^ 

Blll 

(.-llt+t'P+r 

H». 

ViA 

Bill 

-«•i(-!+»^ 

,.||l 

(l-,=-f„ 


teichnngen  ergebon  sich  die  vier  Gruodpunkt«  des  HjpeAw** 
büschelü  S»'  mit  Beibehaltung  der  ÄbkOrzong  £  [vergl.  25)[ : 

,.         /(A-Bl|l-f')[t-y'i»??'|l, 

FUr  jeden  Index  Ut  also  nach  27)  und  86) 

87)  +1=  +  !. 

~  V  ~  V 
Dabei  ist  in  86)  das  Vorzeichen  von  r/'  &o  lu 
wählen  (zufolge  Söl,  dass  {'tf'  das  Vorzeicben 
von  (t.~l)c(A— B)  erhält.  —  Diese  vier 
Grundpunkte  8Ö)  uennen  wir  H',  J',  H\,  J\. 
Im  Coordinateuayatem  (i,  y)  (S.  22  und 
Taf.  I  Fig.  5)  iat  die  Gleichung  der  eingehüll- 
tCD  Cnr»e  €  folgende  [s.  äOa));* 

(«'*  +  ?'*  —  *')' 
-«■»[(A+Bj-(A-B)i]-s('n(A+B)  +  (A-B)i]-23:VCA-B)T 

+  2f[(A  +  B),.-(A-Bj-]:r  +  2e(A-B)  '  y' 

+  AB(l-^«)-^*[(A+B)-(A-B)i]  =  0. 

Diese  Gleichung  spielt  also**  fDi  das  Kegelschnittsayatem  Z*  dieselbe  RoUe 
wie  die  Gleiohang  20a)  fllr  Z;  nnd  man  kann,  indem  man  jetzt  die  den 
OrOssen  A,  Bi  f,  l,  i,  entsprecbenden  GrOsaea  im  Systeme  J.'  mit  A',  B', 
t',  l',  /bezeichnet  nnd  X'*  +  i'*  =  ii*  setzt,  OL  88)  analog  20a)  zn  echrei- 
ben  Tersnohen: 

(aj-^+y-t-e-»)» 

gg    - »^[(A'+  B")  -  (A'- B-)!']  - y-* [(A'+  B')  +  (A'-  B') A']  +  2«>'{A'-  B") .' 
■^  +  2/[(A'+B')l'-  CA'-  B')]*' +  2p'(A'+  B'^y 
+  A'B'(l-^'»)-p'»[CA'+B')-(A'-B')l'l  =  0. 

Dnrch  Vergleiohnng  mit  88)  erh&lt  man  zanächst  (•'—«>  wie  ja  nach 
dem  Bisherigen  klar  ist,  da,  wie  geseigt  wnrde,  das  System  J.'  genan  den- 
selben  Hittelpnnktskreis  hat,  wie  das  System  I. 


88) 


*  Pflr  den  Uebergangbatman  arEz'auV-y'MnV,  y  =  x'w'nV  +  y'oMV  oder 
**  AUerdingi  abgewhen  tob  der  Richtung  der  Coordinatenasen. 
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Das  KegelBchnittssystem  Z'  hftllt  dieselbe  bioironlare  Cnrve  yierter 
Ordnung  6  ein^  wie  das  System  Z.* 

Es   sollen  zunächst  erst  die  Grundpunkte  des  Büschels  der  die  Berüh- 
rungspunkte ausschneidenden  Hyperbeln  Q'  82)  ermittelt  werden. 
Mit  Hilfe  des  Winkels  V  Iftsst  sich  GL  82)  schreiben: 

+  PÄin(Q-V)-(A-B)^^^«nQ  =  0. 

Wir  gehen  jetzt  zum  Coordinatensysteme  {x\  y)  über,  indem  wir  das 
System  x^  y  um  den  Winkel  ¥  drehen: 

(a;'2-y«)5m(Q-V)-2a;yco5(Q-V)-2a;'-^m(Q-V) 

+  2y'-?-ca5(Q-V)  +  P««(Q-V)-(A-B)i^ÄinQ  =  0. 

Den  Mittelpunkt  dieses  Büschels  nennen  wir  Q'  (ebenso  wie  Q  der  Mittel- 
punkt des  Hyperbelbüschels  ^  ist);  seine  Coordinaten  sind 

83)  y  =  0,    a?'=—   oder  aj  =  ^i     y  =  ^; 

er  liegt  auf  der  G^eraden  KF'  um  KQ'^^—  von  AT  entfernt.    Es  sei  (§',  rf) 

ein  neues  Coordinatensystem :  sein  Anfang  sei  O^  seine  £'-Aze  falle  mit  der 
a;'-  Aze  zusammen ,  seine  i}'- Aze  sei  der  y-  Aze  paralleL  In  diesem  Systeme 
wird  die  Gleichung  von  ^': 

(r*-V*)^(Q~V)-2rV«w(Q-Y) 
^^  -P?-^m(Q-Y)-(A-B)^!~^%mQ  =  0. 

Insbesondere  für  Q  =  V  -f-  -^  und  Q  =  V,  also  für  die  beiden  Hyperbeln  § , 

welche  die  Berührungspunkte  der  znm  System  Z'  gehörenden  Kegelschnitte 
Eq,  Fq  bez.  E\  F'  ausschneiden: 

l-./i«     A-B 
fi-     L  i:     j  ^i 

*  Yergl.  hierzu  einen  gewissen,  in  meiner  Arbeit  über  die  Ereisfusspunktcur- 
yen  mit  (%)  bezeichneten  Satz,  ans  dem  der  obige  Satz  sofort  hervorgeht.  Ich  darf 
nicht  unterlassen ,  darauf  hinzuweieen,  dass,  wie  Herr  Prof  Bnrmester  mir  mitzn- 
theilen  die  Güte  hatte,  viele  der  in  jener  Arbeit  aufgestellten  Sätze  in  naher  Beziehung 
zu  den  kinematischen  Untersuchungen  stehen ,  die  der  Genannte  bereits  früher  ver- 
öffentlicht hat.  Da  ich  unmöglich  hier  n&her  darauf  eingehen  kann,  so  mnss  ich  auf 
sein  Lehrbuch  der  Kinematik  und  auf  die  Aufsätze  in  der  Zeitschrift  f.  Mathem. 
n.  Phys.,  Bd.  19  S.  164  flg.,  S.  465 flg.;  Bd.  20  S.  881  flg.  verweisen.  Insbesondere 
der  allgemeine  Satz  über  die  Fusspunktcurven  in  meiner  Arbeit  findet  sich,  wenn 
auch  in  anderer  Form,  vollständig  in  diesen  Untersuchungen.  Unter  dem  Gesichts- 
punkte der  letzteren  erscheint  auch  die  vorliegende  Abhandlung  als  ein  Beitrag 
zur  Kinematik  ähnlich- veränderlicher  Systeme.  Doch  habe  ich  dieana« 
ly tische  Betrachtungsweise  als  die  ursprüngliche  beibehalten. 
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90)  gar  keinen  Änh&lt.  Daaa  sich  för  fi'  nicht  ebenso,  wie  fi  d«Q  abso- 
luten Werih  von  (/A-  +  t*  bedeutete,  auch  der  absolute  Wertb  von  f^A'*+t' 
ergiebt,  iiogt  an  der  Wahl  des  Coordinatensystemea ;  denn  bfitten  wir  auch 
noch  diese  üebereinatimmiing  herbeifQhren  wollen,  so  hätten  wir  bei  Be- 
Btimmung  der  positiven  Richtung  von  x-  und  y'- Äie  unterscbeiden  mILssen, 
ob  £  oder  T  der  Mitt«Ipaukt  des  grCssten  Kegelschnittes  Z'  ist  [ebenso 
wie  im  Co ordinatens; stein  {x,y)  feststeht,  dass  stets  £'  der  Mittelpunkt 
des  grSssten,    und  J^'  der   des  kleinsten  Kegelschnittes  Z  ist,  s.  S.  7]; 

dies  ist  aber  nicht  geschehen,  denn  wenn      -r-^  >  0  ist,   ist  f,   weao  aber 

A-B 

5'C*J  iä'i   -^  ^^^  Mittelpunkt  des   grössten  Kegelschnittes  Z'.   —  Da 

die  ümkehningen  von  90)  richtig  sind,  so  werden  natUrlich  aach  dia  Oleidi- 
angen  91),  insbesondere  91b,  c,e)  sich  umkehren  lassen: 

'      A'+B'V"  Ä'+B'V" 

«      A'+B'   ,       ,,      „      A  +  B',.  .     .. 
A  =  — g-O-ji),    Bs=^— (1  +  f.t. 

Die  BeciprocitSt  der  Systeme  Z  und  Z'  ist  also  vollständig  bewiesen. 
Aus  9Ia)  würde  fttr  den  dem  Winkel  V  entsprechenden  Winkel  V  folgcQ; 
»!'  =  — V  beü.  V=«-H''.  wie  ja  schon  aus  den  ErSrterungen  S.  23  her- 
Torgiog. 

Entsprechend  den  Sätzen  S.  22,  23  wird  man  also  umgekehrt  sagen 
ddrfen: 

Jedes  System  eutapreohender  Tangenten  der  Kegels chnitt« 
Z'  hüllt  einen  Kegelschnitt  des  Syatemes  Z  ein. 

NatOrlich  muss  nun  aneh  der  Satz  fOr  das  System  Z'  gelten,  daes 
alle  Ereisvierecke,  in  welchen  sich  je  zwei  parallelazige  Kegel- 
schnitte schneiden,  einem  und  demselben  Kreise  eingeschrie- 
ben sind,  dem  „Scbnittpanktskreise"  des  Systemes  Z';  und  dass 
der  Mittetpnnkt  M'  dieses  Kreises  und  der  Punkt  G'  zudammen 
mit  E',  F"  harmonische  Punkte  sind  (vergl.  S.  12).  Dies  Usst  sich 
leicht  anch  geradeswegs  mit  Hilfe  der  Gleichung  77)  beststigen.  Im  Co- 
ordinatessystame  (x',  y)  werden  die  Coordinaten  des  Punktes  M'  sein: 

95)  y'=0.    X  =(,,.. 

Der   Badins    8    des   Schnittpunktskreises    wird    [wie   man    z.  B.    dsdoroh 
findet,     dass     man     in    die    nach    Massgabe    von    31)    gebildete    Formel 

s'=  x/J:^°     (A'-hB'-2P')'  die  Werthe  91  e)  einsetat] 

-^\A-hB-2P)|. 
Die  Gerade  E'F'G'KM'  ist  als  Aie  von  £'  zn  bezeichnen  (s.  S.  13). 


-/' 
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Zwei  solche  yollständig  zu  einander  reciproke  Kegelschnittssjsteme  Z, 
Z'  nenne  ich  fernerhin  kurzweg  „conjugirte  Kegelschnittssysteme". 
Ihre  Haupteigenschaften  sind  also: 

Jedes  System  entsprechender  Tangenten  der  Kegelschnitte 
des  einen  Systemes  hüllt  einen  Kegelschnitt  des  andern  Syste- 
mes  ein.  Beide  Systeme  haben  den  Mittelpnnktskreis  gemein. 
Die  zwei  Panktepaare  dieses  Kreises,  darch  welche  die  Axen 
aller  Kegelschnitte  der  Systeme  laufen,  sind  zugleich  die  Mit- 
telpunkte der  grössten  und  kleinsten  Kegelschnitte,  die  in  den 
Systemen  enthalten  sind,  und  liegen  ebenso  wie  die  Axen  der 
beiden  Systeme  (die  ja  mit  den  Verbindungslinien  jener  Punkte  zusam- 
menfallen) symmetrisch  zu  den  Doppelbrennpunkten  derjenigen 
Curve  S,  die  von  dem  einen,  wie  von  dem  andern  Kegelschnitts- 
systeme eingehüllt  wird  (vergl.  S.  15).* 

Als  selbstverständlich  kann  auf  Orund  der  bisherigen  Untersuchungen 
hinzugefügt  werden: 

Es  ist  unmöglich,  dass  von  zwei  conjugirten  Systemen  Z 
und  Z'  das  eine  reell,  das  andere  imaginär  wäre,  falls  (S  reell 
ist.     Entweder  sind  sie  beide  reell,  oder  beide  imaginär. 

Die  Mittelpunkte  der  beiden  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Systemes 
Z'  mögen  L\  N'  heissen  (yergl.  S.  17).  Sie  liegen  symmetrisch  zu  der 
Geraden  EF,  ebenso  wie  i,  N  symmetrisch  zu  E*F\     Für  sie  ist  nach  81) 


/ ^1  B  +  A 

/^iö  =  7/— -I  oder  cosQ=p — ^  oder,  wenn  wir  diesen  Winkel  Q  mit 

H'  bezeichnen:  <^-^=  7/  —  ph  ^^^  ^  ^i®  Winkel,  welche  von  den  zu- 
gehörigen  Doppeltangenten    mit  den  Axen   E'L'  bez.  E'N'  gebildet 

werden,  hat  man  [vergl.  76)]  tgz!^!/  _|f*  mithin  für  ihre  Winkel 
mit  der  Axe  F'i'  bez.  F'N'  ^(f  ""-)  =  ^       +lf*     ^*«®»«°  ^st  im 

Systeme  Z  ^^  2"  ~ /'^^^  ^^TT' '  ^X^^/'^Y^W  ^^^^^^'  ^^®  I.Anmer- 
kung S.  17).    Hieraus  folgt  aber  nun  (vergl.  Taf.  I  Fig.  6):    ~  — Z'=^i 

-n-  —  ^  =  -(^  •  Hieraus  wieder  ergiebt  sich  der  wichtige  Satz :  dass  die  Dop- 
peltangenten von  N'  ebensowohl  wie  von  L'  durch  L  bez.  N  gehen,  und 
umgekehrt  die  Doppeltangenten  sowohl  des  Kegelschnittes  L^  als  des  Kegel- 
schnittes j^  durch  L'  bez.  N\    D.  h.: 

Die   vier  Doppeltangenten  des  Systemes  Z  sind  dieselben, 
welche  im  conjugirten  Systeme  Z'  vorkommta'    ^«ejenigen  vier 

*  üeber  das  zu  I,  Taf.  I  Fig.  2a,  oonjugivto  fi 
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TOD  iorfls  Bechs  Schnittpankteo,  welche  die  Mittelpniiktti  cTer 
vier  zerfallenden  Kegelschnitte  sind,  bilden  ein  Bj-elSTiareck, 
das  dem  MittelpnnktskreiBO  der  Systeme  Z,  Z'  eingeschrie- 
ben ist* 

Auch  erkennt  man  nnn,  in  welchem  Zusammenhange  die  Punkte  G,  G' 
A+B 
"A- 

jection  von  KL'  oder  KN'  »nf  EF  gleich  —  Pt — s'  gleich  h  nach  23). 
Ebenso  wird  omgekehrt  das  Lotb  ia  G'  aaf  E'F'  durch  L  nnd  N  gehen. 
Also: 

Der  Mittelpunkt  6'  des  HjperbelbüEcheU  $',  das  die  Be- 
rtthrangepnnkte  im  Systeme  T'  ausBchneidel,  ist  die  Mitte 
zwischen  den  Mittelpunkten  der  dem  Systeme  Z  angehCrigen 
verfallenden  Kegelschnitte^  und  umgekehrt,  der  Mittelpunkt 
G  des  zn  Z  gehörigen  HyperbelbUschels  $  ist  die  Mitte  der 
Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der  im  Systeme  Z'  vorkommen- 
den zerfallenden  Kegelschnitte  verbindet  (s.  Taf.  I  Fig.  6). 

Da  die  Bestandtheile  eines  zerfallenden  Kegelschnittes  zugleich  seine 
Asymptoten  sind,  die  Aien  aller  Kegelschnitte  des  Systemea  Z  durch  die 
Funkte  E,  F  gehen.  Überdies  alle  Kegelschnitte  einander  ähnlich  sind,  ao 
bat  man  weiterhin  den  Satz: 

Die  Asymptoten  aller  Kegelschnitte  Z  gehen  durch  die 
Hittolpankte  dar  dem  Systeme  Z'  angehörenden  zerfallenden 
Kegelschnitte,  nnd  umgekehrt. 

Dies  ist  Hbrigens  ein  Specialfall  des  Beciprocitfitsgesetzes  S.  29. 

Im  Systeme  Z*  erhält  man  die  beiden  anderen  zerfallenden  E^^el- 
Bohnitte  (deren  Mittelpunkte  die  Kreiapnnkte  im  Unendlichen  sind),   indem 

man  in  der  Oleichnng  von  ff  [77)]  «t«Q  =  oo,  eotQ=s<xi,  — =  =  + 1 
{i^y^  aeUt  [b.33)]:  "^ 

Q-       *»(l  +  T0±2«ya  +  »)i-y>(l  +  r0-2a!(,  +  2ytfi 
■'  +P(l  +  ii)-(l-.a*jM  =  0 

oder 

98)      (a:  +  iy)»-2eC3r  +  iy)(^i^y-M(l  +  rO^-^*  =  0. 

Man  sieht,  dasa  die  hierdurch  dargestellten  vier  Geraden  von  den  entapre- 
olieuden  im  Systeme  Z  [60)]  verschieden  sind.  Es  glebt  aber  im  Oanun 
von  jedem  Doppjlpunkte  aus  nur  vier  Tangenten  an  die  Cnrve  <S.  Hier- 
aus folgt: 

Wahrend  die  Geraden  derjenigen  zerfallenden  Kegel* 
schnitte  des  Systemes  Z',  die  ans  wirklichen   Doppeltang«n* 

*  In  Taf.  I  Fig.  Sa  nnd  8b  sind  die  Ooppeltangenten  imaginär. 


nämlich  diejenigen,  i 
ten  an  die  Curve  gebi 
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Weiter  erkennt  man, 
reellen  Systemes  Z'  nur  dann  reell  sind, 
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Lmmenfallen, 
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derartigen  Tangenten  enthalten. 

die  zerfallenden  Kegelschnitte  L',  N'  eines 
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<  1    ist.     Dazu 


ff 

I 


Iist  nöthig,  daas  A  und  B  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  (AB<0), 
oder  mit  anderen  Worten,  dasa  das  System  Z  aus  Hyperbeln  besteht. 
Besteht  dieses  System  aber  ans  Ellipsen  (AB!>0),  so  ist  nothwendig 
ahs.  \- — rk>l.  ind  also  sind  X'  und  N'  imaginär.  Umgekehrt:  Das 
System  Z'  besteht  aus  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  je  nachdem  ^<1  oder 
fi3>!  ist  [vergl.  91e)];  und  die  zerrallenden  Kegelschnitte  L,  N  des  Syste- 
mes  Z  sind  reell  im  zweiten  Falle  (wenn  f  ]>  1  ist),  imaginär  im  ersten 
(n<l).  Für  reelle  conjngitte  Systeme  Z,  Z'  hat  man  also  folgende  Ta- 
bellen, wenn  man  durch  ein  H  oder  E  andentet,  dass  ein  System  ans 
Hyperbeln  bez.  Ellipsen  besteht,  und  durch  ein  r  oder  i,  daas  seine  zer- 
fallenden Kegelschnitte  reell  oder  imagindr  sind: 


E 

» 

' 

AB>0 
Ol 

AB<0 
I'>1 

• 

AB>0 
^<1 

AB<0 

.JL 


Hieraus  erkennt  man,  dass  bei  reellen  t 
nur  folgende  drei  Möglichkeiten  b 
stehen  aus  Ellipien  mit  imaginären  zi 
oder  beide  aus  Hyperbeln  mit  reellen  se 
oder  endlich  das  eine  aus  Ellipsen 
Hyperbeln   mit   imaginären  zerfallend 


»<1 
AB<0 

c>l 
AB<0 

' 

|.<1 
AB>0 

|.>1 
AB>0 

onjugirten  Systemen  Z,  Z' 
eiben:    Entweder  b.id.  be. 

rfallenden  Kegelsebnitea , 

fallenden  Kegelschnitten; 

mit  reellen,   das   andere  aus 

n   K 

egelsch 

nitten    (dagegen 

Er,  Ei;    Er,  Er;    Ei,  Hr; 


,  Ei-, 


sind    die    Combinationen    Er,  Er; 
Hr,  Ei;  Ei,  Ei  ausgeschlossen). 

Beachtenswerth  ist  ferner,  dass  es  auch  Fälle  giebt,  wo  die 
beiden  conjugirten  Systeme  Z,  Z'  znsammenfallen ,  oder  also  du 
System  Z  eich  selbst  conjugirt  ist.  Um  dies  zu  bitweisen ,  greifen  wir  auf 
die  KegelschnittsgleichuDgen  Q  und  Q'  selbst,  nämlich  18)  und  77)  zurttck. 
Damit  fUr  einen  beliebigen  Werth  von  Q  der  Kegelschnitt  77)  in  dem 
Systeme  Z  [18)]  enthalten  ist,  müssen,  wenn  mit  N  ein  unbekannter  Factor 
bezeichnet  wird,  gleichzeitig  folgende  sechs  Gleichungen  für  die  sieben  Grössen 
*,  N,  A,  B,  P,  A,  r  ()J'  +  T*  =  tx^)  erfüllt  sein,  nnd  zwar  unabhängig 
von  fi: 
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eCurve  viertur  Ordnung,  welche  tdd  eioeiD 
S^Bteiue  Z.  ds8  lich  selbst  coi^ngirt  üt,  eingehüllt  wird,  bcstohi 
nothwendig  aus  iwei  KreUen." 

üeber  die  SfEteme  Z,  £'  lässt  &ich  weiter  der  folgende  Satz  ableiten: 

Die  Grundpunide  37),  8R)  der  BüscJiel  gltichseiiigar  IJi/perbeln  ^,  >;'. 
die  in  den  Ssstemen  T  und  Z'  die  Bcrilhrtingspunkic  der  Kcgclschnittspaart 
QQ\,  OO'i  hestimmen,  sind  Brennpunklc  der  eingehüliten  Curcf  C 

und  Ewar  lebrt  eine  einfathe  Rechnung  (vergl.  auch  S.  37),  das»  di« 
Punkte  H,  J,  W,  J'  auf  einem  Kreise  (Brannponktakreia)  liegen,  ebenso 
H,.  J,.  E^^,  J\. 

Der  Beneis  dieses  Satzes  f^r  das  System  Z  folgt  eigentlich  schon  aus 
einigen  Bemerkungen  in  §§  1  und  3  (vergl.  den  Schluss  des  g  1).  Da 
Dämlich  die  Geraden,  aus  denen  diejenigen  zerfallenden  KegeUcbnitte  be- 
stehen, deren  Mitte) punkte  die  Doppelpunkte  der  Curve  6  eind,  Tangen- 
ten  an  6  von  den  Doppelpunkten  aus  sind,  eo  sind  ihre  gegen- 
seitigen vier  Sübnittpunkte,  durch  die  jede  Hyperbel  Ö '"'"dorchgehen 
wird,  eben  Brennpunkte  von  (£.  Dass  jede  Hyperbel  S^  wirklich  darcfa 
diese  vier  Brennpunkte  biDdurchlSnft,  lebrt.  abgesehen  von  der  Betrachtoi^ 
am  Scblnsse  des  §  I,  eine  einfache  Hecbnang.  Denn  nach  49)  sind  diäte 
vier  Brennpunkte  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt  (die  man  dord 
Trennung  des  Beeilen  vom  ImagiDSren  erh&lt): 


I'+'ä^b)-»*- 


Diese  Gleichungen  stellen  aber  gerade  diejenigen  beiden  gleichseitigen  Hyper- 
beln dar,  als  deren  Schnittpunkte  S.  10  [vergl-  22),  23),  26)]  die  Qrnnd- 
pnnkte  27)  des  Hyperbelbflschels  "^  berechnet  varden.  Man  kann  also  den 
obigen  Sati  wie  folgt  aassprechen: 

Jeder  der  beiden  Doppelpankte  ist  Mittelpunkt  eines  zer- 
fallenden Kegelschnittes  im  Systeme  Z;  nnd  zwar  bestehen 
diese  beiden  Kegelschnitte  aas  denjenigen  beiden  Tangenten- 
paaren von  den  Doppelpunkten,  deren  Schnitt pnnkte  dieGrnod- 
pnnkte  des  zu  Z  gehörenden  Hyperbelbflschels  ^  sind.  Aehn< 
liebes  gilt  voni  Systeme  Z'. 

*  Hierbei  ist  vom  Falle  A  =  B  =  P  "»,  wobei  die  Carve  in  einen  Kegelschnitt 
und  die  doppelt  gez&hlte  anendltcb  ferne  Gerade  zermilt,  abgesehen. 
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oder 


ist  also  ebenfalls  erfüllt,  weil  der  erste  Factor  nach  101)  versch windet. 
Hiermit  ist  die  Behauptung  erwiesen.  Die  eingehüllte  Carve  ist 
jedoch  (wegen  t  =  0)  symmetrisch  zur  x-Axe  [vergl.  20)].  Bei  einer 
nnsymmetrischen  bicircnlaren  Cnrve  vierter  Ordnung  kann  dagegen  niemals 
ein  System  Z  vorkommen,  das  sich  selbst  conjugirt  wftre. 

Für  ein  solches  System  findet  man   weiter  nach  23),  27),  83),  86): 

f   l3  =  l'.  =  0. 


102) 


l|  —  5»  —  ~li li» 


V,==v',^  +  j/^^'^' 


l  V»  =  Vt  =  0. 

l  14  =  »»'4  =  —  %  =  —  Vsj 


A  +  B 


fUr  Q  ist  ft  =  — p"  '  ^1    dagegen   sind   die   Coordinaten  von  O'  y  =0, 


flj'=  () .  ahs. 


A+B 
A-B 


Ist  nun  Jl>0  (also  Y=>0,  so  dass  F  mit  F\  Emit 

A  +  B 


E'  zusammenftült),   so  ist  auch  Ä>0:  h'=>g.ah8  ''_|_^  ;  ist  aber  X<0 

QV  =  ny  so  dass  F'  und  E^  E'  und  F  zusammenfallen) ,  so  ist  A<0,  aber 
die  2;'-Axe  fällt  in  die  negative  x-Axe.  In  jedem  Falle  also  werden 
der  Punkt  &  mit  6r  und  nach  102)  also  auch  die  vier  Punkte 
H\  J\  H\^  J\  mit  H,  J,  Hj,  t/|  zusammenfallen.  Die  Coordinaten 
von  G  und  M  (das  dann  natürlich  mit  M'  identisch  ist)  werden 

A  +  B  _  ^  A~B 


103)    O:    y  =  0,  a?  =  -p 


M:     y  =  0,  »  =  — 


A-B'  ^    ^        •  ^A  +  B 

Aus  der  Gleichung  der  eingehüllten  Curve  20)  erkennt  man  dann 
weiter,  dass  sie  in  zwei  Kreise  zerfällt  und  zwei  von  den  Punkten 
H^  J,  ^1,  Ji  die  Schnittpunkte  dieser  Kreise  sind.*  Dieser  merkwürdige 
Fall  wird  später  ausführlich  behandelt  werden  (s.  Beispiel  4).  Jedenfalls 
hat  man  den  Satz: 


•  Man  findet  aus  20  b)  [vergl.  101)]  als  Qleicbung  des  obengenannten  Kreis- 
paares: 


X 


A+B 

Ueberdies  kann  wieder  der  eine  Krek  serfUltB.  nimlidi  in  eine  im  Endlichen 
liegende  und  die  unendlich  ferne  Gerade  (ß.  V 
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n  die  drei  letzten  imaginSr  gind,  wenn  jene  reell 
tinFBlledeaKreLEraareä(AbscbD.  llgÖRod  Abschn.  lV§3jsind  alle  secba Pur 
berOcksichtigt ,   von    denen   dann   allerdings   vier  paarweise  ziisammen&JIea. 

Von  jedem  einzelnen  Syötempanre  gelten  dabei  nstärlich  aüle  die  Sitn^ 
die  för  das  erste  Systempaar  ZZ'  bewiesen  worden  sind.  Ebenso  t,  B,  i 
wie  die  vier  Übrigen  Scbnittpunkl«  derjenigen  DoppeltangentenpaAre,  de«> 
Mittelpunkt«  2R,,  ÜRj  sind,  oder  also  derjenigen  vier  Doppeltangenten,  di» 
in  dem  Syatompaare  Z,  Z'  Torkomiiien,  auf  dem  Uittelpunkts kreide  äit^ei 
Bjetempaares  liegen ,  ebenso  werden  die  vier  Schnittpunkte  der  Doppeltu- 
gentenpaare  Wi, ,  ^3  oder  der  in  Z^ .  Z',  vorkommenden  Doppeltai 
dem  Mittelpanktskreise  dieses  Systempaares  Z,,  Z',  liegen  u.  e.  1 
sechs  Mitt«lpunkt&k reise  mttssen  alle  den  Punkt  £  zam  Mittelpi 
den  Schwerpunkt  der  vier  Doppelbrennpunkte  von  ($,.    Also  hat  tnan  den 

Je  7ier  Schnittpunkte  der  secba  aus  je  zwei  Paaren  tob 
Doppel  tangente  n  gebildeten  Quadrupel  liegen  aaf  eiaen 
Kreise;  und  diese  sechs  Kreise  sind  concentriscb.  Ihr  Uittel- 
pnnkt  ist  nämlich  die  Mitte  des  hyperbolischen  Qaadratet, 
dessen  Ecken  die  Doppelbrennpunkte  der  Carve  sind. 

Gebt  man  von  einer  reellen  Curve  tS  aus,  bei  der  die  vier  reellem 
Brennpunkte  auf  einem  und  demselben  Brennpunktskreise  liegen  (Taf.  I  Fig.  7^ 
and  bezeichnet  man  diese  mit  H,  J,  H ,  J ,  so  dass  der  Brennpuaktskreii 
selbst  ©  zu  nennen  ist,  so  werden  dann  offenbar  die  Systempaare  Z.Z'j 
Z|.Z',;  Z^,  Z'j  reell  sein;  sind  aber  z.  B.  J7',  y' imaginär  und  also  ihr« 
Antipnnkte  H'^,  J\  die  beiden  Dbrigen  reellen  Brennponkte,  so  werden 
augenscheinlich  anch  die  Systempaare  Zi,  Z', ;  Z,,  Z',  imagisSr  sein,  wul 
die  gleichseitigea  Hyperbeln,  die  die  BerDhmngspnnkte  in  ihnen  bestimmea, 
dann  imagin&r  sind:* 

Falls  die  vier  reellen  Brennpunkte  einer  reellen  bicircn- 
laren  Cnrre  vierter  Ordnung  S  anf  ein  nnd  demselben  Brenn- 
pnnktskreise  liegen,  sind  von  den  sechs  Systempaaren  drei 
reell.  Wenn  aber  die  vier  reellen  Brennpunkte  zwei  verschie- 
denen Brennpnnktskreisen  angehSren,  so  ist  nur  ein  System- 
paar  reell. 

Versieht  man  die  den  Punkten  Q,  G'  nnd  dem  Winkel  if  des  Sjstero- 
paarea  Z,  Z'  in  den  Systempaaren  Zj,  Z',,  Z|,  Z'^  entsprechendes  Zeichen 
mit  den  Indices  1  bez.  2 ,  so  wird  (vergl.  Fig.  7  a)  (?,  die  Mitte  von  SH", 
0\  die  Mitte  von  JJ'  sein  (ebenso  wie  G  die  Mitte  von  HJ  and  O'  die 
Mitte  von  H'J'  isti),  und  G,,  G'^  werden  die  Mitten  der  Strecken  HJ' 
bez.  H'J  sein.  Ebenso  wie  GK  and  Q'K  die  Azen  der  Systeme  Z,  Z' 
Bind,  werden  G,K,  Q\K  die  Äien  der  Systeme  Z,,  Z',  nnd  Q^K,  0\K 
die  Axen  der  Systeme  Z,,  Z',  sein.    Femer  werden  G^K  nnd'O', iT  ent- 

*  Debrigens  kann  auch  von  eioem  solchen  imaginären  Syetempaare  derHittal- 
pankUkreia  oder  der  eine  Bestandtheil  der  lerfalleodeD  Kegelschnitte  reell  mü. 
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gegeDgesetüt  gleich  gegen  die  r-  oder  Q-Äse  (die  Diagoanlen  CD 
und  C^I)^  des  tifperboÜBchen  Quadrates  der  Doppel  brenn  punkte  von  <§) 
geneigt  aein,  gleicherweise  G^K  und  Q\K  n,  s.  w. ,  ebenso  wie  es  bei  den 
Äxen  GKf  G  K  der  Systeme  Z,  £'  der  P»tl  iat.     Also  kann  man  sagen: 

Die  Axenpaare  der  sechs  Systeiugiaare  haben  gemeinsame 
Winkelhalbirungalinien.  Diese  sind  nämlich  die  Diagonalen 
des  hyperbolisoben  Quadr-ates  der  Doppolbrennpuukte. 

Aus  diesem  Grunde  werde  ich,  um  einen  kurzen  Ausdruck  gebrauchen 
zu  können,  diese  Diagonalen  kurz  die  Axen  der  Curve  @  nennen.  Be- 
kanntlich sind  sie  auch  die  Aten  der  vier  sogenannten  Focalkegel- 
schnitte,  d.  h.  der  Orte  der  Mittfilpnnkte  derjenigen  Kreise,  die  die  Curve 
(S  doppelt  berühren. 

üeberdies  ist  zufolge  87)  LJGK=LH'G'K,  also  hinsichtlich  der 
Systempaare  Z,,S',;  Z,,  Z',  LE'G,K=  LJG\K,  und  LBG3E=LJG'fK. 
In  diesen  Winkelbe  Ziehungen  liegt  Übrigens  ein  Beweis  dafür,  da^s  BJH'J' 
ein  Kreisviereck  ist. 

Ausserdem  aber  erhiUt  man  aus  allen  den  genannten  Beziehungen  eine 
grosse  Menge  anderer  Siitze,  von  denen  ich  hier  einige  anführen  will. 

Zu  jedem  der  zwSlf  Systeme  Z,  Z  ;  Z,,  ...,  Z'^  gehört  ein  Brenn- 
ptin  bis  quadrupel;  dies  giebt  im  Ganzen  üwSlf  Quadrupel.  Da  im  Ganzen 
aber  nur  16  Brennpunkte  vorhanden  sind,  so  wird  jeder  Brennpunkt  drei 
solchen  Quadrupeln  augehören.  In  jedem  Systempaare,  z.  B.  im  System- 
paare Z,  Z',  kommen  vier  gleichseitige  Hyperbeln  vor  (zwei  Hyperbeln  § 
und  zwei  Hyperbeln  j^'j,  von  denen  jede  durch  die  vier  Berührungspunkte 
von  zwei  Doppeltangenten  hindurchgeht;  durch  jeden  Berührungspunkt  der 
beiden  zu  Z,  Z'  gehörenden  Doppeltangenten  paare  gehen  also  zwei  solcher 
Hyperbeln.  Jedes  Doppeltangenten  paar  endlich  gehört  gleichzeitig  drei 
Systerapoareu  an;  demnach  werden  überhaupt  durch  jeden  Berührungspunkt 
der  acht  Doppel langenten  2.3  =  ö  gleichseitige  Hyperbeln  hmdurcbgehen. 
In  jedem  Systeme  gehen  durch  das  dazu  gehörende  Breunpunkts^uadrupel 
zwei  von  diesen  Hyperbeln  (entsprechend  den  beiden  zerfallenden  Kegel- 
schnitten), so  dass,  da  jeder  Brennpunkt  drei  Quadnipeln  angehört,  durch 
jeden  einzelnen  Brennpunkt  ebenfalls  2.3  —  6  von  jenen  gleichseitigen  Hyper- 
beln laufen.  Die  Anzahl  dieser  Hyperbeln  aber  ist  2.12  =  24.  Dies  kann 
man,  falls  man  jede  Combination  von  zwei  Doppeltangenten  paaren  ebenfalls 
ein  Quadrupel  nennt,  wie  folgt  zusammenfassen: 

Die  BerUhrangspankte  eines  jeden  Quadrupels  der  Dop- 
peltangenten  werden  von  vier  gleich  seitigen  Hyperbeln  durch 
je  ein  Quadrupel  der  Brennpunkte  bestimmt,  was  zusammen 
24  eolche  gleichseitige  Hyperbeln  ergiebt.  Dnrch  jeden  ein- 
zelnen DöppeltangentenberUhrungspankt  geben  sechs,  durch 
jeden  einzelnen  Brennpunkt  ebenfalir  'flu  diesen  Hyper- 

beln  hindurch,   und  >war  eo,  daar  '■^>«- 'dssselbe 


I 


» 
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Brennponktsqnadrnpel  und  je  sechs  die  zwei  Berdbrangi- 
ponkte  einer  und  derselben  Doppeltangente  enthalten.* 

Für  das  DoppeltangenUnpaar  L,  (a.  Taf.  1  Fig.  6).  d.  h.  diu  Paat, 
das  aus  den  Doppel  trogen  ten  ZX'and  NN'  besteht,  ist  LL'LN  ^=  L  L'ÜH; 
dabei  aber  LNJLE'f,  L'N'±_EF,  so  dass  LN,  VN'  entgegeiigesetil 
gleicb  gegen  die  Curvenaien  geneigt  sind  (weil  dies  bei  EF  aod  E' F" 
der  Fall  i^t).  Hieraus  folgt  Bofort,  dass  auch  LL'  und  N2i'  entgege»- 
gesetzt  gleiche  Winkel  mit  jeder  Curvenaxe  bilden.  Dies  fzilt  selb^tTcr- 
stSndlich  anch  fllr  die  anderen  drei  Doppeltangenten  paare  {r,.  B.  XA'  und 
L' N\     Also  hat  man  den  Satz: 

Je  zwei  Doppeltangenten,  die  ein  Paar  bilden,  sind  Md- 
gegengeaetct  gleich  gegen  jede  Cnrvenaxe  geneigt. 

Endlich  hebe  ich  noch  die  folgenden  SStze  als  besonders  bemerkeo»- 
werth  hervor; 

I.  Zieht  man  die  Parallelen  durch  9)1  in  den  Doppeltan- 
genten,  die  sich  in  einem  der  übrigen  Brenapunktakreisc«!!- 
tren  schneiden  (fSt, ,  £Dt,,  Sn,),  so  wird  die  Verbindungslinie  der 
beiden  sich  ergebenden  Schnittpunkte  (die  andere  Diagonale  ito 
entstehenden  ParallelogTamtnes)  senkrecht  auf  'SAK  stehen.  Aefaa- 
lichea  gilt  von  SM,,  501,,  2R,. 

II.  Man  fälle  von  £'  ans  auf  alle  acht  Doppel tangenteD  die 
Lothe,  und  verbinde  jedesmal  uwei  Fasspnnkte  geradiinig  mit 
einander,  die  zu  einem  Doppeltangentenpaare  gehQren.  Di« 
vier  so  entBlehenden  Verbindungslinien  werden  durob  eine« 
nnd  denselben  Punkt  K^  lanfen  nnd  sich  daselbst  gegeDseitig 
hStften. 

III.  Dos  KegelschnittsbOschel,  dessen  Omndpnnkta  SR,  91t,,  SR,,  3R, 
sind,  besteht  aas  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  unter  dieew 
Hyperbeln  befindet  sich  eine,  die  durch  K  hindurchgeht.  Sie  bat 
folgende  Eigenschaften:  Sie  iBnft  dnrch  die  acht  Pnsspnn'kte  d«r  in 
II  genannten  Lothe;  ihr  Mittelpunkt  ist  der  dort  erwfifante 
Punkt  K^  (also  hat  sie  die  in  II  vorkommenden  VerbindaiigB- 
linien  za  Durchmessern);  ihre  Asymptoten  sind  den  CarTflB' 
aien  parallel;  nnd  endlich  enthält  sie  die  zwOlf  Punkte  G,  Q'', 
(?„  ....  &',,  d.  h.  die  Hittelpunkte  der  zwOlf  hyperboliacben 
Brennpunktsquadrate,  und  zwar  so,  dass  wiederum  die  sechs 
Verbindungslinien  &(?',  £F,&',,  ...,  Q^Q\  sich  gegenseitig  in  K^ 
hfilften,  mithin  ebenfalls  Durchmesser  jener  Hyperbel  aind. 
Oder  mit  anderen  Worten; 


*  Dau  die  acht  BerUhrangipmikte  eines  jeden  Doppeltangentesqaadrapels 
auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  wie  sich  leicht  auch  an»  nnseren  Formeln  erg^b^ 
hat  CIcbtcb  erwiesenj  b.  Crelle's  Jonm  Bd.  S1,  Ebene  Carven,  deren  Coordi- 
naten  elliptiBche  Functionen  eines  Parameten  sind;  das.  8.  210. 
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Die  Punkte  3R,  5Dt,,  5D!„  EK,,  GG',  G,ff',,  ....  G^G\,  K,  sowie 
die  acht  Mitten  derjenigen  Sehnen,  die  von  den  Mittelpunkta- 
kreisen  ans  den  Doppeltangenten  ausgeschnitten  werden,  lie- 
gen auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den 
Currenaxen  parallel  sind. 

(Hat  die  Curve  einen  dritten  Doppelpunkt,  so  wird  er  ebenfallB  auf 
dieser  Hyperbel  liegen.) 

Man  kann  noch  hinzufügen: 

Diese  Hyperbel  enthält  auch  die  noch  nbr igen  sechs  Diago- 
nal punkte  der  sechs  den  Mittelpnnktskrtiisen  eingeschriebenen 
Vierecke,  deren  Ecken  Doppeltan^nteoschnittpunkte  sind; 
z.  D.  in  dem  Viereck  LNL'N'  (Taf.  I  Fig.  6)  die  dritte  Ecke  des  zugehö- 
rigen Diagonaldreieckes ,  nämlich  den  Schnittpnnkt  von  LN  mit  L' N"  (die 
beiden  anderen  Diagonaleckcn  sind  L,  und  ^|  oder,  was  dasselbe  ist,  t£R| 
und  aij].  Da  LN,  L' N'  nichts  Anderes  als  das  dritte  Seitenpaar  des 
Viereckes  LNL'N'  ist,  und  die  Mitten  dieser  Seiten  iW;  i'J^' die  Punkt« 
0,  G'  sind,  so  kann  man  auch  sagen: 

Die  in  Rede  stehende  Hyperbel  enthSlt  ausser  Ä"  die  sämmt- 
licheii  Seitenmitten  und  Diagonalecken  derjenigen  den  Mittel- 
punktskreisen eingeschriebenen  sechs  Vierecke,  deren  Ecken 
Doppeltangentenschnittpunkte  sind, 

IV.  Die  Punktepaare  G  liegen  auf  sechs  Kreisen,  deren 
Mittelpunkte  die  Mitten  der  sechs  Seiten  des  Viereckes 
3JliDl,aR»ÜJt3  uuJ  deren  Potenilinien  diese  Seiten  selbst  sind. 
Z.  B.:  Der  Kreis  über  SOl'Uti  als  Durchmesser  entbßlt  die  gegenseitigen 
Schuiltpnnkte  der  Brenupunktsk reise  S8 ,  S,  fderen  Mittelpunkte  eben  3R, 
SDt,  sind),  und  geht  durch  die  Punkte  G,  G',  die  zur  Combination  äJijWa 
gehören.  Ebenso  geht  der  Kreis  über  fliÜJl^  als  Durchmesser  durch  «lie 
gegenseitigen  Schnittponkte  der  Brennpnnktskreise  ffi,  23^  und  durch  die 
Punklc  G, ,  G'i,  die  der  Combination  3)i,  äRj  der  Doppeltangentenpaare  ent- 
sprechen. Und  diese  beiden  Kreise  werden  sieh  (ausser  in  ajl)  noch  in  dem 
Schnittpunkte  von  aJtüKj  und  aß.OTä  treffen. 

V.  Die  zwölf  Punkte  3f ,  JK';  M„  M',;  ....  JK,.  JK'j,  d.  h.  die 
Mittelpunkte  der  zwölf  Scbnittpunktskreiee,  sind  die  Schnitt- 
punkte der  zwölf  Systemaxen  mit  den  bez.  sechs  Seiten  des 
Viereckes  ÜKTOiOTjUtg  (vergl.  daiu  §  6),  so  dass  auf  jeder  der 
sechs  Seiten  zwei  von  jenen  Punkten  liegen,  und  zwar  zwei 
solche,  die  zn  conjugirteu  Systemen  gehören.  Und  zwar  be- 
finden sieb  die  Mittelpunkte  der  Scbnittpunktskreise  irgend 
eines  Systempaares  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
derjenigen    Doppeltangentenpaare,    die    in    dem    Systempaare 

Uthalten    sind.      So    liegen   z.  B.  M  und  M'  auf  aH/K,    ('>• 
L  vergl.  Tat.  I  Fig.  6  und  §6),      üeberdiaa   abei-   liegen 


r  _._ 

^'^^^H 

^      -_■-      3-^.1 

BtefaendeD   iwBlf  Pu 

nkie  zu  je   dreien 

n  16  G 

eraden,   «o  da» 

durch  jeden  Punkt  i 

ier   von   diesen  ger 

aden  L 

nien   faindnreb- 

gehen. 

VI.    Die   J.M   den 

conjugirten    Syste 

uen    T, 

Z'    gehörenden 

Sehnittpunktskreiae 

haben   ihre   Mittel 

punkte 

M,    M'  auf  der 

geraden  Linie  W^W^ 

(s.  SatK  V)  und  schneiden 

die  zwei   Brenn- 

punktakreise  i0,S,, 

die  dieGrnndpunkt 

e  der  z 

u  Z,  Z'  getören- 

den    Hjperhelbüscbe 

1    Sj,    §'  enthalten, 

rechte 

inklig,    so    da.s 

die  Centrale  afi9)I,   v 

on  S.  SB,    die  gerne 

nsame 

Potenzlinie  der 

vier  Kreise  M,  M',  J 

j,  ©3  ist.     Aehnliches 

gilt  TOD  den    füat  anderen 

■;  S^si^i's. 

VII.   Solcbe  drei 

Scholttpunktskrei 

e,    der 

an  Mittelpunkte 

in  gerader  Linie  liegen  (g.  Satz  V),  bab 

n  gern 

inaame  Potenz- 

linie.     Und   die  so  d 

finirten   16  Potenz 

inien  1 

aufen  za  j©  vie- 

reu  durch  die  Punkt 

e  üfi,  sffi,,  an,,  sota. 

VIIL     Die   sechs 

Paare    conjugirter 

Kegel 

achnittesyateme 

ordnen    sich    wieder 

.u  je   zweien    (zu    drei   Do 

ppelpaaren);    et 

gehSren  nämlich  im 

ner  znei  solche  Paa 

re  zu  e 

luander,  dieiu- 

sammen  alle  BcbtDo 

ppeltangenteu  enti 

alten. 

Bezeichnetma» 

den  Halbmesser  des 

Mittelpunktükreis 

B   lür 

ein  Paar   mit  ^„ 

für  das  dazu  gehöre 

.de  Paar  mit  pn.  a 

hat  Q 

*+en'.   d.  h.  die 

Summe   der   Balbme 

sserquadrate,    fOr 

alle    d 

ei   Doppelpaare 

denselben  Werth. 

Endlich  ist  in  Taf.  I  Fig.  7  b  die  Configuration  der  Doppoltsn^aDtei 
dargsstoUt,  jedoch  ohne  die  Pankte  G,  &',...,  Jlf,  Jlf',  ....  K^  a.  s.w. 
In  dieser  Fignr  sind  drei  Doppeltangentenpaare  reell ;  olle  vier  kfloDen  Dicht 
reell  sein  bei  einer  bicircnlaren  Carve  vierter  Ordnung,*  ansgenommen  wenn 
sie  in  zwei  ausserhalb  einander  liegende  Kreise  ausartet,  da  dann  die  Po- 
tenzlinie  als  reelle  Doppeltangente  vierfach  z&hlt.  Trotzdem  kOnaen  alle 
sechs  Mittelpnnktskreise  reell  sein.  In  Fig.  7  b  sind  indessen  drei  davun 
imagin&r,  nämlich  die  den  Combinationen  SR  SR,,  äRSRj,  ünäffg  entsprechen 
(wobei  SR  der  Mittelpunkt  des  imaginären  Doppeltangentenpaares  ist).  Auch 
der  Brennpunktskreis  2)1,  ist  imaginär  (es  kSnnen  nherhanpt  hflchstene  drei 
Brennpnnktekreise  reell  sein).  Dazu  sei  noch  Folgendes  bemerkt:  Der 
Kreis,  der  durch  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  irgend  iweier  Doppel- 
tangentenpaare geht,  wird  der  Mittelpunktskreis  eines  Systempaares  sein; 
und  die  Brennpnnktsqnadrnpel,  die  zu  diesem  gehSren,  werden  anf  des- 
jenigen Brennpnnktskreisen  liegen,  deren  Mittelpunkte  die  Mittelpunkte  der 
beiden  übrigen  Doppeltangentenpaare  sind. 


a  GeacUeohte  1, 


i  6.  Weiterffilutmg  der  UnterBuahuiigen  üb«r  die  Curven  TT. 

(Vetgl,  S,  21.) 

Nachdem  mm  die  näheren  Beziehungen  zwischen  zwei  conjugirten 
Kegel  sc  bnittesy  steinen  Z,  Z'  entwickelt  worden  sind,  ist  es  an  der  Zeit, 
das  Capitel  über  die  Tiermal  berührenden  bicirciilaren  Curven  vierter  Ord- 
nung TT  fortzQ setzen. 

ZunäcbBt  ist  klar,  daas  eine  solche  Curve  TT  im  Punkte  0  (s.  S.  19) 
einen  Doppelpunkt  hat,  was  aus  ihrer  Gleichung  55)  eofort  hervorgeht 
(dort  ist  eben  0  Cuordinatenanfang).  Man  findet  leicht,  dass  bei  vier  von 
den  Curven  TT  dieser  Doppelpunkt  eine  Spitze  ist;  diese  vier  Spitzen  sind 
nämlich  (was  auch  die  Anschauung  an  die  Hand  giebt)  die  Schnittpunkte 
des  MittelpuuktskreiBes  mit  der  eingehüllten  Curve.  Nur  dann  haben  alle 
Curven  TT  Rückkehrpunkte,  wenn  Z  aus  Doppellinien  besteht  [dazu  ist 
nothwendig,  dass  die  eingehüllte  Curve  G  einen  dritten  (im  Endlichen  lie- 
genden) Doppelpunkt   besitze].     Jedeufalls  darf  man  den  Satz  aussprechen: 

Die  Doppelpunkte  der  Curven  n  erfüllen  den  Mittelpunkts- 
Icreis.  Die  vier  Berührungspunkte  einer  jeden  werden  von 
einem  Kegelschnitte  Qi  ausgeschnitten,  der  zugleich  ihren 
Doppelpunkt  enthäU. 

Die  letztere  Behauptung  ist  selbstverständlich,  da  durch  fünf  Punkte 
ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist.  Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  durch 
die  Berührungspunkte  von  TT  ergiebt  sich  offenbar  durch  Diflerentiation  von 
55)  nach  Q  und  Äusstossung  der  biijuadratischen  Glieder  aus  beiden  Gleich- 
ungen; die  hervorgehende  Gleichung  enthält  aber  kein  absolutes  Glied  mehr, 
stellt  also  gerade  den  durch  den  Doppelpunkt  0  laufenden,  die 
Berührungspunkte  von  TT  ausschneidenden  Kegelschnitt  dar.  Hieraus  folgt, 
dass  man  im  C oord in aten Systeme  x,  y)  die  Gleichung  von  @  erhält,  indem 
man  Gleichung  Ö5)  mit  ihrem  Difierentialquotienten  nach  Q  zusammenstellt 
und  aus  beiden  die  Glieder  vierter  Ordnaug  entfernt.  Man  erkennt  leicht, 
dass  die  so  entstehende  Gleichung  von  @  sich  folgendermassen  schreiben 
lAsst: 

[(A  +  B)c<wQ-(A-B)||(.i:»~ff»}r-2:ryA  +  2py-PT| 
+  Wnß|l(A  +  B)l-(A-Bj]a;» 

-[(A  +  B)l  +  (A-B,]y»+2(A  +  B)T.cjy-ae[(A  +  B)-(A-B)A]x 
+  2p(A-B)iy  +  P[(A  +  B)i-tA-B)]|=0, 
d.  h.:    Die    Kegelschnitte  (9   bilden    ein    BUaohel.      Die   in    diesem 
fiUschel    vorkommende    gleichseitige   Hyperbel   ISsst  sich    unmittelbar 
ans  105)  ablesen: 

106)  (J»-J/*)  r  -  2x!/k  +  2py  -  e»r  =  0. 


105) 


Diesen  Kegelschnitt  bezeichnen  wir  mit  ®,i  er  entBDCicbt  dem  Werthe  Q  = 
schneidet  also  die  Berllhrungspniikte  d«  Ortpv  ^    V^^^S^l  von  Z  e 


0, 
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le^^ nnmittelbar  durch  105)  gegebene  RegelGcbniU  @,  derBedüig- 
v-;  „   entsprechend,  möge  ®,  faeissen: 


!(A+B)i  -  (A-  B)]a:*-  1{A  +  B)i  +  (A-B)]j/' 
107)  +2{A  +  B)r3ry-2el(A+B)-{A-B)A]x 

+  2y{A-  B)ty  +  e»[(A  +  B)i  -  (A-  B)i  =  0. 

Er  schneidet  die  Berührungspunkt«  derjenigen  beiden  Corveo  TT  aus,  dia 
TOQ  den  Endpunkten  der  gleicheu  coQJagirt«n  DuTchmesser  von  0  be- 
schrieben werden;  denn  für  diese  ist  igia=+  // J<  woraus  awQ=^ — 

'  —  ß-     B!  A+B 

sich  ergiebt.  Ans  der  Gleichung  des  Bdschels  @,  105}  folgt  aber  überhaupt, 
dass  je  zwei  Corven  TT  zugammeu  gehören,  dergestalt,  dass  ihre 
Berührungspunkte  nnd  Doppelpunkte  von  demselben  Kegel- 
schnitte ®  ausgeschnitten  werden;  und  zwar  entsprechen  zwei  solche 
Cürven  TT,  die  wir,  um  sie  zu  unterscheiden,  TT,  TT,  nennen,  zwei  Werthen 
Q,  ßj,  die  oETenhar  der  Gleichung 

(A  +  B)co9Q-(A-Bl  ^ (A  +  B)«mO.-(A-B) 
sin  Q  sin  Q, 

genflgen.     Daraus  ISsst  sieb  folgern: 

DieBerDbiungspankte  und  Doppelpunkte  zweier  Cnrvenn, 
TT,,  die  von  den  Endpunkten  GOUJngirteT  DnichmeBBer  Ton(J  beschrie- 
ben werden,  liegen  auf  demselben  Kegelschnitte  @. 

Denn  bekanntlich  bestfiht  zwischen  den  Winkeln  o>,  w, ,  die  zwei  con- 
jugirte  Dorchmesser  eines  Kegelschnittes  mit  der  positiven  Ealbaze  a  bilden, 

die  Beziehung  tgo}.tg»^  = ^i  woraus   man    anf  ganz  elementare  Weise 

die  oben  hingestellte  Oleicbnng  zwischen  2eD  und  2(t>i,  d.  i.  zwischen  Q 
und  Qj  herleitet.  —  So  wird  z.  B.  auf  die  erwBhnt«  Tbatsacbe,  dass  die 
Berührungspunkte  der  beiden  Curven  TT,  die  za  den  gleichen  conjngirten 
Durchmessern  von  Q  gehOren,  von  demselben  Kegelschnitte  @y  aus- 
geschnitten werden,  neues  Licht  geworfen;  nnd  zugleich  ist  dargetban, 
dass  @,  nicht  nur  von  der  Hanpt-,  sondern  auch  von  der  Nehenscbeitel- 
cnrve  die  BerQbrnngepunkte  (und  den  Doppelpunkt)  aasschneidet.  Wie  ®g 
den  gleichen,  so  entspricht  @,  den  zu  einander  senkrechten  conjagirten 
Durchmessern  von  Q. 

Eine  sehr  einfach  angebbare  Lage  haben  nun  die  vier  Orundpunkte 
des  Büschels  <S.  Sie  gehören  nämlich  paarweise  zusammen;  zwei,  die 
ich  L,,  N^  nenne,  befinden  sich  auf  der  Geraden  MM',  die  die 
Mittelpunkte  der  Schnittpnnktskreise  der  conjngirten  Systeme 
"L,  Z'  verbindet,  und  sind  dadurch  eindeutig  bestimmt,  dasa  sie 
sowohl  zu  M,  M',  als  za  den  Schnittpunkten  von  MM'  mit  dem 
Mittelpnnktskreise  ff  harmonisch  liegen,  so  dass  der  Kreis  Aber 
L^N^   als  Durchmesser  den  Mittelpunktskceis  rechtwinklig  schneidet.     Die 


0     K  \ 
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beiden  anderen  Gri.nü punkte  aber  sind  die  f 
Lothes  in  G'  auf  E' F'  mit  dem  Mittelpanktskreise,  d.  b.  (vergl. 
8.  30)  die  Mittelpunkte  der  Kerfallecden  Kegelacbnitte  dos 
Sfstemes  Z,  die  mit  L,  N  bezeichnet  worden  sind. 

Aber  auch  über  die  beiden  anderen  Schnittpunkle  eines  Kegel acbnittea 
<S  mit  dem  Mittelpunkts  kreise  S  läast  sich  ein  schöner  Satü  aurateilen.  Man 
denke  eich  nKmüch  den  Mittelpunktekreie  S 
den  KeRelBchnilt  (1,  dessen  Mittelpunkt  F 
ist,  und  in  ihm  zwei  conjugirte  Durchmesser, 
die  den  Kreis  ß  In  0,  0,  schneiden  mSgen. 
Dann  ist  zunächst  klar,  daas  alle  entspre- 
chenden Durchmesserpaare  der  übrigen  Kegel- 
schnitte des  Syetemes  Z  durch  dieselben  ' 
beiden  Punkte  0,  0,  gehen  müssen.  Die 
Verbindungslinie  00^  geht  nun  nach  einem 
leicht  zu  beweisenden  Elementarsatze  für 
alle  Paare  conjugirter  Durchmesser  des 
Kegelschnittes  F  durch  einen  und  denselben  Punkt,*  der  selbstver- 
BtSndlich  auf  der  x-Äze  liegen  wird.  Für  die  Abscisse  dieses  Punktes  aber 
findet  man  durch  eine  einrache  Rechnung  x=  —  p  xXh  ~  ^  1^"  ^^^l-  ^'  *"■ 
er  fällt  mit  M  zusammen.  Also:  00^ 
telpunkt  des  Scbnittpunktskreis 
eine  neue  geome trisoie  Bedeutnni 
sich  nun  so  in  Worte  fassen  lUsst: 

Der  Mittelpunkt  M  des  Scbnittpunktskreises  des  Systemes 
Z  ist  derjenige  Punkt,  durch  welchen  stets  die  Yerbindungs- 
linie  der  beiden  Punkte  hindurchgeht,  in  denen  irgend  ein 
Paar  conjngirter  Durchmesser  eines  beliebigou  Kegelschnittes 
Pdes  Sjstemes  Z  den  Hittelpnnktskreii  diese»  Systemes  schneidet. 

Zugleich  sind  0,  0,  (vergl.  oben  und  S.  41)  die  Doppelpunkte  der  bei- 
den Curven  TT,  die  von  den  Endpunkten  der  Durchmesser  OF,  O^F  be- 
schrieben wtTden,  mithin  auch  zwei  Schnittpunkte  des  dazu  gehörenden 
Kegelschnittes  ®  mit  dem  Kreise.     Also; 

Die  Doppelpunkte  zweier  Curven  TT,  die  oonjagirten  Duroh- 
neiiern  von  C  entsprechen,  liegen  in  gerader  Linie  mit  Jtf.    Oder: 

Ein  Kegelschnitt  ®  schneidet  den  Mittelpunktskreis  in 
L,N,  und  überdies  in  zwei  (für  jedes  @  anders  liegenden)  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  durch  21  ISuft. 

Im  Allgemeinen  ist  im  BUschel  @  kein  Kreis  enthalten;  es  besteht 
aber  aus  lanter  Kreisen,   wenn  ft  =  0,  also  Z  aus  congruenten  Kegel- 


geht  stets  durch  M,  den  Mit- 
es  von  Z.  Dadurch  ist  zugleich 
;  des  Punktes  U  gewonnen,   die 


'  Dieser  Satz  würde  auch  noch  gelten,  wenn  Jt  kein  Kreis,  de«seii  Mittelpun 
Hilf  KF  Hegt,  sondern  ein  beliebiger  duruh  F  liebender  Kegelschnitt  w&te. 


\ 
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schnitten  znaaiD menge set^t  ist;  Rladann  liegen  seine  beiden  Grandpunkte 
//, ,  Ni  §yu)ri]etriscfa  xu  G^  auf  der  x-Äxe  und  haben  die  Abscissen 
x  =  h  +  f'A*  — e'',  wßhrend  L,  N  die  beiden  onendlich  lernen  Kreispnnkte 
sind.  Andererseits  beateht  ®  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln 
(die  dann  zugleich  concentrisch  sind),  wenn  A~B,  aUo  wenn  X  ein  Kreis- 
syst^m  ist.  Dann  hilden  in  der  That  die  vier  Grundpunkte,  wie  sich  ans 
ihrer  vorhin  angegebenen  Lage  Bofort  nachweisen  lässt,  ein  hyperbolisches 
Quadrat  —  was  man  auch  daraus  erkennt,  dass  dann  [vergl.  107)]  ®,  eine 
mit  @,  concentrische  gleichseitige  Hyperbel  wird.  Beide  FfiUe  treten  bei 
den  Cartesischun  CurveD  eio  (s.  II.  Ahschn.  3.  ßetsp,).  Endlich  beateht 
@  Oberhaupt  aus  coucentrischen  Kegelschnitten,  wenn  ji  =  l  ist;  dann  fallen 
JS'  und  G'  nach  F',  ebenso  alle  vier  Grundpunkte  von  @;  d.  h.  das  BUsche) 
@  wird  von  lauUr  Geradenpaaren  durch  F'  gebildet. 

Betrachten  wir  insbesondere  @,  and  @^  etwas  nSher:  Der  Alitielpankt 
von  @.  ist  BletH  G';  ®,  geht  dun^h  £,  F  (die  Doppelpunkte  der  Haopt- 
und  Neben scheitelcurve)  and  ist  also  eine  Hyperbel  des  Büschels  Sp,  näm- 
lich diejenige  S^i' mi  welche  die  Berührungspunkte  des  grössten  und  kleinsten 
Kegelschnittes  des  ßystemes  Z'  {E,  F)  ausschneidet.  Die  Doppelpunkte 
der  beiden  Curven  TT,  die  den  gleichen  conjugirten  Durcbmesaem  xu- 
gehOren,  werden  (ebenso  wie  die  Beruh ningü punkte)  von  ®,  ausgeschnitten; 
ihre  Verbindungslinie  aber  ist  die  durch  M  laufende  Sehne  dee  Kreises  S, 
die  auf  EF  senkrecht  steht,  wie  man  sogleich  Übersieht.  Die  Aien 
von  fäp  balbiren  die  Winkel  von  E' F'  gegen  EF.  sind  also  den  Normal- 
coordinatenaxen  [,  \j  nnd  den  Asymptoten  von  @,  parallel;  dagegeo  hsl- 
biren  die  Axea  von  @,  die  Winkel  von  EF  gegen  E^F^.  Der  Mittelpunkt 
von  ®f  ist  die  Mitte  der  Strecke  i,  N,  (vergl.  Taf.  I  Fig.  2c). 

Es  ist  femer  klar,  daas  derjenige  Kegelschnitt  ©,  des  Bdschels  @,  der 
die  Bertthrongspankte  nnd  Doppelpunkte  einer  zerfallenden  Curve  TT 
BDuschneidet,  d.  h.  einer  aolchen,  die  zwei  zusammenfallenden  conjugir- 
ten  Darcbmessem  oder  einer  Asymptote  der  Kegelschnitte  Q  entspricht, 
in  dessen  Berfihmngspunkten  die  eingehnllte  Cnrve  ebenfalls  berOhren 
mnss,  weil  eben  hier  die  beiden  einander  zugeordneten  Curven  TT  znsam- 
menfallen;  d.  h.,  da  diese  vier  Punkte  die  BerflhmngBpunkte  der  beiden 
Doppeltangenten  sind,  welche  die  endlichen  Bestandtbeile  der  in  Bede  stehen- 
den Cnrve  TT  bilden  (vergl.  8.21):  ©.  besteht  ans  eben  diesen  beiden 
Doppeltangenten.  Der  Kegelschnitt  @,  der  zn  der  andern  Äsymptot«  des 
Systemes  Z  gehSrt,  besteht  natOrlieh  aus  den  beiden  anderen  Doppeltan- 
genten.    Dies  l&sst  sich  so  zusammenfassen: 

Von  den  drei  lerfallenden  Kegelschnitten  des  BDBcheta  0 
fallen  zwei  mit  den  zerfallenden  Kegelschnitten  zneammen, 
die  im  Systeme  Z'  vorkommen;  der  dritte  wird  von  MM"  and 
der  Senkrechten  auf  E' F'  in  O'  gebildet 

Ehe  wir  diese  Betrachtungen  fortsetzen,  gehen  wir  zu  den  beim  con< 
'ten    Systeme    £'    obwaltenden    Verhältnissen    aber.      Das    System    der 
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Cnrven,  die  aus  entsprechenden  Punkten  der  Kegelschnitte  Z'  gebildet 
werden,  mag  mit  TT'  *  bezeichnet  werden;  dann  sind  auch  die  BezeichauDgen 
®',  ©'.,  ®'g,  @':  verständlich.  ZuoScbst  leuchtet  ein,  dasa  die  Grundpuckte 
des  Bd^cbela  @'  erstens  die  beideo  Punkte  £,,  ^,  sein  mUssen,  da  dercu 
Bestimmung  weder  das  System  Z  noch  Z'  bevorzugt;  und  dass  zweitens 
die  beiden  anderen  mit  den  Mittelpunkten  der  zerfallenden  Kegelschnitte  Z'. 
n&mlicb  mit  L',  N'  zu samtnecf allen.  losbesoudere  wird  ®',  durch  E'  und 
F'  laufen  und  G  zum  Mittelpunkte  haben  [also  die  Hyperbel  $„,  sein,  a. 
35)],  ©',  aber  die  Schnittpunkte  des  in  M'  auf  E' F'  errichteten  Lothes 
mit  dem  Mittelpunkts  kreise  enthalten,  übrigens  mit  ISg  coaxial  eein. 

Aus  dem  oben  Entwickelten  geht  weiter  (auf  Grund  des  Satzes  S.  39,  30) 
hervor,  dass  zwei  von  den  zerfallenden  Kegelschnitten  des  Büschels  @'  aus 
denselben  Bestand t heilen  zusammengesetzt  sind,  wie  ewei  des  BOscbels  @, 
nämlich  diejenigen,  die  aus  den  vier  Doppeltangenten  bestehen,  und  dazu 
auch  noch  der  eine  Beetandtheil  des  dritten ,  nSmlich  MM',  mit  einem 
Sestandtheile  des  dritten  zerfallenden  Kegelschnittes  im  Büschel  @  zusam- 
menfallt.    Hieraus  aber  folgt  für  die  Punkte  i, ,  Jf,  (vergl.  Taf.  I  Fig.  6): 

Die  vier  Doppeltangenten  schneiden  sich  zunRchst  in  den 
Punkten  LNL'N'  auf  dem  Mittelpunktskreise.  Dann  werden 
»ich  LL'  iind  NN'  in  i,,  LN'  und  NV  in  N^  begegnen,  diese 
Funkte  aber  die  bisher  ebenso  bezeichneten  beiden  Grand- 
punkte sein,  die  den  Büscheln  @  und  @'  gemeinsam  sind.  Hierans 
erkennt  man  ancb  die  Richtigkeit  des  S.  42  Über  die  Lage  von  L^ ,  Nj  an- 
gegebenen Satzes.  ~  Wenn  also  die  Schnitte  von  L,N,  mit  LN  und 
Z'N'  ü,  ü' genannt  werden,  so  sind  li,  L',  N'  die  Mittelpunkte 
der  drei  in  ®,  dagegen  Ä',  i,  A' die  M  ittelpnnkte  der  in  ©'vor- 
kommenden zerfallenden  Kegelschnitte.  Dass  X^,  ^^  mit  3»,,  ÜDl, 
bez.  zusammenfallen,  ward  schon  erwähnt  (s.  S.  35). 

Aus  der  grossen  Menge  von  Sätzen ,  die  sich  über  die  Curven  TT  noch 
snfstellen  lassen,  hebe  ich  namentlich  zwei,  wegen  ihrer  Analogie  mit  dem 
flir   das   Kegelschnittssystem  Z  selber   geltenden    Satze  S.  10  hervor: 

Je  zwei  CnTTenpaare  TT  gehören  dergestalt  zusammen,  dass 
der  Kegelschnitt  @,  der  die  Doppelpunkte  und  Berührungs- 
punkte des  einen  ausschneidet,  zugleich  die  Schnittpunkte  der 
Curven  des  andern  Paares  enthält.  Zwei  derartige  Curven- 
paare  entsprechen  aber  solchen  Paaren  conjugirter  Durch- 
messer der  Kegelschnitte  0,  ^cn  denen  das  eine  in  den  Diago- 
nalen des  umgeschriebenen  Parallelogrammes  liegt,  das  in  den 
Endpunkten  des  andern  berührt. 

So  enthält  z.  B.  @,  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  TT, 
die  von  den  Endpunkten  gleicher  conjugirter  Durchmesser  beschrieben  wer- 


»  Vergl.  dazu  Taf  1  Fig.  2d. 


auch  d 
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i  dis  SchDittpunkte  der  Haapt-  und  Kebeasc 

c.     Die  z   aber  bildet   nur  einen  besonderen  F^ll  des  fotgeodeB: 

tr         ;eiachnitt  @,  der  die  Berühningspnnkte 

»area    FT   anaacbßeidet,   ist   zugleich    der  Ort  der  Schnitt- 

nEte  sveierCarvenTT,  die  solchen  Da rchmessern  der  Kegel- 

litte  Q  iugehören,  deren  Endpunktstangenten  sich  aof  d«D 

n   zu  dem  erstgenannten  Curvenpaare  TT  gehSrenden  (coD- 

len)  Durcbmeasern  schneiden. 

Der    Beweis    dieaer    Sätze    ist    sehr    leicht.  —  Endlich   sei    Doch    eines 
kwQrdigen    Satzes  gedacht.      Bekanntlich    sind   die   bicircularen    Curren 
er  Ordnung  vom  Geschlecbte  Null  mit  den  Fusspnnkteurven  der  Kegel- 
te identiscb.     Demnach  müssen  auch  die  Curren  TT  mit  Bedebang  aof 
Doppelpunkte  Fuespunktcurven  bestimmter  Kegelschnitte  sein;  und  diese 
»celschnilte,  die  mit  dem  Buchstaben  @  bcxeichnet  werden  sollen,   können 
ndermasaen    ermittelt    werden,      ftlan    Obersiebt    sofort,    dass    eich    die 
ung  von  TT,  55)  bedeutend   vereinfacht,    wenc  man  das  Coordinaten- 
m   (»oiSn)  '"  positiver  Richtung  um  den  Winkel  (m+V)  dreht,  deoii 
Kann  geschrieben  werden: 

*  +  »»*)'  -  4e{V+y<,')K««!ß  +!*oSi««)  +  4e*(it„  «wQ  +y<,  st»Q)» 

,,=«ori«i(Q+M')  +  y'o««i(Q+V), 
wobei  nan  die  x'^-Axe  dnrcb  F'  nnd  die  y'^-Axe  durch  E'  geht,   so  wird 
die  Oleicbnng  von  TT: 

108) +xV[(2p««('»-*)J*- "*{!-?•)] +»'o'[(2es'«(«-*))*-t^(l+f.)) 

+  2a!'(,y'n.2joos(«  — ^).2pm(oi  — 1)  =  0. 
Hieraus  erkennt  man,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  6  die  Co- 
ordinaten 

x\='2^coa{<a  —  iii),     y'o  =  2pSMt(«  — it-) 

hat;  d.  b.  dieser  Mittelpunkt  ist  der  Punkt  0',  der  Gegenpankt  von 
0  im   Kreise  St.     Weiter  erkennt  man:    wenn   ~^  +  ^)  =  l    '^'^   Oleichnng 
TOn  S  in  seinem  eigenen  Axensysteme  ist,  so  muss 
109)  «  =  p»(l-,i),     a9  =  p»(l  +  p) 

sein,   nnd  die  Aien  von  @  mOssen  durch  E'  bez.  F"  gehen.     Dnrcb  Ver- 
gleiobnng  mit  91e)  erhalt  man  daher  den  Satz: 

Diejenigen  Kegelschnitte  @,  deren  PnsspnnktenrveD  die 
CnrTen  TT  sind,  sind  alle  einander  nnd  den  KegeUchnitten  des 
Systemes  Z'  Sbnlich,  nnd  ihre  Axen  laufen  dnrch  dieaelben 
Punkte  E',  F',  wie  die  Axen  dieser. 
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£s  ergiebt  sich  weiter,  dass  zwei  Kegelschnitte  @  sogar  mit  zwei  Kegel- 
schnitten Z' zusammen  fallen,  nämlich  diejenigen,  deren  Mittelpunkte  E  und 
F  sind  [vergl,  59),  91b),  c)].  Weiter  folgt  aus  dem  Werthe  von  »*,  dass  je 
zwei  Kegelschnitte  @  congruent  sind ,  nämlich  solche ,  deren  Mittelpunkte  sym- 
metrisch zu  einander  mit  Beziehung  auf  £F  liegen.  Endlich  beweist  man 
noch,  dass  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  @,  die  zu 
einem  Curven paare  TT  gehören  (s.  S.  42),  auf  demselben  Kegelschnitte  ® 
liegen ,  der  die  Doppelpunkte  und  Berührungspunkte  des  jenem  Paare  TT  z  u  - 
geordneten  Curyenpaares  bestimmt  (vergl.  den  obigen  Satz),  u.  s.  w. 

g  7.  Die  Folarenourve. 

Welches  ist  der  Ort  3  ^ei*  Polaren  eines  gegebenen  Punktes  Z  mit  Be- 
ziehung auf  alle  Kegelschnitte  Q  des  Sjstemes  Z,  oder  die  Polarencurve 
von  Z  im  Systeme  Z? 

Da  eine  vollständige  Behandlung  dieser  Frage  sehr  umfönglich  sein  würde, 
so  werden  hier  nur  einige  wenige  Sätze  über  die  Polarencurve  angeführt  werden. 

Der  Punkt  Z  habe  im  bisher  gebrauchten  Coordinatensysteme  {x^  y) 
die  Coordinaten  £,  17.  Auch  sollen  die  Abkürzungen  A,  M  [33)]  wieder 
benutzt  werden.  Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  Q  [34)]  erkennt 
man,  dass  es  zwei  und  nur  zwei  Kegelschnitte  Q  giebt,  die  durch  den 
Punkt  Z  hindurchgehen.  Denn  denkt  man  sich  darin  x,  y  durch  |,  1/  er 
setzt,  so  erhält  man  für  0  eine  Gleichung  von  der  Form 

U  COS0  +  93  sin^  +  333  =  0, 
die  stets  zwei  und  nur  zwei  Werthe  von  0  liefert.     Diese  beiden  Werthe 

fallen   zusammen ,   wenn  § ,  17  der  Bedingung  U'  4~  93'  =  SB*  genügen ,   und 

U  8 

zwar  ist  dann  co5<l>  =  — ^»  ^n<|)  =  — r=:  (daher  ist  auch  U*  +  35' —  5B^  =  0 

die  Gleichung  der  von  Z  eingehüllten  Curve  S  20),  indem  man 
sich  wieder  x^y  an  Stelle  von  |,  17  denkt].  Für  einen  durch  Z  hindurch- 
gehenden Kegelschnitt  Q  ist  aber  die  Polare  von  Z  eine  Gerade  durch  Z 
selbst.  Daher  lassen  sich  von  Z  aus  zwei  und  nur  zwei  Tangenten  an  3 
legen,  d.  h.  3  ^st  ein  Kegelschnitt: 

Die  Polaren  eines  Punktes  Z  mit  Beziehung  auf  alle  Kegel- 
schnitte des  Systemes  Z  umhüllen  einen  Kegelschnitt  3«  (Da- 
gegen ist  der  Ort  des  Poles  einer  gegebenen  Geraden  eine  Curve  vierter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte.) 

Liegt  Z  auf  der  von  Z  erzeugten  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung, 
so  wird  3  diese  Curve  in  Z  berühren.  Liegt  Z  auf  dem  Mittelpunkts- 
kreise des  Systemes  Z,  so  muss  3  ^^^^  Parabel  sein;  auf  der  einen 
Seite  dieser  Kreislinie  werden  dann  alle  die  Punkte  Z  liegen,  deren  Polaren- 
curve eine  Hyperbel,  auf  der  andern  die,  deren  Polarencurve  eine  Ellipse 
ist.  Liegt  Z  innerhalb  des  von  den  reellen  Kegelschnitten  Q  überdeckten 
Raumes,  so  wird  Z  ausserhalb  3  liegen,  und  wenn  Z  ausserhalb  jenes 
Baumes  sich  befindet,  Z  von  3  umschlossen  werden. 
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Aua  34)  ergiebt  sich  nun  als  Gleichoog  der  Polare  vod  Z  mit  Besiefanng 

""^ '*'        ir[(A-Mcos<t))|-Msm0.q  +  e(M-Acös*)]    , 
1101    +ffl-Msm*.|  +  {A  +  Mcos<D).?-pAm*]  I 

_  (A»_  M')(I-l  ras*-  r  sin*)]  ' 

Durch  DifFerenliation  nacb  *  erhält  man  bieraas  eioe  xweite  Gleichung. 
Multiplinirt  man  einmal  die  erst«  mit  sin*,  die  zweite  mit  cos'P,  und 
addirt,  dann  die  erste  mit  cWt',  die  zweite  mit  sin^  und  subtrabirt,  so 
ergeben  sich  zwei  neue  Gleichungen,  von  denen  die  eine  nur  sm<J>,  dl« 
andere  nnr  cos'J>  linear  enthalt.  Darob  Beseitigung  von  <t>  aus  beiden 
erhält  man  die  Gleichung  von  3  ^°  folgender  Gestalt: 

IzM^+y(M|  +  Ap)  +  Ap^-(A»~M')r]' 
111)      +[i{MH-Ap)-yM)i  +  AeJ  +  PM-(A»-M*)i]'  j 

-[i(A5  +  Me)+yA^  +  Mel  +  PA-(A'~M01'  =  O.  I 

Hierana  erkennt  man  Borort,  daaa  zwei  Punkten  der  Ebene  besoadere 
Polarencurven  zukommen;  den  Punkten 

M(n  =  0.  «  =  -"?)   und   (?(.,  =  0.  l ^p). 

Der  Punkt  M  ist  der  einzige,  dessen  Polarencnrve  ein 
Kruz  Ist,  nSmlich 

Der  Hittelpunkt  dieses  Kreises  liegt  also  auf  dem  Strahle  I^F,  and  zwar 
nm  — ft  von  K  entfernt.  Es  sei  beilBnfig  erwShnt,  daas  der  entsprechende 
Kreis  im  conjngirten  Systeme  Z  ,  also  die  Folareacnrve  von  M'  mit  Be- 
siehuDg  anf  die  Kegelschnitte  Q',  ebenso  gross  ist  wie  jener  (sein  Hittel- 
pnnkt  ist  y  =  0,  x  =  —  )■ 

Andererseits  zerffillt  die  Polarencnrve  des  Punktes  O  in 
zwei  zur  y^Aze  parallele  Gerade,  die  selbst  Polaren  mit  Beziehnng 
auf  zwei  parsllelazige  Kegelschnitte  sind: 

1  I3a)  C«p+  M)'=  MV  +  2PMi  +  P». 

Also  sind  die  Polaren  von  G  mit  Beziehang  auf  alle  Kegel- 
schnitte Q  xa  einander  parallel  (nnd  zwar  senkrecht  auf  der  Axe  £f 
des  Sjstemes  Z).  Die  Gleichung  der  Polare  von  G  mit  Beziehung  anf  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  Q  wird 

113b)  x  = 1 eotv  +  — «M»*; 

P  P  « 

die  beiden  ebengenaanten  ausgezeichneten  Polaren  gefaSren  demnach  zu  den- 

r  folgen. 


I 


Liegt  Z  auf  dem  Mittelpunktskreise  Ä  t^'+ij*  =  P),  ao  wird  die 
Gleichung  der  Folarenearve  3  (Parabel),  wenn  wir  nur  die  quadratischen 
Glieder  hinschreiben, 

[iA.,-j(Mp  +  A|)]»  +  -  =  0. 
Also  ist  fUr  die  Punkte  E,  T  die  Are  der  Parabel  parallel  zn  :EF.    Die 
Gleichung  der  Parabel  selbst  ist  für  ctieBe  Punkte 

114)(,-<AiL'^.)'±2(^(l±i)[,Tp±^>-!^']  =  0, 

worin  das  obere  Vorzeichen  für  E,  das  untere  für  F  gilt,  Für  die  Pankte, 
in  denen  das  Loth  in  M  auf  £f  den  Kreis  fi  schneidet ,  ist  dagegen  die 
Parabelase  senkrecht  -^u  EF. 

Was  die  Frage  nach  solchen  Polaren  von  Z  betrifft,  die  für  parallel- 
axige  Kegelschnitte  Q ,  (),  gezeichnet  sind,  und  nach  dem  Orte  ihres 
Schnittpunktes,  so  bilden  die  drei  Kegelschnitte  1.  Sehnittpunktskreis.  2.  p, 
3.  Q^  ein  B  Ilse  hei,  die  Polaren  von  Z  mit  Beziebang  auf  sie  sohueiden 
■ich  abo  in  einem  Punkte.     Daher  kann  man  sagen; 

Die  Polaren  von  Z  mit  Beziehung  auf  zwei  parallelasige 
Kegelschnitte  0,  P,  sind  solche  Tangenten  von  3,  die  sich  auf 
der  Polare  e  von  Z  mit  Beziehung  auf  den  Sehnittpunktskreis 
achneiden.  Es  giebt  also  awei  Paare  (p,  P,),  die  so  beschaffen  sind, 
dass  die  Kegelschnitte  jedes  Paares  dieselbe  Polare  haben;  ihre  Polaren- 
schnitte sind  die  Schnittpankte  von  3  ""^^  ^' 

FUr   M  als  Pol    sind  Polaren    mit  Beziehung   auf  paratlelaiige  Kegel- 
schnitte p,  p,  einander   parallele   und    zwar  zn  PP,   eenkrechte  Tangenlen 
an   den  Polarenkreis;    für  fi  als  Pol  sind  es  Gerade  in  gleichen  Abständen 
M 

Ton  der  Oeraden  x  = •      Die   letstere  ist   gemeinsame    Polare   für 

e                                                                            P-(-,iM 
diejenigen  beiden  Kegelschnitte,  die  sich  aus  der  Gleichung  \g'^-= j-r— 

bestimmen  und  deren  Mittelpunkte  demnach  mit  denen  der  vorhin  genannten 
anderen  beiden  ausgezeichneten  Kegelsobnitte  (^'^  =  ~f"  pXTmJ  ^'°  Q^^' 
drat  bilden. 

Auch  mag  erwähnt  werden,  dass  das  Büschel  der  Verbindungs- 
linien BB^  (wenn  unter  £,  ß,  die  Berührungspunkte  mit  3  ^cn  solchen 
Polaren,  die  parallelaxigen  Kegelschnitten  P,  p,  entsprechen,  verstanden 
werden)  mit  dem  Büschel  der  Geraden  pp,  oongrnent  und  gleich- 
laufend ist. 

Analoge  SStze  ergeben  sich,  wenn  man  nicht  parallelaxige  Kegelschnitte 
P,  p,,  sondern  congruente  Kegelschnitte  einander  zuordnet.  Insbeson- 
dere ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  solcher  Polaren,  die  congruenten  Kegel- 
schnitten entsprechen,  die  Polare  von  Z  mit  Beziehung  auf  die  gleichseitige 
Hjperbel  Jijm  (vergl,  den  Satz  S.  13). 


—    52    - 

feichen  in  123)  bei   i   gilt  doppelt,   wie  ja  jedem  Wetthe  ?oo    tf   zwei 
S^'HteiDe  zngebSreQ. 

Um   nnn  auch  hier  die  QleicbnDg  fOr  9  aufzustellen,    bo  hat  man  ans 

den  Gleichungen  (A  +  B)»  =  (A+Bf,   (A-B)' =  -  (A  +  B)^^-: 
4AB.(A  +  B,[(A  +  B)  +  °-;-']  o-l«  |^b=-Ö+'') 
,      ('A-B\'       4AB        ,       ,„„       ,,      /aAB-," 

AB(l-,.>)  =  (i^  +  p)'. 

Dies  ist  das  erste  Glied   der  vierten  Gteicheng  121).     Im   zweiten  Oliede 

li&t  man  nach  der  zweiten  Gleichung  121)  und  der  ersten  Oleichnng   I21f): 

-[(A  +  B)  +  (A-B)fl  =  b  +  2P. 

Endlich  ist  im  dritten  Gliede 


2(A— B)Htns»t  =  (fl-h)- 


m 


'4tA-B,'P 
abw 

4(A-B)*  =  -2(Q-b){A+B)  =  {ü-6)(a  +  b  +  4P}. 
DemgemSas  ist 

Schliesslich  erfaSlt  man  durch  Einsetzen  der  gefundenen  Wertfae  in  die 
vierte  Gleichung  121); 
124)  16P»  +  4P'(o  +  36)  +  P((2a  +  3b)b-4()  +  (o  +  b)(^*-f)  +  b»  =  0» 

Diesen    zweiten   Fall    werden    wir    nur  beim   vierten    Beispiele   in  Betracht 
sieben. 

Ehe  ich  in  den  einielnen  Beispielen  übergehe,  mSchte  ich  bemerken, 
doss  von  den  Corven,  die  hier  betrachtet  werden  »ollen,  nur  zwei  eigent- 
liche Cnrven  vierter  Ordnung  vom  Geschlecbte  1  sind:  die  Cassini'scbe 
Carve  (1.  Beispiel)  und  die  Cartesische  Carve  (3.  Beispiel).  Bei  den 
anderen   Beispielen  ergeben  sich  selbatverstKodlicb  neben  eigentllcbeD   Be- 


*  Bezeichnet  man  die  Wuneln  der  Gleit^nng  180)  mit  P',  die  der  Oleichnng 
lU)  mit  pu,  so  ist  nach  einer  Bemerkaog  S.  18  (die  daselbst  allerdings  ohne  Be- 
weis angefahrt  worden  ist) 

P'  +  P"=     Kfl  +  b) 

P"=-P'-i(o+b), 
fit  man  aagenblicklicb  bett&tigen  wird. 
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4AB  =  (A+B)«-(A-B)«  =  (^+2p)*-(^y, 
folglich 

..B(.  -  >, = (i±i+2P)%  (^y.  («+1 +2P)'.-  (^y. 

Durch  Division  yon  118)  durch  X  und  Quadrimng  ergiebt  sich  aber  an- 
dererseits : 

Setzt  man  dies  in  die  vorige  Oleichang  ein,  so  folgt: 

4AB(l-A*)  =  (41+2p)'+(i^)V(a-b)(?^  +  2p)-^'. 

Somit  ist  das  erste  Glied  der  vierten  Gleichung  117)  blos  durch  P  aus- 
gedrückt. 

Beim  zweiten  Gliede  ist  dies  noch  leichter.     Aus  119)  folgt: 

(A+B)-(A-B)A  =  -a-2P. 

Hieraus  erhält  man  nach  gehöriger  Ordnung  folgende  Gleichung  für  P: 

120)  16P»  +  8P«a  +  P(a«-4f)-.b«  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  also  merkwürdiger  Weise  gSnzlich  frei  von  6.  —  Es 
ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen  118)  und  119)  hinflUlig  werden, 
sobald  man  ^  =  0  findet,  weil  dann  zur  Erfüllung  der  vierten  Gleichung 
53)  nicht  (A— B)  — (A  +  B)il  zu  verschwinden  braucht.  In  diesem  Falle 
hat  man  auf  53)  selbst  zurückzugehen. 

In  dem  durch  116)  dargestellten  Falle  wenden  wir  uns  an  die  Gleich- 
ungen\51): 

^     A  +  B  +  2P  =  -4-^  (A-B).  =  if-^   ««♦=--^^^-^^^_. 

AB(l-p»)-P[(A+B)-(A-B)H  +  2P(A-B),i«w»K.  +  P»=f. 

Die  Oleichang  116)  selbst  giebt 

(A  +  B),.  =  -(A-B),  also  (A-B)-(A+B)^  =  2(A-B); 

femer,  wenn  man  sie  mit  (A— B)  multiplicirt  und  die  zweite  Oleichnng 
121)  berücksichtigt:  _, 

(A-B)» {A+B)~'     . 

Hat  man  also  P  bestimmt,  so  erhält  man  A  und  B  folgendermassen : 

122)    A  +  B ^-^-2P,    A-B=  +  //^(^V2P)|. 

Alsdann  hat  man 

123)  "^ItÄ'    ""'* 2»  (A-B)' 

Das  Vorzeichen  der  Wurzel  in  122)  ist  so  zu  bestimmen,  dass  fi>»0  wird, 
d.  h.  M  mnM  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  (A  +  B)   sein.     Aber  das 


VW-c 


1 


,32), -/,(,+//,-(£)'()(,  .=/i(:-/T^I|)l)| 

gesetzt  wurde.     Dabei  ist 
•     133)  i,»+V=>-    2«,f,  =  ^. 

Dagegen  erb&lt  die  andere  Gleichung  fUr  P,  124),  die  Gestalt: 
4P'  +  4PV  +  Pp*  =  0; 
ihre  Wurzeln  Q^,  pj,  pg  gehen  ans  den  Werthen  131)  durch  Vertauächcng 
von  £*  mit  ~^  hervor.    Die  zugehörigen  drei  Systempaare  sind  imaginär. 
Den  drei  Hadien  e^,  q^,  pj  gehören  die  Systempaare  I,  II,  III  la. 

Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  nur  mit  den  letzteren,  betrachten 
aber  zn erat  das  Systempaar  111  (p  =  0),  für  welches  ans  119]  folgt  B=  — A. 
Im  üebrigen  indessen  geben  die  Bestimmungagleichungen  118),  119)  gar 
keinen  Anhalt,  weil  gleichzeitig  P  =  0,  ä  +  b^O  und  b  =  0  i&t.  Es  ist 
daher  nöthig,  aaf  die  Gl.  53)  inrQckzDgeben.  Sie  geben  wegen  A  -t~  B  =  0, 
t  =  0,  P  =  0: 

2Al  =  a(=-b)  =  -2e*,   A*tl«-I)  =  f  =  e«-i.«.  ^^ 

Demgem&as  findet  man  ^^^^H 

A'caji*,   A=+ji'  und  weiter  '^=~"T  =  + j' 
Also: 

334)  A=+i)*,    B=+J)»,    l=+5'   «  =  0.    P  =  0. 

Diei  ist  jedoch  nar  die  eine  LCsong  der  01.53);  in  der  That  eiefat  man 
leicht,  dass  beide  Yoneiehen  nnr  ein  and  dasselbe  Eegelschnittssystam  er- 
geben, nnd  zafolge  eines  Satzes  S.  34  bleibt  also  die  Aufgabe,  das  la  134) 
co^jagirt«  System  m  snchen.  Die  Gleichangen  53)  lassen  sich  nno  aller- 
dings noch  durch  die  Annahme  A  =  B  =  0,  l  =  ix  erflUlen,  wenn  nlmlieb 
AÜ  nnd  Bit  bestimmte  Werthe  haben.     Für  diese  bat  man  aber  nach  Ö3) 

Ai-Bl  =  a(=  — b)=-2«»,    -Al.Bi'=/"=«*-j>*. 
Hierans  folgt 

Ai  =  -e*  +  i)*,    Bl  =  e»  +  p". 
Also: 

135)  A  =  B=0,  i-=OD,  T  =  0,  p<=0,  Al  =  — e»  +  p»,  Bl  =  e'±i»*. 
Auch  hier  giebt  das  eine  wie  das  uidere  Vorzeichen  dasselbe  Eegelscbnitta- 
system.  Nach  23)  nnd  27)  findet  maa,  dass  die  zn  134)  gehörigen  Brenn- 
pnnbte  H,  J'  nnd  deren  AntJponkt«,  die  sn  135)  gebSrigen  aber  J,  B" 
nnd  ihre  Antipunkte  sind.  7Dr  134)  bat  man  nach  4)  die  Quadrate  der 
Balbazen : 
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~1W)  A^p'+e'eos'bi   B  =  - (p*  +  c*«.s«), 

wobei  dm  obere  Yorzeicben  in  134)  genommen  und  also  <t>  von  der  posi- 
tiven x-Aze  ans  gerp.chnet  ist;  für  135)  aber: 

137)  jS  =  (y-e^cos'i*,    B  =  (p»  +  c»)(»8*. 

Von  jetzt  ab  sind  die  Fälle  I^>e',  j)*<e*  auseinanderzuhalten.  Im 
Falle  «^  s. 

besteht  das  durch  die  Gleichungen  135),  137)  bestimmt«  Kegelschnitta- 
syatem  aus  Ellipsen;  das  dazn  conjugirte  System  134),  136)  besteht  stets 
aus  gleichseitigen  Hyperbeln,  Wir  beginnen  mit  dem  letzteren  und 
nennen  es  Z^  (nach  der  im  ersten  Abschnitte  durchgeführten  Bezeichnungs- 
weise, auf  die  es  aber  im  Folgenden  nicht  mehr  ankommt,  müsste  es  Z^ 
heissen).  Die  Hyperbel  <t>  =  0  berührt  die  Curve  in  den  Hauptscheiteln, 
die  Hyperbel  0  =  n  in  den  Neben  scheite  In  (Taf.  II  Fig.  8a).  Alle  Hyper- 
beln sind  concentrisch,  weil  (»  =  0  ist.  Ans  dem  Gesagten  geht  schon 
hervor,  dass  der  Seh nittpunktsk reis  ebenfalls  mit  der  Curve  concentrisch 
und  sein  Radius  unendlich  gross  ist;  denn  die  Hyperbeln  0^0,  <t>  =  a 
schneiden  sieb  ja  nur  in  ihren  unendlich  fernen  Punkten.  In  der  Tbat 
giebt  Gl.  31)  s  =  <x.  Dieses  System  I,  hat  überdies  die  Besonderheit,  daas 
jeder  seiner  Kegelschnitte  von  der  Hyperbel  $,  die  seine  Derührungspnnkte 
ausechueidet,  rechtwinklig  durchsetzt  wird;  denn  man  weist  nach,  dass 
fUr  die  letzteren  Hyperbeln  (also  die  Hyperbeln  durch  die  Doppelbrenupunkte 
der  Curve)  die  Curve  eine  Orthogonaltrajectorie  ist, 

Was  das  System  Z'j,  135),  137)  betrifft,  so  berührt  die  Ellipse  *  =  0 
die  Curve  in  allen  vier  Scheiteln  (Taf.  II  Fig.  8b);  die  Ellipsen  *=  +|-. 
deren  Axen  also  unter  dem  Winkel  -j  gegen  die  Coordiuatenaxen  geneigt 
sind,  verschwinden,  und  von  da  ab  sind  alle  Ellipsen  imaginär.  Da 
die  Hyperbeln  ^,  welche  die  Berührungspunkte  der  Ellipsen  ausschneiden, 
durch  die  ausserhalb  der  Curve  (vergl.  die  Anmerkung  unten)  liegenden 


Punkte  y  =  ±- 
die  l^urve  berü 


-  geht,  ao  musE  es  zwei  Hyperbeln  Q  geben,  welche 


zugehörige  Ellipsen  also  in  diesen  Berührungs- 
punkten die  Curve  hyperosculiren;  von  diesen  Stellen  ab  sind  nach  der 
einen  Seite  die  Berührungspunkte  der  Ellipsen  imaginär,  nach  der  andern 
reell.  Heberdies  besteht  ein  merkwürdiger  Satz  für  jene  kritischen  Stellen. 
Bezeichnen   wir   das  Ellipsensystem  jetzt   der  Bequemlichkeit  halber  mit  £ 

y-Axe  liegenden)  Antipnnkte  j/  =  +^^ befinden  sich  dann  auBserhalb  der 

Curve,  weil  ^P*'"'^  >  ^pt^^tf  j^,  «enu  p*  >  c»,  b.  Taf.  II  Fig.  8a,  8b, 


I 


l 
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(statt  mit  Z'j).  bo  haben  wir  das  eoDJagirt«  Hjperbelsystem  134),  136) 
Z'  EU  Deonea.  Da  dieses  ebenso  wie  das  BOschel  der  die  BerüfaruDgsptmkta 
TOD  Z  bestimmend  eil  Hyperbeln  ^  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  bestellt, 
80  ist  klar,  daes  die  beiden  kritischen  Hyperbeln  J^*«  die  wir  jjtg  nennei 
wollen,  in  dem  Systeme  ü*  enthalten  sein  mOssea;  and  zwar  «ad 
^    diejenigen    Eegehchnitte    Z',    welche    durch    die    Punkte    «  =  0,    5^= 


Die  Gleichung  des  Systemes  Z'.  77),  wird  nacli  136): 
(ai'-y')  cosfl  +  2a;y  smQ  —  e»  «wQ +p»  =  0. 
Der  Winkel,  den  die  Hauptaie  eines  solchen  Kegelachnittes  mit  der  x-Axe 
bildet,  ist  offenbar  gleich  ^  +  10.     Sefctt  man  daher   17"=  2k>=  w -f-Q,   m 
ist  K  jener  Winkel,  und  die  Gleichung  von  Z'  wird: 

{x*-y*)cösW+2xgsinW-t?eosW-p*=0. 

Die  Schuittpunkte  dieser  Hyperbel  mitdery-Äie  8indy  =  +  7/ |; 

also  hat  man  zur  Bestimmung  von  S^,,:  , 

p*  +  e*  cos  TT     p* — e*      ,  ^_.  e* 

—  cosW^  p"  i 

so  dass  die  Gleichung  von  $,  wird;  1 

e*(i»-y')  +  2xyy^^^^  +  p*-e*  =  0. 
Den  Asymptoten  dieser  zwei  Hyperbeln  sind  die  Aien  der  byperoscalirenden 
Ellipaen  parallel.  Um  die  Berfibmngsstellen  selbst  zn  finden,  aachen  wir 
die  Qleiohang  dieser  Ellipsen  au£  Der  Winkel  ihrer  Hanptaxe  ffeg^n  die 
X-Axe,  7,  ist  w  — ^t  wenn  wir  nna  auf  den  zwischen  0  nnd  —  liegea- 
den  Werth  Ton  w  beschrftnkeii.    Also  ist 


».«»».(H'-f)-!^ 


die  Gleichung  des  Systeme«  Z  ergiebt  sich  nach  18)  und  135): 
Demnach  ist  die  Gleichung  der  hyperoscnlirenden  Ellipsen: 


p' 
Um  die  Berti hmngspunkte  za  finden,  braucht  man  nur  diese  Gleichnng 


mit  der  Ton  $p  in  combiniren.     Multiplicirt  man  aber  diese  mit 
und  addirt  dann  beide,  so  erhslt  man  «*^2xy4-y*=0  oder 
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D.  h.:  Welchen  Werth  auch  p  habe,  stets  liegen  die  Hjperosca- 
lationsstellen  auf  den  Geraden,  welche  die  Winkel  der  Curven- 
axen  halbiren  (s.  Taf.  II  Fig.  8b).  Der  Winkel  to  der  Hauptaxe  der 
berührenden  Hyperbeln  Qq  gegen  die  x-Axe  nähert  sich  mit  wachsendem  p 

dem  Werthe  -r-y  mit  abnehmendem  p  aber  (l>*>c*)  -^;   bei  der  Lemnis- 

kate  (j9'  =  e')  fallen  die  Hjperosculationsstellen  in  den  Doppelpunkt. 

Die  Sjstempaare  I  und  II  sind  hier  imaginär,  wie  die  allgemeine 
Theorie  lehrt  (weil  die  reellen  Brennpunkte  kein  Ereisviereck  bilden)  und 
durch  die  Formeln  131),  132)  bestätigt  wird.  Dagegen  sind  im  Falle 
p*<e*  alle  drei  Sjstempaare  I,  II,  III  reell.     Wenn 

ist,  so  sind  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  y-Axe  imaginär;  sie  hat 
dafür  auf  der  a;-Axe  vier  Scheitel,  zwei  äussere  und  zwei  innere,  denn  sie 
besteht  dann  aus  zwei  Ovalen.  Innerhalb  jedes  Ovals  liegen  zwei  von  den 
(reellen)  Axenbrennpunkten  130).  Wir  betrachten  wieder  zuerst  das 
System  134),  136),  welches,  wie  vorhin,  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  be- 

steht.    Jetzt  sind  aber  die  zerfallenden  Hyperbeln  reell:  co8^  = ^' 

also  5tng>  =  -^— ^^^ ^-^  [s.  136)].    Die  zugehörigen  Doppeltangenten  sind 

die  inneren  gemeinsamen  Tangenten  der  Ovale  und  die  Lothe  darauf  im 
Mittelpunkte  (s.  Taf.  II  Fig.  9  a). 

Das  System  135),  137)  dagegen  besteht  jetzt  aus  ungleichseitigen  con- 

centrischen  Hyperbeln.    Die  zerfallenden  Kegelschnitte  7  =  +  x  °^^  ^^^) 

liefern  natürlich  dieselben  Doppeltangenten;*  von  den  zerfallenden  Kegel- 
schnitten ab  erfolgt  dann  der  üebertritt  der  Hyperbeln  aus  den  spitzen  in 
die  stumpfen  Asymptotenfelder.**  Die  spitzwinklige  Hyperbel  0  =  0  be- 
rührt die  Ovale  in  den  äusseren ,  die  stumpfwinklige  0  =  tc  in  den  inneren 
Scheiteln  (s.  Taf.  II  Fig.  9  b).  Der  Schnittpunktskreis  hat  (ebenso  wie  im 
Falle  p^  ^  e*)  den  Badius  0  und  f&llt  mit  dem  Coordinatenanfange  zusammen. 
Die  vier  Systeme ,  welche  zu  ^|,  q^  gehören,  unterscheiden  wir  durch 
die  unteren  Indices  1,  2  von  einander  und  nennen  sie  also  Zj,  r\,  Zj,  T',* 
Nach  131),  132),  127),  118),  119),  25)   ergiebt  sich  für  die  Systeme  I: 

r^:     p  =  cei,    i  =  ---»    Ai  =  +  e*ei(l-fi),    Bi  =  -e*f,  (l  +  fj). 


1 


138) 


fi  =  -r+«ii 


i 


1 


Z',:     p'=«*„    i'=  +  i.   A',  =  -e»*,(l  +  «,).    B',=+«*ei(l-£,), 


1 


t'i  =  +  r— '.; 


«1 


•  ■.  den  Sats  S.  19,  M. 


I 
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SyBUme  TI  (Z^,  Z',)  erfasU  moo  dieselben  Formeln,  nnr  ist  «kr 
untere  IiiJux  1  mit  2  vertauscht.  Nach  27)  sitid  die  lugehSrigen  Axen- 
breuapanktei  . ^| 


Z,!    3r  =  +  e,   1  =  +  ^^ ^— J     I,:   x  =  — «,   «  =  — ^ i— i; 

139)  ,_f ,  ' , 

T,:  ,=+.,  ,_-f^?EZ!;  rv  »=-«,  .=+?:^=£!. 

Wir  betrachten  von  beiden  Paaren  nur  die  8y3t«ine  Z,,  Z,,  weil  die 
conjugirten  Systeme  Z', ,  Z*,  zn  ibneo  eym metrisch  siod.  Bei  Z, ,  £,  erlillt 
man  nach  4)  fUr  die  Quadrate  der  Halbaien: 

,^-.    Z,;     J  =  e'(l-.,)((,  +  «.s<t>),    B  =  -(r'(l  +  0(.,  +  «»s*), 
**^^     Z,:      ^  =  C»(l-f,)(f,  +  «.S«),    £  =  -«*(H-*,K*,  +  «W*)- 
Beide  Systeme  bestebeo  aus  Hyperbeln. 

Im  Systeme  Z*  ist  die  Hyperbel  (fc^O,  welche  das  auf  der  positiveo 
Seite  der  x-Äie  liegende  Oval  in  seinen  beiden  Scheiteln  berOhrt,  stnmpf- 
winklig;  von  den  zerfallenden  Hyperbeln  an  (cosiJ)  =  — *,)  aber  sind  alle 
Hyperbeln  spitzwinklig.  Die  Hyperbel  <t>  =  ^  berülirt  das  auf  der  negatiTen 
X  Äxe  liegende  Oval  in  den  Scheiteln.*  Die  zerfallenden  Hyperbeln  be- 
stehen aus  den  inneren  nnd  Süsseren  gemeinsamen  Tangenten  der  Ovale 
(a.Taf.II  Fig.  9c).  Nach  30)  und  31)  wird  k  =  e,  also  liegt  der  Mittel- 
pnnkt  des  Schniltpunktskreises  in  einem  zum  Systeme  gehfirigeo  Breonpankte 
der  Curve;  sein  Halbmesser  ist  et,  (/ä"  =  iV  -  j/f' -~;77I. 

Im  Systeme  Z,  hat  die  Hyperbel  <t>^0  die  Halbaxen  ec,,  e(l  +  c,); 
■ie  bertüirt  im  Xnsaeren  Scheitel  des  poBitiTen  nnd  im  inneren  des  n^atJTeD 
Ovales;  die  Hyperbel  0  =  n  (e(l— f,),  et,)  berflfart  in  den  beiden  andenn 
Scheiteln.  Bei  den  zerfallenden  Kegelschnitten  (oiw<t>  =  ~  tj)  erfolgt  wieder 
der  Cebertritt  aus  den  stumpfen  in  die  spitzen  Asymptotenfelder;  die  Be- 
standtheile  der  zeriUlenden  Hyperbeln  sind  aber  die  änsseren  gemein, 
samen  Tangenten  der  beiden  Ovale  und  die  anf  den  inneren  im  Coordi- 
nat«nanfange  senkrecht  stehenden  Doppeltangenten  (b.  Taf.  II  Fig.  9d), 
Bezeichnet  man  also  die  ersteren  durch  (a) ,  die  letzteren  durch  (w)  nnd  die 
inneren  gemeinsamen  Tangenten  seihst  durch  (i),  so  entsprechen  den  drei 
Systempaaren  I,  II,  III  gerade  die  drei  mCgticben  Combinationen  (a}(i), 
(a)(u),  (t)(u)-  ^^^  Scbnittpunktskreis  des  Systemes  Z,  ist  mit  dem  dee 
Systemes  Z,  concentrisch ,  sein  Halbmesser  ist  eE,j/2F=r  e*  +  K^~i'*l'- 

Ausserdem  ist  noch  folgende  Besonderheit  bei  den  Systempaaren  I,  II 
vorhanden:  Bezeichnet  man  im  Systeme  Z',  oder  Z'^  die  Mittelpunkte  dw 
zerfallenden  Kegelschnitte  mit  L',  N',  so  ist  L'N'  die  eine  Asymptote  der- 
jenigen Kegelschnitte,  die  mit  den  zerfallenden  Kegelschnitten  im  Sjateme 
Z,   bez.  Z,  parallelaxig  sind;    die  anderen  Asymptoten  dieser  Eegelsebnitt« 


*  Die  Halbaxen  der  Hyperbeln  0  =  0,  0^s  sind  «ff,  «(l+*i)  bes.  e(l~f  J,  «^  • 
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aber  sind  die  Tangenten  vom  Mittelpunkte  des  Sobnittpanktskreiaee  an  den 
Mittelpunktskreia  des  Sytstemed  Z,  bei,  Zg. 

Bei  der  Lemniskate  {p*=t^)  besteht  dos  System  Zj  natürlich  wieder 
aus  gl  eicb  seit  igen  Hyperbeln,  nur  dasa  die  zerfallenden  Hyperbeln  zuaam- 
menfallen  and  die  Doppelpunktstangenten  bilden ;  dabei  ist  ^  =  —  B 
^e'(l  +  cos0).*  Das  System  Z'j  aber  besteht  aus  den  Geraden  durch  den 
Doppelpunkt:  A  =  2e*cos<i>,  B  =  0**  (a.  Taf.  11  Fig.  10a).  Endlich  fallen 
die  Systempaare  I  und  II  zusammen,  nümlicb  Z,  mit  Z^,  Z',  mit  Z'^,  Wir 
bezeichnen  die  £0  entstehenden  Hyperbelsygteme  kurz  als  Z,  Z'  und  be- 
trachten weiter  Z.  Die  Quadrate  derHalbaxen  sind  ^(y^—l)  (l'¥y^]cos<t''), 

_-J(;/2f  +  l)(l  +  f^2|a»«),  das  AienTerhaltniss  also  ^^+-i[. 


Bodius  des  Mittelpunktskreisea  ist 


Der 


;/2l 


des  Schnittpunktskreises  e,  so  dasa 


dieser  Kreis,  da  sein  Mittelpunkt  im  Brennpunkte  x  =  e  liegt,  durch  den 
Doppelpunkt  gebt.  Von  allen  Kegekchuittan  des  Systemes  gilt  dasselbe 
(s.  Taf.  II  Fig.  10b). 

g  8.   Zweites  Beiapial;  Di«  UittelpunktafuflepunktourreD  der  EUipae 
und  Hyperbel. 

Die  GleichuDg  des  G rund kegel Schnittes  sei  -\-  -=  =  1;  je  nachdem 
er  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  ist  V  positiv  oder  negativ.  Im  ersteren  Falle 
aehmen  wir  an,  es  sei  Ü'>V.  Wir  setzen  17  =  «*  und  abs.  F=v*,  so  dass 
stets  u.  V  die  Halbaxen  des  Kegelschnittes  bedeuten.  Dann  ist  die  Gleich- 
ung der  Curve  (die  den  Coordinatenanfang  oder  Mittelpunkt  zum  Doppel- 
punkte hat): 

141)  (aHy'f-Pa^- V  =  0> 

142)  a  =  -(/,    b  =  -F,    c  =  l)  =  t  =  f  =  0. 
Die  beiden  Gleichungen  Für  P,  120),  124),  werden 

143)  P(4P-I7}»  =  0,    (p_I)(l6P«-4P(D-+2F)  +  ((7+r)F)  =  0. 

Ol.  129)  lehrt,  dass  die  Axenbrennp unkte  durch 

144)  x  =  ü,    x  =  0.    x=±j/^^ 

gegeben  sind.  Im  MittelpDokte  liegen  demnach  stets  zwei  reelle  Aieubrenn- 
punkte;  die  beiden  anderen  sind  für  die  FosspanktcurTe  der  Ellipse  imagi- 
när, fUr  die  der  Hyperbel  reell;  im  ersten  Falle  sind  ihre  Äntipunkte  reell; 


145) 


S  =  0,     y  =  0,     s=  + 


*  Rio   hieraur  bezüglicher  Satz  ist  schon   in  meiner  Arbeit  flber  die  Kn 
fnaepunktcurTen  enthultöu .  1.  c,  S.  313. 

■*  Uie  Sätze   über  die   Beziehungen  dieser   coDJugirten  Syeteme  Xj,  £'i 
inandei  sind  hivb^nden  interessant 


Die  vier  in  144)  angegebenen  Axenbremi punkte  (,V<C  0)  bezeichtten  irir 
1  der  Reihenfolge  -j/ ^^,  0,  0,  +Z/p^l  «"t  H,  A^_.  ^; 
im  Falle  F>0  nennen  wir  ebenso  die  Brennpunkte  y  =  —  J/  „_  „[t 
tf  =  0,  y  =  0,  y  =  +  jt'  -■.-     I-    [Die  Doppelbrenupunkte  liegen  nach  40)  bei 

,  =  0.  z=  +  ^y'U-Yf;  a;  =  0,  y-=±\VV-ül]  Da  diese  vier 
re«lten  Brennpunkte  auf  einem  Kreise  liegen  (bei  V^O  anf  der  x-A^a, 
bei  V'C.a  auf  der  y-Aie),  ao  werden  drei  Systempaare  reell  sei». 
1.  Fnsspwiikt«wre  der  EUlpse  (»'>0), 
Hier  nehmen  wir  die  bisherige  y-Aie  zur  a;-Äie  und  umgelcelirt,  weO 
ea  bei  Anwendung  der  Gleichungen  S.  50  u.  51  bequemer  ist,  die  reellen 
Brennponkte  auf  der  a'-Axe  zu  haben.  Die  Gleichung  der  Curve  ist  dann: 
(a^+y^)*  — n'a:*  — «*y'  =  0,  wo  m  die  grosse,  r  die  kleine  Halbaie  der  Gmud- 
ellipse  bedeutet     Die  Relationen  139)  sind: 

a  =  -(.»,     6  =  -«»,     c  =  b  =  e=f  =  0; 
die  GleichuDgen  143)  werden 

P(4P-<.»)*  =  0,    (p-^){16P»-4P(2«»+p»)  +  t4»(M»+r^)  =  0 
und  haben  als  Wurzeln: 


146)       e,  =  0.     p,  =  p,  =  — ;      pj  =  pj=2.     pg  =  _— ^ — -. 

Q^  entspricht  dem  Syatempaare  I;  die  Systempaare  II,  111  aber  fallen 
znsammen  (p,,  p,).  Mit  den  flbrigen  drei  Systempaaren  beschsfiige  ich  mich 
hier  nicht  weiter  j  sie  sind  imagin&r.* 

I.  p,  =  0.    Die  Gleichongen  53)  werden : 


A+B-"^,    '>-B  =  -^-  AB(l-J')-0, 
nnd  liefern  die  beiden  Systeme: 

T:    A=|,  B-5,    »-I.- 

£  besteht  demnach  ans  den  Geraden  durch  den  Mittelpunkt  (Doppelpaokt) 
derCnrve,  das  System  Z*  aber  aus  Ellipsen,  die  der  Orundellipse  Khn- 
lich  sind.     Die  Quadrate  der  Halbazen  sind  bei  Z  offenbar  [vergL  4)]: 

*  Ueberhanpt  ist  die  ganxe  vorliegende  Abhandlung  nur  als  eine  Torlftnfig« 
(durcbaui  nnvolbtAndige)  Darlegung  meiner  Unters uchnngen  Aber  dieMn  Oegen- 
■tand  zn  betrachten. 

**  oder,  was  aber  genau  auf  dawelbe  hinaoikomint: 

b«  I,  bei.  *  "  +" 

b«ir.  !  2 
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l[u*  +  t^--(u*— t;*)co50]  =  u*sin*9  +  «'*<»5*0  und  0, 
bei  Z': 

{usintpY  und  (r^iny)*; 

dabei  bedeutet  immer  q>  den  Winkel  der  Hauptaxe  des  Eegelscbnittes  gegen 
die  X'Axe  (d.  i.  jetzt  die  Nebenaxe  der  Grandellipse).  Die  Hauptscheitel 
der  Ellipsen  Z'  liegen  also  auf  den  beiden  Kreisen ,  deren  Durchmesser  die 
Halbaxen  u  der  Grundellipse  sind,  und  ihre  Nebenscheitel  auf  den  Kreisen, 
die  über  den  kleinen  Halbaxen  v  der  Gruudellipse  als  Durchmessern  be- 
schrieben werden  können.     Die  Brennpunkte  zu  Z  sind  a;  =  0,  a;  =  0,  also 

y,  JB",  die  zu  Z'  «=  +  »  also  JET,  •/',  nebst  ihren  Antipunkten. 

Die  Hyperbeln  ^ ,  die  zum  Systeme  Z  gehören ,  bestehen  demnach  aus  je 
zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  durch  den  Coordinatenanfang.  Der 
Schnittpunktskreis  von  Z  ist  ebenfalls  ein  Nullkreis.  Dagegen  hat  man  fQr 
das  System  Z': 

Der  Schnittpunktskreis  Ton  Z'  liegt  demnach  stets  gänzlich  innerhalb  der 
Curve.  Fasst  man  daher  die  verschiedenen  Paare  parallelaxiger  Ellipsen  ins 
Auge,  so  bemerkt  man,  dass  es  darunter  solche  giebt,  deren  Schnittpunkte 
imaginär,  und  solche,  deren  Schnittpunkte  reell  sind ;  dazwischen  aber  zwei, 
bei  welchen  die  Schnittpunkte  paarweise  zusammenfallen ,  also  die  beiden 
Ellipsen  sich  berühren.  Dies  geschieht  aber,  wenn  die  kleine  Axe  der 
grösseren  Ellipse,    Dsinq)^   gleich  der   grossen  Axe  der  kleineren  Ellipse, 

u sin  l  g>  + -rz-)  =^ u  cos w ^  und  also  beide  gleich     ^  sind.     Das  iriebt, 

\         2/  ^'  "^  j/u^  +  v^^ 

wenn     dieser    Winkel    q>    mit    &a    bezeichnet    wird,     ^m  j»q  =  ^ 

cos^q'=  «     Demnach  sind  bei  zwei  solchen  Ellipsen  die  kleine  Axe 

der  grösseren  oder  die  grosse  der  kleineren  denjenigen  Linien  parallel^ 
welche  die  Scheitel  der  Grundellipse  mit  einander  verbinden  (s.  Taf.  U 
Fig.  IIa).  —  Auch  ergiebt  sich  von  selbst,  dass  unter  den  Ellipsen  Z'  zwei 
sein  müssen,  deren  Berührungspunkte  mit  der  Curve  paarweise  zusammen- 
fallen, die  also  die  Curve  zweimal  hyperosculiren.  Um  sie  kennen  zu 
lernen,  führen  wir  Polarcoordinaten  r,  0  ein  {x  =  rcos&^  y=zrsin&).  Die 
Gleichung  einer  der  Ellipsen  ist 

v^{x  cosq>  +  y  sinq>y  +  u^{xsinq>  —  y  cosq>y  =  u*p*  sin*<p. 

Diese  Gleichung  und  die  der  Curve  sind  in  Polarcoordinaten: 

r*  [oo5*^  (u*  sin^<p  -}- 1?*  cos^tp)  +  «n*0(i**aw*<p  +  c*  sin^<p)  —  u*v*  sin^q>] 

^2r^{u^—v*)  sin^cos^8in<pcos(p\ 

r»  -  »« cos^^  - 1*«  sin^&  =  0. 


W»  — f* 

I  008*9  =  -^ i-    Setit  DiBn  dies 

» — V-  m'  — u' 

in  die  erste  ein,  eo  erhalt  tncui  für  den  Beruh rungBTector  r  die  Gleicbang: 

[(H)t  _  (r')  (m'+  e»)  sin*  <p  +  uh*  sin*<pj  =  0. 
Wir  haben  die  Bedingung  aafzQenchen,  unter  der  diese  Gleichung  nur  einen 
Werth  fflr  (r*)  giebt.     Diese  Bedingung  ist: 

(•(•+P*)'  sin*  7  =  4«' t>*, 
and  demgemSdS  ist  fttr  die  eine  byperosculirende  Ellipse,  wenn  wir  ihr  <p  mit 
iPo  bezeichnen:  cosip^^  —^^^-^  >  *"*q>o  = -j— -^-     Der  zum  Berühr nngarec- 

tor  gehörige  Winkel  9  ist  also  gleich  dem  Complemente  des  obigen  Winkels  ö,, 
sodass  die  BerDhrnngsvectoren  selbst  auf  den  Verbindangslinien 
der  Scheitel  der  Ornndellipse  senkrecht  stehen  (s.  Taf.  II  Fig.  IIa). 

Was  die  zerfalleiiden  Eegelschnitte  betrifft,  so  sind  sie  nar  im 
Systeme  Z'  reell;  nämlicb  hier  fallen  sie  zusammen  und  sind  mit  der 
Nnllellipae  M'x'  +  t'y*  =  0  identisch,  während  sie  im  Systeme  Z  durch  di« 
doppelt  gezählten  Geraden      -  =  +  i—  dargestellt  werden. 

Ueber  die  beiden  SStze  endlich,  die  das  Reciprocit&tsgesetz  S.  29  fllr 
das  gegenwärtige  Beispiel  mit  steh  bringt,  yergl.  S.  64. 

Wir  kommen  nun  su  dem  Systempaare  Z^,  Z',  (mit  welchem  das 
Systempanr  Z;,  Z'j  zusammenfBIltl:  P  =  ,y  (s-  S.  GO).  Die  Gleichungen 
118),  119)  WMden:^ 

Hienns  folgt  für 
148)  '  * 

Demnach  sind,  wie  es  za  erwarten  war,  die  Systeme  Z|,  Z*,  congment, 
und  zwar  za  einander  symmetriscb  mit  Beiiehang  auf  die  Hauptaxe  der 
Grandellipse.     Zn  Z|  gehQreu  die  Breunpnokte  z  =  0,  x=  - 


H'.y  (oder  J,  J'),  inZ',«  =  0,  a:  =  --;^^.  d.h.  ff,  J  (oder  ff.  JET*)- 
Beide  Systeme  bestehen  offenbar  ans  Ellipsen,  deren  AxenverbUtnisg 
ist.     Wir  betrachten  nur   das  System  Z,  weiter.      Alle 


Ellipsen  geben  darch  den  Doppelpunkt  hindurch,  weil  die  Hyperbeln, 
welche  die  Berflbrungspunkte  ausschneiden,  diesen  enthalten.  Für  den 
Schnittponktakreis  hat  man 
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t 

er  geht  also,   wie  Toraasznsehen  war,   dnrch   dea  Doppelpunkt  nnd  liegt 
gänzlich  innerhalb  der  Carve.     Die  zerfallenden  K^elschnitte  bestehen,  wie 


die  Gleichungen  47),  48)  zeigen,  der  eine  aus  den  Geraden  y  =  t- 


P» 


2f/u*-v*\ 
und  —  =  — i  —  f  der  andere  ans  —  =  +  ♦ —  und  «  =— « — ___—_.    Der 

Kegelschnitt  ^  =  0  hat  die  Halbaxen   a  =  4"(**+?^***""^*0>   ^  =  i>''  ^*- 
gegen  9  =  ^:  ^=^^'   6  =  4(1«- /w*  — r»()  (vergl.  Taf.  II  Fig.  IIb). 

2.  Fusspnnktcnnre  der  Hyperbel  (7=  —  «*}. 
Die  Brennpunkte  JJ,  J",  JT',  J"  sind   dann  «  = *  a;  =  0, 

a;  =  0 ,  »  =  +  I  wenn  die  Haaptaxe  der  Ornndhvperbel  x-Axe  ist ; 

sie  liegen  also  stets  innerhalb  der  Ton  der  Curve  gebildeten  Schleifen. 

Man  hat  jetzt 

a  =  — M*,    6  =  »',    cs=b  =  e  =  f  =  0, 

und  die  Gl.  120),  124)  werden  P(4P-tt«)«  =  0,  (p  +  ^J (p ^ ^^'T'"'*^)  =  0. 
Die  erste,  auf  die  es  uns  hier  allein  ankommt,  hat  die  Wurzeln: 

149)  ^1  =  0,     9i^Qz  =  J' 

I.  (Z,  21'):  ^  =  0.    Die  Gleichungen  53)  geben 


A+B  =  -!^*,   A-B ^^>    AB(l-i«)  =  0, 


mithin  für 


Z:     A  =  — 5 — >    B=:0,  A  = = =; 


Z:    A'=-ö-i  B=--^i  i=  — 1. 

Z  besteht  wiederum  aus  den  Geraden  durch  den  Doppelpunkt,  Z'  ist  stets 
ein  Hjperbelsjstem.  Die  Quadrate  der  Halbaxen  sind  bei  Z  u^cos^tp 
—  »*5w*y  und  0,  bei  Z'  aber  (wrosg»)*  und  (vco8q>y.  Bei  Z'  liegen  die 
Scheitel  der  Hyperbeln  auf  den  beiden  Kreisen ,  die  über  den  Halbaxen  der 
Curve  als  Durchmessern  beschrieben  werden  können.*    Die  zu  Z  gehören- 

,  den  Axenbrennpunkte  sind  a;  =  0,  »  =  0,  bei  Jf:  flgssip  »     Die 


*  Ueberhaupt  aber  bildet  ebenso^  wie  bd«*  <^ 

System  entsprechender  Punkte  swai  Ereilt»  "*" 
Kreisfusspunktcurven  [man  findet  das  aoeh 


6t 


iSbleScraä 


r  EegeUchnitte  des  Sjsteines  £  sind  die  doppelt  za  iSblfil 
Geraden  —  =  +  — ;  'Sie  von  T' aber  fallen  zusammen  (ip  =  i^)  «od  be- 
stehen BUS  den  beiden  (eben  genannten)  Doppelpu  d  kutan  gen  t«n.  —  Der 
Schnitipnnkts kreis  von  Z'  ist  imaginär  oder  reell,  je  nachdem  die  Grund- 
hjperbel  spitz-  oder  etampfwinklig  ("^u)  istj  denn  fUr  seinen  Halbmesser 


«n' 


wenn  er  reell  ist,   umscblieast  i 


ergiebt  sich  ans  31)    —r= 
Cnrve.  ^^^ 

Das  ReciprocitäUgesetz  tautet  hier  folgendermassen  [ebenso  für  Z.  Z' 
S.  60):  Irgend  ein  System  entspreebender  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte Z'  bildet  ein  GeradenbUschel,  dessen  Mittelpunkt  ein 
Funkt  der  Curve  ist;  und  umgekehrt:  zieht  man  in  den  Endpunk- 
ten aller  vom  Doppelpunkte  ausgehenden  Radienvectoren  der 
Curve  unter  einem  constanten  Winkel  Geraden  gegen  die  V«c- 
toren,    so  hüllen    sie   einen  Kegelschnitt  des  Systemes  Z'  ein.* 

II.  (Zj,  Z, (  mit  denen  Z^,  Z',  zusammenfallen):  p  =  ~-  Aus  118), 
119)  erhSlt  man: 

161)      i  =  Zfy^±^.    A+B  =  -^*.    A-B  =  -*^'. 
Die  beiden  Systeme,   die  sich  hieraas  ergeben,  haben  das  eine  die  Funkte 


=  0.  «=- 


das  andere   x  = 


X  =  0   als  zngebSrige 


reelle  Brennpnukte.  Wir  betracbleu  nar  das  entere,  Z,,  weiter,  da  das 
andere  mit  ihm  congruent  (mit  Beziehung  auf  die  y-Ase  symmetrisch  zu 
ihm)  ist.     Für  den  Scbnittpunktskreis  hat  man  nach  30),  31) 


k=- 


2v 


er  geht  also  durch  den  Doppelpunkt,  ebenso  wie  alte  Hyperbeln  Z,  (denn 
Zi  besteht  ans  Hyperbeln,  weil  man  aas  den  Ol.  151)  die  Werthe 

)52)A-|((/iM^-.).    Bo^-^{y^+i^  +  ,),   J  =  -!^S3 
entnimmt);   er   nmscbliesst  stets   die   eine  Schleife   der  Curre.     Die  beiden 
zerfallenden  Hyperbeln  /«»<])  =  — ■  ji  von  denen  jede  aus  einer 


Doppel pnnktstangente  —  — +^—  und  einer  der  zar  x-Aie  parallelen  Doppel- 
te* 
tangenten  y  =  i —        — -  besteht  (s.  Taf.  II  Fig.  11c),  trennen  wieder 

die  spitzen  von  den  stumpfen. 

*  I   c.,  wo  die  Terallgemeinening  dieses  SaUea  für  alle  Fnuponktcurven 
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Zu  den  Fusspanktcurren  der  Hyperbel  gehört  auch  die  Lemniskate 
(Fasspunktcurve  der  gleichseitigen  Hyperbel).  Man  erkennt  leicht,  dass 
die  hier  ^  entwickelten  Formeln  für  diesen  Fall  in  die  S.  59  abgeleiteten 
übergehen  (u  =  c  =  cj/2f). 

§4.  Dxittea  Beispiel:  Die  Cartesiflehen  Ourven  (^^aplanetisohen  Linien <0- 

Es  ist  bekannt,  dass  von  den  vier  Axenbrennpunkten  einer  Cartesischen 
Curve  einer  im  Unendlichen  liegt.  Die  drei  anderen  unterscheide  ich,  wenn 
sie  alle  drei  reell  sind,  als  äusseren,  mittleren  und  inneren;*  es  liegt  näm- 
lich der  „äussere*  ausserhalb  der  beiden  Ovale,  aus  denen  dann  die  Curve 
besteht,  der  „innere^  innerhalb  des  inneren  Ovales»  der  mittlere  ebenfalls, 
aber  zwischen  diesem  und  jenem.  Den  Namen  |,Cartesische  Curve  ^  fassen 
wir  im  weiteren  Sinne ,^  d.h.  wir  lassen  zu,  dass  zwei  dieser  Brennpunkte 
(nämlich  der  äussere  und  mittlere,  oder  dieser  und  der  innere)  conjugirt 
imaginär  sind ,  wobei  dann  ihre  An  tipunkte  reell  werden.  Jede  Cartesische 
Curve  wird  femer  von  drei  Ereissystemen  eingehttllt,*^  von  denen  aller- 
dings zwei  imaginär  sind,  sobald  nur  ein  endlicher  Axenbrennpunkt  reell 
ist  Da  es  sich  zeigen  wird,  dass  diese  Ereissysteme  drei  von  den  zu  be- 
trachtenden sechs  Kegelschnittssystemen  sind,"^  so  nehmen  wir  zunächst  die 
Beduction  der  Gleichungen  22),  23),  27)  vor,  welche  im  Falle  A  =  B  nöthig 
wird.  Man  hat  nämlich  dann,  wenn  man  gleich  t  =  0  einführt,  als  Co- 
ordinaten  der  zugehörigen  Brennpunkte  im  Coordinatensysteme  (£,  rj): 


^1  =  0,  1  1/2  =  0,  Ns=*fl>      ^4=— «5i, 


also  im  ursprünglichen  Coordinatensysteme  (o;,  y): 


I  ^  =  Ä^[2^ÄBf/l  +  X^f  +  (A  +  B)], 


A  +  B 

*3  =  «'4  —  9j^:zb 


*  1.  c.  (Ueber  die  Kreisfugspunktcurven)  S.  864. 
**  vergl.  Salmon-Fiedler,  Höhere  ebene  Corven,  8.  831  (2.  Aufl.). 
*•*  Wenn  von  dem  Systeme  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen, 
abgesehen  wird. 

t  Dass  ein  Kreis  für  eine  bicirculare  Carve  vierter  Ordnung  ein  viermal 
berOhrender  Kegelschnitt  sein  kann,  iai  selbttverstftiidlich ,  nur  sind  zwei  Berüh- 
rungspunkte uneigentlicbe  Berdli 

Z«iU«lir.  f.  lUth.  V.  VbnH^  XXJ*  ö 
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ax  also  die  drei  System  paare,  diu  aus  den  Wurzel  werthen 

(f'j.r,  "1"         oben,  der  Reihe  nach  wieder  mit  Z.  S;  X,,Z',;   £,,£',, 

S,  3  I   drei  Kreissysleine,    Z',  Z',,  Z',    die    drei  Systeme    con- 

••«r  ..       litte   sind   (s.  5.  66),    so   zieht   man  folgende  Tabelle  fUr 

DB  aas   den  Gleichungen  158)  und  159),   wobei   noch   inr 

ixni  positiven  Quadratwurzeln 

)4T=.,   )/Kl  =  « 


Z: 

r-. 

=  ^(I  +  K), 
k=0. 

A  =  |.(.  +  x)]',   B  =  l«(.-.)]-, 
2«IK 

'=-iin<' 

.  =  .|/I-IK  +  K|. 

164) 


Z,: 

Z',: 

A  =  B-e-(l  +  l)K, 
2'     _ 

|i--«K, 

t  =  o. 

A  =  1«(.  +  1)>1",   B=|.(.-l)x]', 
1  =  0; 

'■"/(y)'c-|+»<+'<)|- 

»  =  i!('-l  +  IK+K/. 

=•'  =  "■  z.. 

r,- 

A  =  B  =  «'HK  +  1), 

*-"•    (i-oo; 
i-O, 

A=[«.(.+i)r,  B=.i,.(.-i)]', 

1  =  0; 

»— f(K+i),  {:=r:k; 

*  — 2'K-fl' 

t  =  ef\  +  \K-KI. 

*  1  und  s  lind  alio  die  obengenanoten  Ewei  Verbältnisiie  selbst. 
**  Beteicbnet  man  die  EntreniDug  eines  beliebigen  BerObrongskreisea  4 
vom  Brennpunkte  x  =  —  eK  im  Systeme  T,,  bei.  x  =  ~e\  im  Systeme  I^  mit  d. 
den  BadiuB  d£s  Kieises  mit  a,  so  erhalt  mau  im  ersten  Falle 


159) 
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Jede  Cartesiache  Carve  wird  von  drei  Systemen  oongiuenter 
viermal  berührender  Kegelschnitte  eingehüllt* 

Die  Hyperbelo  $,  welche  die  Berührungspunkte  eines  Kreisaystemes 
(£,  Z, ,  Zg)  ausschneiden,  werden,  weil  drei  von  den  BUachelpunkten  im 
unendlichen  liegen,  zn  den  Geraden  durch  den  zngehörigen  endlichen 
Äienb  renn  paukt  a;  =  — -p-  Diese  Geraden  sind  überdies  parallel  den 
bez.  Verbindungslinien  der  Ereismittelp unkte  mit  dem  Coordinatenan fange  E; 
denn  aus  32)  folgt,  da  gegenwärtig  O'^O  ist,  z  ^ 't*.  Diese  beiden  SStze 
sind  wohlbekannt. 

Um  die  Betrachtungen  weiter  ins  Einzelne  in  fBhren,  ist  es  zweck- 
mässig, statt  der  Const&nten  1,  m,  n  drei  neue,  die  ich  e,  I,  K  nenne, 
einzuführen,  und  zwar  8o,  daas  die  Wurzeln  der  Gleichung  156) 
rational  werden.  Dies  gelingt,  wenn  man  folgende  Beziehungen  festsetzt: 
2i  =  e'(l  +  IK+K),  n  =  e=IK. 
4m  =  -e*[(l  +  IK+K)*-4IK(l+K  +  I)]. 

Es  soll  also  e  eine  Strecke,  dagegen  I  ebenso  wie  K  eine  reine 
Zahl  sein.  Man  kann  nachweisen,  dass  die  geometrische  Bedeutung 
dieser  Constanten  folgende  ist:  Es  sei  P  einer  der  im  Endlichen  liegenden 
Aienbrennpunkte  H,  J,  H'  (der  im  Unendlichen  liegende  sei  also  J'),  so 
ist  i  das  Quadrat  des  Verhältnisses  des  Mittelpunktskreishälbmessers  zu  der 
Entfernung  des  Mittelpunktes  K  dieses  Kreises  von  /*,  K  aber  das  Quadrat 
des  VerbSitnisscs  des  Halbmessers  eines  beliebigen  Berllbrungskreises  zum 
Abstände  seines  Mittelpunktes  von  P  (dieses  Yerhältniss  ist  bekanntlich  un- 
Ter  ändert  ich ) ;  oder  umgekehrt.  Vergl.  die  weiteren  Entwickelungen  [Gl.  164), 
165)  und  die  zweite  Anmerkung  S.  68J. 

Die  Gleichung  für  P,   156),  wird  nun 

P»-PV(l  +  IK+K)  +  Pe^lK(l  +  K  +  l)-c*l>K'  =  0, 
hat  also  offenbar  die  Wurzeln 

160)  P,  =  e'IK,     P,  =  e'l,     p3  =  e*K. 

Nach  158)  nnd  159)  sind  die  endlichen  Brennpunkte,  welche  fUr  die 
Ereissysteme  diesen  drei  Wurzeln  entsprechen,  gegeben  durch 

161)  x  =  —  e,    z  =  —  eK.    «  =  — el.** 


*  Ein  speeieller  Fall  dieBes  SatEes,  n&mlich  fflr  die  Ereisfuflepunktcurve,  ist 
in  der  Arbeit  über  die  KreiBfnsspunktcurveo  enthallen  und  hat  den  Auagangepunkt 
fSr  die  gegenwartige  Abhandlung  gebildet,  I.  c.  S.  SGO,  vergl.  auch  die  Vorbemer- 
kungen S.  1. 

•*  Der  vierte  Brennpunkt  iit  dann  nach  IM)  x  =  a>.     Die  Gl.  128)  wird  in 
I  unserem  Falle,  wo 

a  =  6  =  -2<'(1  +  IK+K),  b  =  -*«'lK,  (  =  e*[(l  +  lK  +  K)«-4tK0  +  K  +  l)I 


0.*,'-16e'IK|x,'  +  a:„»e(l  +  K  +  l)  + 
imd  giebt  also  genau  die  Tier  Brennpunkt«,  i 


•e(l  +  IK  +  K)  +  e'IKl  =  0 

)  Ne  auf  anderem  Wege  gefanden 


Bezeichnet  man  also  die  drei  Sjs tem paare ,  dio  ans  den  Wurzel  wcrtben 
P,,Pj,p3  hervorgeheo,  der  Reihe  nach  wieder  mit  Z,  S';  Z,,Z',;  !t,,  Z'i, 
wo  Z,  Z, ,  Z,  die  drei  Ereissysteme ,  Z',  Z, ,  Z'g  die  drei  Systeme  con- 
gruenter  Kegelschnitte  sind  (s.  S.  66) ,  so  zieht  man  folgende  Tabelle  fQr 
die  sechs  Systeme  aas  dea  Gleichungen  158]  und  159),  wobei  noch  lur 
Abkürzung  die  positiven  Quadratwurzeln 

162)  /rr=.,  )/Ki=x 

gesetzt  worden  sind.* 


1.  p  = 


Z: 


163) 


A  =  B  =  p'(l  +  K). 

1=0, 

«  =  j/l-IK  +  K[. 


J  =  0,- 
"l  +  K' 


«/(^^) 


(l-IK+K). 


'■'^'■■^■. 

5:'.: 

A-B-e^ll+llK, 

4  =  0, 

A=[e(.  +  1)»]>,  B-[.(.-l)xl>, 

s-efZ-l+IK  +  K/. 

166) 


2^: 

^.: 

A-B-e-HK  +  I), 

s-o. 

A=[..(«+l)l',    B=le.(.-l)l', 

»=-f(K+i),  |:zi:k; 

»  =  e;/|  +  IK-K|. 

*  1  und  K  lind  also  die  obeDgenannten  zwei  Verhältnisse  selbst. 
**  Beteichoet  man  die  Entferanng  eines  beliebigen  Berühmogskreisee  <l> 
vom  Brennpunkte  x  =  -eK  im  Systeme  Zj,  bei.  x  =  ~e\  im  Systeme  I,  mit  d, 
den  Badius  d^  Kreises  mit  a,  so  erhält  man  im  ersten  Falle 
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So  lange  gleichzeitig  l>^0,  K>>0  ist,  sind  alle  sechs  Systeme  reell, 
und  zwar  offenbar  Z',  T.\^  ü'^  Ellipsen.*  Sobald  diese  Bedingungen 
nicht  erfüllt  sind,  sind  alle  sechs  Systeme  163),  164),  165)  und  demnach 
auch  die  Curre  selbst  imaginär  —  einen  einzigen  Fall  ausgenommen,  für 
welchen  die  Beziehungen  159)  einen  Anhalt  gewähren:  denn  sie  zeigen, 
dass  die  Curye  reell  sein  kann,  wenn  i  und  x  conjugirt  imaginär 
sind ,  weil  dann  sowohl  I  +  K ,  als  auch  I K  reelle  Grössen  sind.  Demgemäss 
setze  ich  für  diesen  Fall: 

i  =  V2  +  iV2,       X  =  Vj  — ivg 

(.x==V  +  v,»,    l  +  K  =  2(v,«-v,«),    l-K  =  4iv,v,). 

wobei  ich  unter  Vn  Vg  reelle  Grössen  verstehe.  Der  Fall  l>0,  K>0 
stellt  die  eigentlichen  aplanetischen  Linien  dar,  der  in  166)  aber  diejenigen 
Gurren,  für  welche  zwei  der  Axenbrennpunkte  conjugirt  imaginär  sind. 
Denn  jetzt  sind  die  vier  Brennpunkte: 

167)  a;  =  — e,    »  =  — «(vj*  — v,*  +  2ivivJ,    «  =  00. 

Die  vier  Systeme  164),  165)  sind  dann  imaginär,  aber  die  beiden  ersten, 
163),  sind  reell.     Für  sie  erhält  man  folgende  Beziehungen: 


166) 


I: 


A  =  B 
k 


8_v«' 


168) 


Ä  =  QO, 


00 


(y=0); 


J;  =  0, 


s  =  ej/~2{v^'-v*)-{v*+vM 


Z': 


A«=0; 


A;  =  — e 


v,»-v,» 


s 


=  2e^(^;^)*((v,»+0»-2K»-.,«))(. 


und 


Demnach  hat  man 

im  Systeme  I|  aber  umgekehrt 


(2  =  ^e*+9'  4-  2  e^  cosOf  =  c  )(<(l  +  1)  4-  2  i  cos^l 


9  a 


a 


-^  =  x,    -j  =  i   (8.  S.  67). 

*  Man  erkennt  aus  163),  164),  165),  daas  stets  die  Schnittpunktskreise  wenig- 
stens zweier  Ereissysteme  reell  sind;  dass  aber  alle  drei  reell  sind,  wenn  dbs. 
(I-K)<IK<I  +  K  ist.    Auch  folgt,  dass  die  Schnittpunktskreise  zweier  conjagirter 
Systeme  stets  gleichzeitig  reell  oder  imaginär  sind. 
**  Die  Gleichung  der  Curve  ist  dann: 

(xt^y,)»  -  2 (rc^  +  y«) ««[(»,«+  »,«)«  +  2 (»,«-  V)J  -  8a;c»(ir,«-f  V)» 


Hry*t\tm)a   bMlalit,   ko   imn 
utt  iiiaA  [«bcDM  «-ic  dit  'Ict  : 

KruMjiUum  £,  j  £()  ia  F«Uc 

MI   «1«B   tiUicfauDt[«D    für   i    UJ-. 

Jtlol  imII   un<1  fklUm  mit  d«r, 
iMnmni,  via  idu)  leicbl  wi  ' 
von  Mlbft  «ialiradit«!,   ä&   m' 
Am  livgtudflo  tmIIcd  Nullk; 
rolj(a   dar  Usflnitioti   der   Hi- 
MoltkniM  hat  maa  1  -  i. — 
Kuf  dorn  UitUlpunkt  ; 
»ntnr   I'  in    Iti«)  aui-   ■■ 


*U>U    I 


»bor  rottll.  —  Diu  H  , 
winkliit,  J«  nni-lnl. 
«rwuUan  ilcb  di«  lil.  1 
nir  dio  Quadrate  der   : 

diktier  bei  v,  ^a  y^  :=  : 
([iollr,  aber  fQr  X', 
$  hU  k  unendlich 
nnvodlinh  ferne  ui 
flleiohnng  dor  l<iUt< 
»,>,.,  »«.gellt. 


-    (im     [- 


POr  dw  WutoJ  km 
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Die  Schnittpunktsgerade  geht  demnach  durch  den  im  Endlichen  liegenden 
reellen  Axenbrennpunkt.  Die  ausserhalb  der  x-Axe  liegenden  reellen  Brenn- 
punkte rücken  zufolge  168)  auf  die  j^-Axe,  und  man  erhttlt  also  im  Falle 


wo 


V,  =  Vj  =  V, 


169)    (fl;«+y*)«-8(a?+y«)e«v*-32a?e»v*  +  16e*v*(v*-l)  =  0 
die  Gleichung  der  Curve  ist,  folgende  Uebersicht: 


Q=^2evK 


I: 


170) 


Ä  =  B  =  ^e*v^co8<t>] 
Aj  =  0,    s  =  i.2ev\ 


Z': 


A=(2(jv)«,    ^  =  -(2ev)*; 


Je  zwei  parallelaxige  Hyperbeln  Z'  haben  nur  zwei  endliche  Schnitt- 
punkte, die  eben  auf  der  Geraden  a;  =  — e  liegen;  in  der  That,  da  sie 
gleichseitig  sind,  so  sind  dann  ihre  Asymptoten  parallel,  so  dass  zwei 
Schnittpunkte  ins  unendliche  fallen. 

Die  Gleichung  der  Cartesischen  Curve  lässt  sich  in  den  zwei  hier  be- 
trachteten Fällen  schreiben 

171a)   [a?  +  y*-ß*{l  +  IK  +  K)P-8c«IK[x  +  |-(l+K+l)j=0, 
woraus  man  ersieht,  dass  die  Gerade 


171b) 


die   Schnitt- 


bez. 


«  =  - JO+K+l)  bez.  «  =  -c(v.»-v,*+i)] 

Doppeltangente    ist    (bei   Vj  =  Vj  =  v:    a;  =  — -^j«     Was   di( 

punkte  mit  der  x-Axe  betrifft,  so  sind  sie  identisch  mit  den  Schnittpunkten 
der  Berührungskreise  0  =  0  und  <t>  =  9s,  also  wenn  man  die  Systeme  Z,  Z' 

nimmt:  /      i  \  /  •     \ 

»  =  —  e(tx  +  t  —  x),    aj  =  —  e(»x— »  +  x), 

a;  =  e(ix — i  —  x),    aj  =  c(ix+t  +  x), 

aj  =  e(V  +  v2«HF2vi), 

wenn  im  letzteren  Falle  nur  die  reellen  Schnittpunkte  (<t>  =  0)  berücksichtigt 
werden.  Hier  (i  =  Vj  +  ivj,  x  =  Vj  — ivg)  nun  sind  drei  Formen  zu  unter- 
scheiden: die  Curve  kann  ganz  convex  sein,  oder  einen  Flachpnnkt  oder 
eine  Einbiegung  haben.     Der  mittlere  Fall  erfordert  nach  dem  Obigen 

also  unabhängig  von  v,:  V|'  =  ^.  Sobald  v^'<^  ist,  ist  die  Curve  ganz 
convex.  Falls  die  Curve  aus  zwei  Ovalen  besteht  (l>0,  K>0),  so  hat 
das  äussere  einen  Flachpunkt,  wenn  (i-|-x)'  =  l  oder  i  +  Ki=^l  ist  n«  s- 


^^^^^BBlfipRcBÄlTO  Tangenten   der  Kreise   eines  Ereissjstemes  hdllen  eSS^^ 
Kegelschnitt  des   conjagirten  Systemen  congrueiit«r  Kegelschnitte  ein.     Der     i 
Begriff  „ entsprechender  Tangenten"  der  Kreise  ergiebt  sich  aus  dem  Begriffe      i 
der  Axen  der  Kreise;  nod  als  Axea  eines  Kreises  sind  dabei  die  Linien  zu 
betrachten,    welche  seinen  Mittelpunkt  mit  den  Schnittpankten  des  zagehS- 
rigen  Mittelpunkfakreiäes  und  der  i-Äse  verbinden.     Umgekehrt  hOUen  ent- 
sprechende Tangenten    in  einem  Kegelscbnittssjsterae  einen  Kreis   ein.      Be- 
merkenawertb  ist  noch,  das9  die   Scbnittpunktekreise  zweier   sol- 
cher CO njugirter  Systeme  sich  auf  derjenigen  Geraden  schnei- 
den, die  in  dem  tum  Kreisaysieme  gehörigen  endlichen  Brenn- 
punkte auf  der  x-Äse  aenkrecht  steht.      So  hat  man  z.  B.  fttr  die 
Sohnittpunktskreise  der  Systeme  Z,  £',  16'}): 

^  +  y^-e*(l-IK-|-K)  =  0.  1 

mitbin  ftlr  ihre  Schoittpankte :  i 

ü.  8.  w,  —  Es  ist  femer  leicht,  diejenigen  Kreise  oder  Kegelschnitte  der 
verschiedenen  Systeme  zu  ermitteln,  welche  die  Curre  byperosculiren ,  ins- 
besondere bei  den  Kreissyätemen.  Alle  Kreise  des  Systemes  Z  z.  B. ,  wenn  ' 
wir  die  61.  Iß8)  nehmen,  werden  bekanntlich  von  einem  Kreise  um  den  I 
zugehörigen  Brennpunkt  x=^  —  e  rechtwinklig  geschnitten.  Der  Halb-  J 
messer  dieses  Kreises  ist  offenbar  (nach  168)1  f /(V+^tV-^fv,"- v,»)  + 11; 
der  Kreie  moas  natürlich  auch  dnrch  die  Nnllkreise  gehen,  wie  durch 
die  GL  168)  (rechts)  bestätigt  wird,  nnd  flberdiee  müssen  anf  ihm  die 
Hyperoscolationspankte  der  beiden  Hyperosculationskreise  liegen,  nKmlich 
an  den  BerOhmngsstelleD  der  Tangenten,  die  sich  von  seinem  Mittelpankte 
ans  (x  =  — e)  an  die  Cnrve  legen  lassen.  Da  aber  die  Qerade,  welche  die 
Bertthrougspunkte  eines  Kreises  ausschneidet,  dem  betreffenden  Halbmesser 
des  Hittelpanktskreises  parallel  ist,  so  hat  man  folgende  Construction;  man 
ziehe  die  gemeinsamen  Tangenten  des  Mittelpunkts  •  nnd  des  Orthogonal- 
kreises;  der  Berahmngspnnkt  einer  solchen  Tangente  am  ersteren  Kreise 
ist  der  Mittelponkt,  der  am  letiteren  der  Bertlhningspunkt  eines  Hyper- 
osculationskreises.  In  jedem  Kreissysteme  giebt  es  also  vier  byperoscn- 
lirende  Kreise.* 

Aehnlichea  gilt  im  Falle  l>0,  K>0,  nnr  dass  hier  mit  Beziebong 
auf  den  mittleren  Brennpunkt  an  Stelle  des  Orthogonalkreiseg  ein  Kreis 
tritt,  der  von  jedem  Kreise  des  zngehörenden  Kreissystemes  unter  einem 
Durchmesser  geschnitten  wird.  Die  Qleichnngen  der  drei  Kreise  sind 
[163),  164),  165)): 

*  Die«  giebt  zntammen  IS;  rechnet  man  noch  daza  die  vier  SdieitelkreiM 
(deren  Mittelpankte  auf  der  Cnrvenaze  liegen),  so  hat  man  die  lA  hjpenmcnliren- 
denKreiie  (vergl.  Clebsch,  Ebene  Cnrven  u.  «.  w.,  ürelle's  J.  Bd.  64  S.  3&7flg.}. 
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(a:  +  c)«  +  y«-e»(l-l)(l-K)  =  0, 
172)  (a.  +  eK)«  +  i^«-e«(l-K)(l-K)  =  0, 

(a?  +  el)*  +  y«  +  ß«(l-K)(l-l)  =  0. 

Diese  drei  Orthogonalkreise  sind  mit  den  drei  übrigen  ßrennpunktskreisen 
(s.  S.  15)  identisch;*  denn  jeder  enthält  die  Antipunkte  zweier  endlichen 
Axenbrennpunkte  und  die  Antipunkte  des  dritten  endlichen  und  des  unend- 
lich fernen  Axenbrennpnnktes,  die  ja  mit  den  unendlich  fernen  Kreispunkten 
jetzt  zusammenfallen.  Daher  muss  nach  einem  früheren  Satze  (8.  40)  der 
erste  die  Schnittpunktskreise  von  Z  und  Z',  der  zweite  die  von  Z^  und  Z'^ 
der  dritte  die  von  Zj  und  Z',  rechtwinklig  schneiden,  was  man  leicht  be- 
stätigt. Je  zwei  schneiden  sich  mit  zwei  Schnittpunktskreisen  in  denselben 
beiden  Punkten ,  nämlich  der  erste  und  zweite  in  den  gemeinsamen  Punkten 
der  zu  Z^  und  Z'^  gehörenden  Schnittpunktskreise,  der  erste  und  dritte  in 
denen  der  zum  zweiten  Systempaare  Z^,  Z'i  gehörenden  Schnittpunktskreise 
u.  s.  f.,  alles  in  üebereinstimmuDg  mit  früheren  Sätzen  im  I.  Abschnitte. 
Einer  von  ihnen  ist  stets  imaginär;  wenn  z.  B.  I<^1,  K<C1|  K^\  voraus- 
gesetzt wird  (und  das  ist,  wie  eine  einfache  üeberlegung  einleuchtend 
macht,  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  im  Falle  l>0,  K>0), 
so  ist  x^  —  e  der  äussere,  x  =  '~e\  der  mittlere,  a;  =  —  eK  der  innere 
Brennpunkt;  dann  ist  nach  den  obenstehenden  Gleichaugen  der  dritte,  zu 
a;=3  — el,  also  zum  mittleren  Brennpunkte  gehörende  Orthogonalkreis 
imaginär.     Dafür  ist  aber  dann  der  Kreis 

der  nun  von  den  Kreisen  des  entsprechenden  Kreissystemes  Z^  nicht  mehr 
rechtwinklig,  sondern  unter  lauter  Durchmessern  geschnitten  wird,  reell. 
Dieser  Kreis  und  die  beiden  reellen  Orthogonalkreise  schneiden  sich  nun  in 
nur  zwei  Punkten,  die  auf  der  zur  y-Axe  parallelen  Geraden 
durch  den  mittleren  Brennpunkt  liegen,  was  man  sofort  bestätigt. 

Die  Coordinaten  dieser  Punkte  findet  man  a;s=  — el,  y=  +  ej^(l— l)(l  — K)f. 

Endlich  möge  noch  daran  erinnert  werden,  dass  hier,  nämlich  bei  den 
Systemen  Z^  Z',,  Z'si  der  einzige  mögliche  Fall  vQnliegt,  in  dem  die 
Hyperbel  ^ ,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  beliebiger  parallelaxiger 
Kegelschnitte  ausschneidet,  zugleich  ihre  Mittelpunkte  enthält  (yergl.  S.9). 

Wenn  im  Falle  l>0,  K>0  K=^l  ist  (oder  im  Falle  i^^v^  +  iv^, 
x  =  V|  — iv,  ^s^O))  so  ergeben  sich  nur  zwei  verschiedene  Systempaare, 
indem  die  Paare  Z^,  Ii\  und  Z^,  Z'g  zusammenfallen: 


*  Der  erste  Brennpunktskreis  f&llt  mit  der  a;-Aze  zusammen. 


Z,  =  Z,: 

r,  =  r,: 

A  =  B  =  e«l(H-l),   1 

2. 
1  +  1' 

A.|e.(.+1)]',  B«l.i(.-I)I'.   1  = 

»  =  «.    1"-" 

S  =  l)i 

'.— |o+i),  |:ii:;,  »= 

*=.0,   ä-j 

. 

— ,-iT--'-|!^|- 

Die  Gleichung  der  Cnrve  ist  dum 
175}  |;^+j^_c»|(n.2)]«-8e«l»[i+e(l+ 1)1  =  0. 

die  KieisrttsspuaktcurTe.  Und  zwar  ist  sie  von  der  ersten  (mit  i»o- 
lirtem  Doppelpunkte],   zweiten  (Kardioide),   dritten  Art  (mit  Schleife),  je 

'I' 

ist.  Das  System  J.  bestellt  aus  den  doppelt  berührenden  Kreisen,  Z,  aber 
ans  den  Bertthrangakreisen  durch  den  Doppelpunkt;  Z'  stellt  eine  bekannte 
Coostraction  der  Cnrre  dar,  Z',  best«ht  ans  congmenten  Ellipsen  ,*  die  aber 
bei  der  Kardioide  ebenfalls  ausarten. 

Zn  den  gewöhnlichen  aptanetischen  Linien  (I  >  0,  K  >  0)  vergl.  Taf.  III 
Fig.  12a,  b,  c,  wo  i  =  i^,  x  =  4  gewBhlt  ist;  was  den  Fall  t  =  w,+t>'i, 
»  =  fi  — »vj  betrifft,  Taf.  lU  Pig.  13a,  b,  wo  v,  =  l,  »-,  =  1,  bex.  v,  =  ». 
=  }  (gleichseitige  Hyperbelnl);  endlich  zu  den  KreisfusspnnktcnrreQ  in  der 
oft  citirten  Arbeit  Fig.  5  c. 

LSsst  man  den  inneren  Brennpunkt  einer  aplanetisohen  Linie  ins  Un- 
endliche rtlcken,  so^eht  sie  in  eine  Hyperbel  Aber;  wenn  man  den  Kosseren 
ins  Unendliche  wirft,  dagegen  in  eine  Ellipse.  Von  den  sechs  Systemen, 
die  wir  betrachtet  haben,  bleiben  dann  nnr  zwei  verschiedene  übrig:  du 
eine,  bestehend  ans  den  einzelnen  Tangenten,  jede  mit  der  nnendlich  fernen 
Geraden  zusammen  genommen,  das  andere  aus  den  Paaren  paralleler  Tan- 
genten gebildet.  In  Beziehung  auf  das  Letztere  ergiebt  sich  dann  folgender 
Satz  (vergl.  S.  10) : 

*  Vergl.  die  Arbeit  Aber  die  EieiBfuMpunktcnTveo,  S.  3M).  Die  Curven  TT  f3r 
dieaes  EilipseusyBtem  sind  Kreiifuiapunkt curven,  wie  auch  ans  der  dort 
(S.  360  1.  Abiati)  filr  sie  aagegebeuen  ConiitriictioD  hervorgebt.  IrTthümUch  iit 
dort  gesagt,  es  w&ren  Curven  anderer  Art. 
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Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  mit  einer  beliebigen  festen 
Tangente.  Bewegen  sich  dann  zvei  andere  Tangenten  so,  dass 
sie  gegen  die  feste  beständig  entgegengesetzt  gleich  geneigt 
sind,  so  beschreibt  ihr  Schnittpunkt  die  (gleichseitige)  Hyper- 
bel durch  die  vier  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  und  den 
Berührungspunkt  der  festen  Tangente. 

Dies  ist  die  Ventil  gerne  ine  rung  eines  bekannten  ParsbeUatzes.* 

Der  Satz  vcm  Schnittpunktskrelae  wird  zu  dem  bekannten  Lehrsätze, 
dass  alle  Tangenten  rech  tecke  eines  Kegelschnittes  einem  und  demselben 
Kreise  eingeschrieben  sind  n.  6.  w.  Für  die  Ellipse  Tergl,  Taf.  III  Fig.  14, 
Da  hier  (nie  Überhaupt  bei  den  Cartesiscben  Cui'ven)  ^  =  0  ist,  so  hat 
man  j;  =  0  [s.  32)];  dabei  ist  offenbar  jetzt  J<]>=(p  der  Winkel  eines  Tan- 
gentenpaares  gegen  die  Hauptaxe,  j  der  Winkel  der  Hyperbel,  welche  die 
Berübrungspunkte  ausschneidet,  in  den  reellen  Brennpunkten  gegen  dieselbe 
Aze.  Jener  ist  demnach  die  HSlfte  von  diesem.  Vergl.  das  Nähere 
Ende  des  III.  Abschnittes. 

8  S.  Viertes  Beispiel:  Das  Ereispaar. 

Eine  besondere  Beachtung  verdient  die  in  zwei  Kreise  zerfallende 
bicircnlare  Curve  vierter  Ordnung.  Einen  Satz,  der  sich  auf  sie  bezieht, 
habe  ich  schon  aufgestellt  (S.  34);  es  wird  sich  zeigen,  dass  jede  solche 
Curve  von  zwei  Systemen  eingehüllt  wird,  von  denen  jedes 
sich  selbst  conjugirt  ist;  alle  Kegelschnitte  dieser  Systeme 
laufen  durch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Kreise;  sie  be- 
stehen aus  Ellipsen,  wenn  der  eine  Kreis  innerhalb  des  ande- 
ren liegt,  aus  Hyperbeln,  wenn  die  Kreise  ausserhalb  einander 
liegen,  und  das  eine  aus  Ellipsen,  das  andere  aus  Hyperbeln, 
wenn  die  Kreise  sich  in  reellen  Punkten  schneiden.  Die  in  Rede 
stehenden  Doppelsysteme  gehören  also  zn  den  uneigentÜchen  Bertlb- 
rungskegel Schnittssystemen  (s.  S.  53).   —  Dies  nur  vorläufig. 

*  Bei  der  Parabel  also:  Der  Schnittpunkt  zweier  Tangeuten,  die  gegen 
eine  gegebeee  Tangente  der  Parabel  eutgegengeäctzt  gleich  geneigt  Bind,  liegt 
auf  dem  Brenastrahle  durch  den  BerührungEpunkt  der  festen  Tangente.  Vergl. 
z.  B,  Steiner,  Vorlesangen  ab.  sjDthet.  Oeom,,  I.  TheÜ  (berausgeg.  t.  Geiser), 
8.  117.  ^  Die  .Asymptoten  der  Byperbel  tiad  der  Basis  und  HObe  des  umgeschrie- 
ben en  Dreieckes  parallel.  Die  Bertbrungssehnen  der  verschiedenen  Schen- 
kelpaare, die  SU  derselben  BaiistaDgente  geboren,  hüllen  ebenfalle 
eine  Hyperbel  ein;  diese  berührt  niLnIich  die  vier  Taagenten,  die  an 
den  gegebenen  EegeUchuitt  parallel  den  Asymptoten  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  gezogen  werden  kennen,  und  ihre  Asymptoten 
sind  die  Onrchmesser  des  gegebenen  Kegelschnittes,  die  zu  den  Asym- 
ptoten der  gleichseitigen  Hyperbel  coujagirt  sind.  Ist  der  gegebene 
Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  gehen  jene  Berührungssehnen  alle 
durch  einen  Punkt,  n&mlicb  den  Pol  der  Ortegeraden,  die  dann  an 
Btelle  der  gleichseitigen  Hyperbel  tritt,  mit  Beziehung  auf  die  Pa- 
'   rabeL 
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mkte  der  Cnire  sind  oSeobar  di« 
punkte  der  Kreise  und  ihre  Äntipnnkte.  Was  die  Bonstigen  BreDopoakt« 
betrifft,  io  liegen  nücb  ihrer  Definition  vier  in  jedem  Seh n i tl packte  der 
Kreise,  ebenso  wie  die  Antipunkte  auf  der  Centrale  vierfach  zählen.  Von 
den  Becbs  Kegel icbnittäsytemeu  oiüfisten  demnach,  wie  man  wobl  erwarten 
kennte,  vier  iueammenfftllen  zu  einem,  das  sich  selbst  eonjugirl  ist  nnd 
dessen  BerQbningEpunkte  von  den  Hyperbeln  durch  die  Schnittpunkte  der 
Kreise  und  ihre  Antipunkte  ausgeschnitten  werden;  indessen  zeigt  sich,  dasi 
sie  blos  paarweise  zusammenfallen,  dass  also  dasselbe  HjperbelbD^ehel 
die  BerQhrongs punkte  zweier  verschiedener  Kegel schnittasyeteme  be- 
stimmt. Alsdann  bleiben  in  dem  gegenwärtigen  Falle  aber  immer  noch 
vier  hyperbolische  Quadrate  und  also  vier  Byperbelbüschel  Dbrig:  Q&mlich 
die  aus  je  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  bestehenden  Hyperbeln 
dorch  jeden  Schnittpunkt  der  Kreise,  sowie  jeden  ihrer  Antipunkte.  In  der 
That  werden  wir  ocs  deshalb  hier  nicht  vorläufig  mit  den  Gl.  118),  119), 
120)  begnügen,  sondern  die  Gl.  132),  123),  124)  mit  beracksichtigeQ  nad 
dabei  zugleich  erkennen,  dase  jedes  der  zuerst  genannten  beiden  Doppel- 
systeme  (Systeme,  die  sich  selbst  conjugirt  sind)  wiederum  doppelt  zu 
zahlen  ist. 

8ind  die  Schnittpunkte  der  Kreise  imaginär,  so  sind  die  auf  der  Cen- 
ttale  Hegenden  Brennpunkte  reell,  Ist  d  die  Entfernung  des  Uittelponktes 
eines  Kreises  von  einer  Geraden ,  ist  der  Endpunkt  von  d  Coordinatenau fang 
(die  Gerade  y-Axe,  die  Eichtnng  nach  dem  Kreii-miltolpunkte  a^-Axt-),  r  der 
Bsdins  des  Kreises,  und  r<d,  so  sind  die  Schnittpunkte  des  Kreises  nnd 
der  Geraden  x^O,  y=  +  f'H— d*f,  demnach  ihre  reellen  Antiponkte 
9  =  0,  x=  +  j/^—r'}.  Liegt  auf  der  negativen  Seite  der  z-Axe  ein 
anderer  Kreis,  der  dieselben  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  hat,  wie  der 
erste,  so  ist  also  J^r'*— d'*f  =  f^H  — d*f,  mithin  auch  J^d''~r''|  =  f^d*  —  r^. 
D.  h. :  Die  Tangenten  vom  Ooordinatenanfange  an  beide  Kreise  sind  gleich. 
Dabei  ist  die  y-Aze  die  Potenzlinie  (Badicalase)  der  beiden  Kreise.    Also: 

Die  Aienbrennpunkte  einer  aus  zwei  Kreisen  bestehenden 
Cnrve  werden  von  dem  gemeinsamen  Orthogonalkreise  der 
beiden  Kreise  auggeschnitteu;  sie  liegen  symmetrisch  sur  Po- 
tenzlinie. Sie  sind  zwei  Ecken  des  den  gegebenen  Kreisen  gemeinsamen 
Polardreiecka. 

Durch  ebenso  einfache  Betrachtungen  weist  man  nach: 

Liegen  die  Kreise  ausserhalb  einander,  so  werden  die  Axen- 
brennpunkte  von  den  znr  Centrale  senkrechten  Verbindungs- 
linien der  Schnittpunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  aus- 
geschnitten.    Und: 

Die  Axenbrennpnnkte  werden  von  den  Geraden  bestimmt, 
welche  die  zu  einem  und  demselben  Kreise  gehörenden  BerQh- 
rungspuakte  je  einer  inneren  und  einer  Süsseren  gemeinsamen 
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Tangente  verbinden;  oder  von  einem  Kreise,  der  durch  die  Be- 
rührungspunkte einer  gemeinsamen  Tangente  geht  und  seinen 
Mittelpunkt  auf  dieser  (oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  auf  der 
Potenzlinie)  hat.  Diese  Kreise  schneiden  sich  bekanntlich  paarweise  recht 
winklig,  desgleichen  die  soeben  genannten  Verbindungsgeraden.*  —  Die 
Potenzlinie  ist  als  Doppeltangente  vierfach  zu  zählen. 

unter  Zugrundelegung  des  oben  näher  bezeichneten  Coordinatensystemes 
{x^y)  nehmen  wir  an,  dass  der  Mittelpunkt  des  grösseren  Kreises  auf 
der  positiven  x-Axe  liege.  Die  Länge  der  Centrale  sei  2e,  so  dass 
rce=-^e  die  Mittelpunkte  (Doppelbrennpunkte)  der  Kreise  sind.  Die  Halb- 
messer der  Kreise  seien  r^,  r^: 

Zur  Abkürzung  möge 

176)  !i-^=t,,    ^i-^  =  t2     (n^ri  +  rg,  r^^x^-x^) 

gesetzt  werden;  dabei  ist 

177)  x,>x,>0,    r,*+r,»  =  ^(r,»  +  r,«),    4r,r,  =  V-V. 

Die  Gleichungen  der  gegebenen  Kreise  sind 
178^  l{x-ey  +  y*-r*  =  0, 

und  demnach  findet  man  die  Gleichung  der  Curve  durch  Multiplication : 

(x»+y»)»-a;«(26«+V+V)+y»(2e«-(r,*+r,»)) 

^*'''  -2xe(r,«-r,«)  +  (e«-r,«)(e«-r,«)  =  0 

oder  nach  176),  177) 

180^    (**+»*)*  -  2«'(«'  +  r,*+ V)  +  2y«(e«  -  (r,»+r,«)) 
"'  -  Sxcr, r,  +  e*  -  2e»(r,*+  r,»)  +  (r,» - r/)*  =  0. 

Hieraas  bestätigt  sich  nach  39),  40),  41)  alles,  was  S.  76  ttber  die  Brenn- 
punkte gesagt  wurde.     Die  Coef&cienten  sind: 

a 2e»-(V+r,«)  =  -2e*-2(r,»  +  r,«). 

''°'-'  b  =  2e*-(r,«+r,«)  =  2c»-2(t,»+t,»),    c  =  0; 

b  =  — e(r,*— r,*)  =  — 4er,rg,    e  =  0, 
f  =  (e»-r,»)(e«-  r,«)  =  e*  -  2e»(r,*+ r,«)  +  (r,»-  r,»)». 

Nennt  man  die  Abscisse  der  Potenzlinie  oder  der  Schnittpunkte  beider 
Kreise  Xq^  so  ist  für  die  Schnittpunkte  selbst  nach  178) 

löJa)a;  — ÄTo  — 4^'    S^o  — ±  4^ 

oder 

182b)       .,=-1^.  y„=  +  /E(^^^iS5E5)L. 


•  üeber  die  im  Folgenden  zu  Tage  tretenden  Sätze  von  den  gemeinscbaft- 
lichen  Tangenten  zweier  Kreise  vergl.  auch  Reinhardt,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phye. 
Bd  32  S.  18aflg. 


wenb         ^n| 
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9  i^ihiää^  sieh  (die  SchDittpiuikie  rind  reell), 

^L  r,>e>Tj 

5  leit  Zf>e>Xj   ist  aosgeschlossen   nach    177)].      Es    findei 

re  BerObrnng  statt  bei 
jj^^^  e  =  t,  beü.  e  =  rji 

ausserhalb  einander  oder  der  kleinere  befindet  sich   inner- 
n,  je  nachdem 
^  '^"i  "der  «<Tj 

j  Dann  hat  man  Rix  die  reellen  Brennpankte; 

^     ,,^T  '^"■-.■»--'■''  4t- V.T^l.--0(^-...)l]. 

.  eine  von  diesen  zwei  Breanpanktequadropeln  fällt  mit  dem  Coordinaten- 
Ige  lasammen,  wenn 
X  t,r,  =  l/(e»-r,»)(e*-r,»)f 

oder  (abgesehen  von  e  =  0,  wobei  die  Kreise  onceDtrisch  w&ren  nnd 
«ine  Qoadmpel  in  den  gemeinsamen  Mittelponkt,  das  andere  ins  Unend- 
rBcben  würde)  ,        ,  .     . 

I  liegt  das   andere    bei    ar  =  — 2-^— ^  =  2i„.     Es  lässt  sich  nachweisen, 
iB    hierbei    die    inneren   gemeinschaftlichen   Tangenten    auf 
den  Insseren  MSkresht  stehen  (b.  anl«n). 

Die  Gleicbnngen  120)  nnd  124)  werden  zufolge  161): 
16P-16P»(e*  +  V  +  r,*)+16P(e*(T,»+V)  +  r,*V)-I6«*r,»r,»  =  0, 
16P'-16P»(2(i.«  +  r,»)-e*)  +  16p(li,»  +  V-<!»)(t.»+V)  +  r,«i,») 
-16(r,*  +  r,*-e»)r,V  =  0- 
Beiden  Gleicbangen  sieht  man  unmittelbar  an,    welche  Wurzeln  sie  haben: 
die  erste  P  =  e*,    P  =  ri*i  P  =  r,*;   die   zweite  P  =  r,»  +  r,*— «■,   P  =  »,*, 
P  =  rj*  oder,  wenn  man  aaf  f  selbst  zarückgeht: 

184)  p  =  r,,   ?  =  rj,   *  =  «j ___^ 

185)  f  =  r,,   «  =  r„    e  =  A*+ V-e*!- 

Die  BeatimmnngBgleichangen  für  il  [bez.  ft,  ifi),  A,  B  sind  bei  184) 
nach  107),  108): 

[P-(r,Hr.»)]i'-^^^i=e*.     ^=r.»  +  V-P, 

2     "      a' 
bei  185)  aber,  8.122),  123): 
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I.  ^  =  tj ,   I  =  r.    Aus  186)  folgt  (A tj  +  e)«  =  0,  also 

188a)  A==-- 

h 

als  Doppelwarzel,  was  eben  bedeutet,  dass  die  conjugirten  Systeme  Z, 
Z'  zusammenfallen.    Weiter:   — ^ — '=V»  — ö —  =  ^^2,  also 

A  =  r8(r,+e),    B  =  rj(r2-c). 

Endlich  erhält  man  mit  Hilfe  von  23)  und  27)  die  zugehörenden  Brenn  • 
punkte,  nach  30),  31)  den  Schnittpunktskreis: 

188b)  Ä=-.^  =  a;o 

(die  beiden  Schnittpunkte  der  Kreise  und  ihre  Antipunkte  sind  die  Grund- 
punkte des  die  Berührungspunkte  ausschneidenden  Hyperbelbüschels), 

188c)  ;fc  =  -ei,   ,^^(e--V)(V-V)/, 

r,  r, 

üebrigens  sind  die  Quadrate  der  Halbaxen  der  Kegelschnitte: 
188d)      ^  «=  (tj  +  e)  (r,  +  e  (»50) ,    ^  =  (r,— e)  (r,+«  cos<t>). 

Das  so  bestimmte  Kegelschnittssystem  besteht,  wenn  e^r^,  also  der  klei- 
nere Kreis  innerhalb  des  grösseren  liegt,  aus  Ellipsen  mit  imaginären 
Nullellipsen;  wenn  e>x^f  also  entweder  die  Kreise  sich  schneiden,  oder 
aber  ganz  ausserhalb  einander  liegen,  aus  Hyperbeln  mit  reellen  zerfal- 
lenden Kegelschnitten  (cosO» — -)'  Da  die  Hyperbeln ,  welche  die  Be- 
rührungspunkte bestimmen,  durch  zwei  Punkte  der  Curre  selbst  hindurch- 
gehen, so  liegen  in  diesen  (nämlich  den  Schnittpunkten  der  beiden  Kreise) 
stets  zwei  (uneigentliche)  Berührungspunkte,  d.  h.:  alle  Kegelschnitte  des 
Systemes  Z  gehen  durch  die  Schnittpankte  der  beiden  Kreise,  so  dass  für 
jeden  nur  zwei  eigentliche  Berührungspunkte  übrig  bleiben.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  die  Potenzlinie  der  eine  Bestandtheil  jedes  der  beiden 
zerfallenden  Kegelschnitte  ist;  der  andere  ist,  wie  sowohl  die  blosse 
Anschauung,  als  die  abgeleiteten  Gleichungen  lehren,  eine  Süssere  ge- 
meinsame Tangente  der  beiden  Kreise.  Besteht  das  System  aus  Ellip- 
sen, so  ist  der  Schnittpunktskreis*  imaginär,  im  anderen  Falle  reell; 
sein  Mittelpunkt  ist  stets  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Kreise.  Der  Mittelpunktskreis  wird  von  den  beiden  äusseren  Tangenten 
berührt,  selbstverständlich  in  den  Punkten,  wo  sie  yon  der  Potenzlinie 
geschnitten  werden,  da  diese  Punkte  als  Mittelpunkte  der  zerfallenden  Kegel- 
schnitte auf  ihm  liegen  müssen.  —  Vergl.  Taf.  III  Fig.  15  a,  Taf.  IV  Fig. 
16a,  17a. 


*  der  durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  laufen  muss,  weil  alle  Kegelschnitte 
des  Systemes  dies  thon. 


\ 


TorhiD  als  Doppdwftnd' 


ferner   — 5 —  =  V,    — g —  =  er, ,  alao 

A  =  r,(r,  +  e),    B  =  r,(r,-e), 

189b)      jl  =  (Xi  +  e)(x,+  ecost>),    B  =  (t,-c)(r,+  e(w*); 

189c)  A  =  _^  =  «o 

(die  Brennpunkte  sind  dieselben  wie  bei  Z); 

Der  Mittelponktekreis  wird  von  den  beiden  inneren  gen 
schaftlichen  Tangenten  der  Kreise  berUhrt  (wiederam  in  ihren  Scbnitt- 
panhlen  mit  der  PotenzUnie).  Z,  besteht  bus  Ellipsen  nsit  imaginären  Nnll- 
elUpsen,  wenn  e  <^  t,  ist,  also  die  Kreise  sich  schneiden  oder  der  eine  den 
anderen  nrnschliesut ;  aus  Hyperbeln,  wenn  e>r,  ist,  also  die  Kreise 
ansaeihatb    einander    liegen,    wobei    die   zerfallenden    Hyperbeln    reell    sind 

teos0  = ']•    Alle  Kegelschnitte  des   Systemes  gehen  wiederom   dttrch 

die  Sobaittpiinkte  der  Kreise,  jeder  zerfallende  Kegelschnitt  besteht  aas 
der  Potenilinie  nnd  einer  inneren  Tangente  der  Kreise.  Der  Schnitt- 
pnnktskreia  ist  reell  oder  imaginür,  je  nachdem  das  System  a\i3  Ellipsen 
oder  Hyperbeln  besteht.  Er  geht  daroh  die  Sohnittpnnkte  der  Kreise  nnd 
sein  Mittelpunkt  ist  der  innere  Aehnlichkeitspnnkt  der  letxteren. 
Vergl.  Tftf.  III  Fig.  15b,  Taf.  IV  Kg.  16b,  17b. 

Die  Oleiehongen  187)  ergeben  für  p=sr,   bes.  p  =  T,  [185)]: 
A+B        ,    A-B  e     1 A+B        ,    A-B  e 

co$^  =  —l;  I  ««(»  =  —  1, 

folglich  weiter  [vergl.  123)]: 

1  =  -!,  T  =  Oi  I  i  =  -i.  t  =  0. 

Somit  werden  fOr  diese  Systeme  die  Qoadrat«  der  Halbaxen 

A  =  {T,-e)(rt-e«w*'),  1  .i  =  (r,-e)(r,-e(»s**), 

S=(r,  +  c)(r,-ecM<t>');  |  B=(r,+c)(r,-ea»s*'). 

Setzt  man  (t>'=  n— 0,  so  gehen  diese  Gleichungen  in  die  vorigen  über, 
die  bereits  ftti  Z  nnd  Z,  gefanden  wurden,  abgesehen  von  der  Vertanschnng 
von  Ä  und  B.  Jedes  dieser  Doppelsysteme  ist  also  wieder  doppelt  in  tlhlen. 
Die  Vertanschnng  von  A  und  B,  sowie  die  Beziehang  (I>'=x— (}>  erklBrt 
sich  sehr  einfach  aus  den  Festsetzungen  S.  3flg. ;  da  nfimllcfa  in  IdSa), 
189a)   i  negativ   gefunden  wurde,   nnd   t  =  ü  ist,   so  war  dort  V^x 
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(cos  ¥=—=—1),  und  also  hätte  nach  jenen  Festsetzungen  <l>  eigentlich 

von  der  negatiyen  x-Axe  ans  gerechnet  werden  müssen ,  jetzt  aber,  wo 
A^O  ist,  von  der  positiven  aus.  Auch  die  Yertaaschong  Yon  Ä  und  JB, 
A  und  B  wird  durch  diese  üeberlegung  verstSndlich. 

Nach  dem  Satze  S.  30  über  die  Asymptoten  müssen  bei  jedem 
Systeme  Z,  Z|  die  Asymptoten  aller  Kegelschnitte  durch  die  Mittel- 
punkte der  beiden  zerfallenden  Kegelschnitte  laufen.  Ausserdem  giebt 
es  noch  eine  Menge  yon  Einzelheiten,  die  nimmermehr  alle  aufgezählt 
werden  können.  Bios  eine  sei  noch  erwähnt:  Fasst  man  die  vier  wirklichen 
Berührungspunkte  von  zwei  parallelaxigen  Kegelschnitten  ins  Auge,  so 
können  diese  durch  sechs  gerade  Linien  mit  einander  yerbunden  werden.  Je 
zwei  dayon  laufen  stets  durch  den  inneren  und  den  äusseren 
Aehnlichkeitspunkt  der  gegebenen  Kreise,  so  dass  die  beiden 
übrigen  parallele  Durchmesser  der  Kreise  sind. 

Merkwürdig  ist  nun  die  Configuration,  die  die  Systeme  Z,  Z|  dar- 
bieten: Irgend  ein  System  entsprechender  Tangenten  hüllt  einen  Kegel- 
schnitt desselben  Systemes  ein;  und  zwar  die  Tangenten,  die  unter  einem 

gegebenen  Winkel  »  4"  oo  gegen  die  Hauptaxen  der  Kegelschnitte  gezogen 

sind,  erzeugen  denjenigen  Kegelschnitt,  dessen  Hauptaxe  unter  m  gegen  die 
Centrale  der  Kreise  geneigt  ist,  wie  aus  73)  (und  der  Definition  von  o) 
S.  19)  hervorgeht 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  Z  und  Z^  zu  Kreissystemen  werden, 
wenn  e=0,  also  die  gegebenen  Kreise  concentrisch  sind;  und  zwar  be- 
steht dann  Z  aus  den  Kreisen,  welche  den  inneren  Kreis  von  aussen,  Z^ 
aus  denen,  die  ihn  einschliessend  berühren. 

Wir  haben  nunmehr  noch  zwei  Wurzeln  der  61.  120),  124)  weiter  zu 
verfolgen,  nämlich  ^  =  c  und  q  =  ^tj*  + 1,*  —  e* f ,  die  je  zwei  verschie- 
dene conjugirte  Systeme  liefern,  s.  184),  185). 

III.  p  =  e:  Der  Mittelpunktskreis  geht  durch  die  Mittelpunkte  der  ge- 
gebenen Kreise.    Aus  186)  erhält  man: 


,_-yit«±?^(e'-r.*)(e«-tt')r 


190a)  -|— =  ti*  +  V  -  «*, 


^  =  r,r,  +  A^-x,*)  (e»-"^. 


demnach 
190b) 


A  =»  T,«  +  V  -  e«  +  r.  r,  ±  l/je*  -  n«)  (e«  -  r,«)  f , 
B  =  r,»  +  r,»  -  e*  -  r.r,»  +  V{e*  -  r,»)  (««  -  r,«)f . 

Z«itiohr.  f.  Math.  n.  Phyrik.  XXXV.  Jahrg.  Suppl. 
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einander  ■«ikreebt  stehen  mSgen,  ao  ahäii  msn  awei 
(i.  Tat  IT  Rg.  18«);  ftr  «»=«   wird  j/(?r 

ilso  A'=ac  ,  8*=  00  bei  X*,,  dagegoi  K- 

Interralle  x'>^'!>r*  imaginEr,  anaserbalb    desfelfa 
zwei  Zweigen,  Ton  denen  der  eine  Z,,  der  andere  1 
einigung  beider  Zweige   findet   snf  der  Greaie  e*  = 
bei.  B  =  r,(r,  — r,)  statt,   auf  der  Grenze  e*  =  r,*    ab*T  ' 
bei.  B==-r,(r,-t,).     Fflr  e»=0  ist   A  =  {r,  +  r,r, 
A'=B'=t,*+r,».     Die  Veiwbiebnng   der   beiden    Hyp; 
(B,  B*)  gegen  einander  betrigt  2i,t,.    Bei  ^'^i^+tj^ 
oben  icbon  aoaeinandergesetit  wurde,  gleichzeitig  A'  i 
nnn  erkennt  i 

Im  Interralle  0<«<t,  ist  A>0,  B>0,  etenso  / 
Interralle  i,<«<QO  A>0,  B<0;iin  Interralle  r,<e 
B'<0,  im  Interralle  yt^+^<e<-x  A'<0,  B'>0 

Auf  alle  FWe  besteht  im  Intervalle  0<e<T,  £,  < 
Ellipien,    im   Interralle   i,<e<co   aas    Hjperbels. 
Falle  die  Nallelli|»en  imaginUr  sind,   erhellt  i 
Satze  8.  31. 

Für  e*  =  0  geht  Z,  in  das  System  von  congmeaten  El!' 
den  Süsseren  Rreiä  von  aussen,  den  inoereii  eioschliessetui 
aber  in  daa  Sjätem  von  Kreisen,  die  mit  den  gegebenen  c. 
und  zwischen  beiden  liegen. 

Durch  weitere  Betrachtung  von  Taf.  IV  Fig.  18a   mit    '. 
der  Gl.  190d)    eibält   man    folgende    üeleräicht,    welche    zeigt 
Hyperbel  <I>  =  0    {falU    die    beiden    Systeme    überhaupt    aus    llj. 
Dteben)    spitzwinklig   {abs.B<abs.A,£<()}  und  also    die  Hyi-- 
stumpfwinklig  ist: 
I.: 


0<e<i, 


<e<;'r,'+t, 


*=o  ^>o,iJ>o' 

r  M>fl,2i>o[ 

i<P  =  IJ  ^>o.If<o'^ 

«  =  »  A<O.JI->li'' 


,4>B 


i08.A>abe.B 


A<abs.It 


A>B 


abs.A'>abi.B\ 


Li>o,B>o 
\a><},B>(} 

J>0,  B<0   . 


.1<0,S>0  *--. 


.b..A>ah».B^>'''^<^^- 

j.d<0,B>0  0--- 


\iX>=ii  A<0,1I>0 
Der  Sebnittpunktskreis  des  Systemea  £',  umscbliesst,  wenn  er    ' 
Z',  selbst  reell  ist,  stets  den  kleineren  Kreis  (e>r,);  der  des  Srstei.. 


•  In  Taf.  IV  Fig  i8f 
I',  gehörenden  ponktirt. 


a  E,  gehörenden  Zweige  anaguogen. 
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man  leicht  die  wirklichen  Werthe.  Dabei  erhält  man  inahesoDdere  beim 
Systeme  Zj  fc  =  co,  s  —  ca-  der  Scbnittponkte kreis  wird  hier  also  unendlich 
gross,  muss  aber  dabei  die  Potenzlinie  der  gegebenen  Kreise  zur  Grenze 
haben,  weil  er  nnter  allen  umständen  darch  die  Schaittpnnkte  dieser  gebt 


(a.  oben)," 


Man  kommt  zu  folgender  Uebersicht: 
c"=r,*  +  r,",    Q  =  e  =  y\ 


\  +  {r,'  +  r,')cos<i>. 


191) 


I 


KT,"  +  r,'  f 
Die  beiden  Eerfallenden  Kegelschnitte 


vi- 


B  =  — (t,  — r,)'«»*; 

gl,T, 

5vü. 


»=2»»  =  -- 


i  =  -!: 


?+.7?. 


(cos(t>  = 


hh±V{^-h')(e*-u')}\ 


fache  Rechnung  lehrt,  aus  je  einer  inneren  and 
einer  äusseren  gemeinsamen  Tangente  der  Kreise,  und  zwar  im 
Falle  e>ri  (wo  jeder  Kreis  ausserhalb  des  anderen  liegt)  im  Systeme  Z, 
ans  zwei  solchen  Tangenten,  deren  Schnittpunkt  7on  der  Potenzlinie  aus 
auf  Seiten  des  kleineren  Kreises,  bei  Z'^  aus  zwei  solcben,  deren  Schnitt- 
punkt auf  Seiten  des  grösseren  Kreises  liegt.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  das 
System  T\  niemals  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  besteben  kann,  ausser  im 
Grenzfalie  e=^r,,  rj  =  0,  wo  die  beiden  Kreise  gleich  gross  sind  und  sich 
von  aussen  berühren;  dass  es  vielmehr  stets  sonst  aus  spitz-  und  stumpf- 
winkligen Hyperbeln  zusammengesetzt  sein  muss.  Dagegen  wird  Z,  allemal 
BUB  gleichseitigen  Hyperbeln  bestehen ,  wenn  die  inneren  gemeinsamen  Tan- 
genten auf  den  äusseren  senkrecht  stehen ;  dies  wird  also  durch  die  Gleich- 
nng  e'=r,'-|-r,*  ausgedruckt,  und  dann  gelten  die  Formeln  191)  (vergl.  S.  78). 
Betrachtet  man  A  und  B  [190b)]  als  Functionen  von  e*  und  stellt  sie 
graphisch    dar   mittels    einer  (e')-Aie   und   einer  A-  oder  B-Aze,   die   auf 


*  Direct  findet  man,  wenn  man  tou  der  Annahme  «'>  ri'  +  r,'  ausgeht  u 
Tir,-f;'(e'-n')(e'-r.')(  =  e,  e'-r,'-T,'  =  M  setzt, 

itt 
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senkrecbt  etebes  tnOgen ,  bo  erhlUt  man  zwei  CODgraente  Hjperi»]ii 


(i  T»tITrig.  18«);  nr  8"  =  «   wird  /i^-tfli^-tfll- 


ii'+i,' 


«1«  A'=co,  B'=OD  bei  Z',,  dagegen  A= 


B=^ 


r^  . 


in  X,, 


wobei  im  enten  Falle  Jim  -^  =  Itm-£  =  — 2  ist.  A  and  B  sind  beide  ia 
Intervalle  t,*^e^^rj'  ImagiLltr,  ausserhall)  desselben  reell,  jedesmal  nä 
twei  Zweigen,  von  denen  der  eine  Zj,  der  andere  Z'ä  entspricht;*  die  Ver- 
einigung beider  Zweige  findet  anf  der  Oreaie  e*  =  r,'  bei  A  =  t,  (r, +  Tj^ 
bei,  B  =  ii(t,  —  r,)  statt,  auf  der  Grenze  c'  =  t,*  aber  bei  A=r,  (r, +  ri)i 
bei.  B  =  -t,(ri-t,).  Für  e»  =  0  ist  A  =  {r,+t,)*,  B  =  {t,  —  r,)*.  b««. 
A'=B'^t,'  +  rj'.  Die  Verschiebung  der  beiden  Hyperbeln  (A,  A*)  niJ 
(B,  B)  gegen  einander  betrSgt  2rir,.  Bei  e*  =  ri*  +  "'j*  verschwinden,  m» 
oben  schon  auseinandergesetzt  wurde,  gleichzeitig  A' und  B.  Ans  Alledfn 
nun  erkennt  man: 

Im  Intervalle  0<c<tj  ist  A>0,  B>0,  ebenso  A'>Q,  B'>0;  ta 
Intervalle  T,<(r< 00  A>Q,  B<0;  im  Intervalle  T,<e<^^r,''  +  r,»f  A'>C^ 
B'<0,  im  Intervalle  |^r,*+r,"f <f <oc  A'<0,  B'>0. 

Auf  alle  Fälle  besteht  im  Intervalle  ü<c<Tj  Z,  ebenso  wie  Z",  vm 
Ellipsen,  im  Intervalle  ri<c<oo  ans  Hyperbeln.  Dass  im  entai 
Falle  die  NuUetlipsen  imaginär  sind,  erhellt  schon  ans  dem  allgemcösca 
Satze  8.  31. 

Für  c'^0  geht  Z,  in  das  System  von  congruenten  Ellipsen  tiber,  die 
den  finsseren  Ereis  von  aussen,  den  inneren  eioscbliesaend  berttliren,  Z*, 
aber  in  das  System  von  Kreisen,  die  mit  den  gegebenen  concentri&cb  aind 
und  zwischen  beiden  liegen. 

Dnrch  weitere  Betrachtang  von  Taf.  IV  Fig.  18&  mit  Zagraudelegiing 
der  Gl.  190d)  erhSlt  man  folgende  üebersieht,  welche  zeigt,  wann  die 
Hyperbel  0  =  0  (falls  die  beiden  Systeme  Oberhaupt  ans  Hyperbeln  be- 
steben) spitzwinklig  {dbs. B < abs. Ä,  B <0)  and  also  die  Hyperbel  <t>=« 
stumpfwinklig  ist: 


0<e<r. 


=OlU>0,B>0 
=si||.i4>0,B>0 


A>B 


y^t:°.Zl:i^:'^->^-' 


A>B 


Ä>0,B>0\i»= 

.i>0,B<o|<I>-0 
^<0,B>0.«: 


|«=ji;.ä<o,s>oj  '^         J<o,B>o|j«= 

Der  ScbnittpnnktBkreia  des  Systemes  Z',  nmschliesst,  wenn  er  sammt 

Z*}  selbst  reell  ist,  stets  den  kleineren  Exeis  (^^Tj);  der  des  Systemes  Z| 

*  In  Taf.  IT  Fig.  ]8a  sind  die  eo  Ij  gehörenden  Zweige  aaigetogen,  die  aa 
I't  gehörenden  panktirL 


dagegen  iimBChlieaat  den  grösseren  im  Falle  ^ti*+ r^'l  <re,  den  kleineren 
im  Falle  r,  <  e  <  ^'t*  + 1^'  ]•  Der  erstere  ist  nur  im  Äuanalimefalle  rjS^ti 
(r,  =  0)  mit  dem  kleineren  Kreise  selbst  identisch,  und  andererseits  im  Falle 
r,='0,  e^T,  mit  der  Potenzlinie  und  der  unendlich  fernen  Geraden. 

In  jedem  der  conjugirten  Systeme  Z,,  Z'g  giebt  es  vier  Kegelschnitte, 
die  den  einen  oder  anderen  Kreis  hyperosculiren  (d.  h.  bei  denen  zwei 
Berührangsp unkte  zusammenfallen);  dies  kann  natürlich  nur  in  einem 
Scheitel  des  Kegel  Schnittes  stattfinden.  Man  findet  diese  vier  Berührungs- 
punkte, indem  man  von  dem  Mittelpunkte  des  Geraden b üs chel s ,  das  die 
Berührungspunkte  ausschneidet,  die  vier  Tangenten  au  die  Kreise  zieht.  Da 
die  Axen  des  Kegelschnittes  den  Asymptoten  der  ausschneidenden  Hyperbel 
parallel  sind,  so  sieht  man  wieder,  dass  die  Hyperosculation  in  einem 
Scheitel  stattfindet,  und  zwar  in  dem  Falle,  wo  alle  vier  Hyperosculalions- 
stellen  reell  sind  [nämlich  im  Systeme  Z', ,  falls  es  aus  Ellipsen  besteht 
(e<i'3)],  bei  zwei  Kegelschnitten  in  den  Hauptscheiteln,  hei  zweien  in  den 
Nebenscheiteln,  Im  Systeme  Z,  sind,  falls  e<t,  ist,  alle  vier  Hyperos- 
culationsstellen  imaginär;  falls  e>r,,  sind  in  jedem  Systeme  zwei  reell.  — 
Die  Systeme  Z,,  Z'g  sind  bei  e>i,  in  Taf.  IV  Fig.  16c,  16d,  bei  e<rg 
in  Taf.  III  Fig.  15c,  15d  dargestellt. 

IV.  e  =  ^V  +  r,»^. 
A  +  B_  ,     A-B_ 


192}  '■ 

weiter  nach  123) 


Aus  187)  folgt: 

!*,       fl  =  1 , 


COS  t()  = 


e^^r/-|-r, 


^f 


1  = 


,'  +  (e' 


<!*(r,'  +  rs* 


.')(«'- 


e>) 


kV-^'^' 


'){e' 


VH; 


■  A  =  0,     B  =  2fl». 

^K        Beide  Systeme  bestehen  also  aus  Doppellinien  und  sind   nur  reell, 

^Kran  sich  die  Kreise  schneiden  (ri>e>i}).     Da  jetzt 

nach  182b)  ist,  so  geht  der  Mittelpanktskreis  der  Systeme  durch  die 
Schnittpunkte  der  Kreise  selbst  hindurch.  Die  Aie  des  einen  Systeme a 
ist  um  den  positiven,  die  des  anderen  um  den  negativen  Winkel  -^  gegen 
die  x-Axe  geneigt;  and  nach  193)  gehen  diese  Syst«maien  gerade  durch 
die  Schnittpunkte  der  Kreise,    da  cosi^^—  ist.      Die   beiden    anderen 

e 

Punkte  des  Mittel punktskreises,  durch  die  sie  laufen,  findet  man  hiernach, 
wenn  man  durch  die  Schnittpunkte  die  Parallelen  zur  Centrale  zieht.  Wir 
betrachten  nur  das  System  weiter,  das  dem  positiven  Winkel  iJj  entspricht 
(s.  Taf.  IV  Fig.  17c),  da  beide  Systeme  offenbar  zu  einander  mit  Beziehung 
auf  die  Centrale  symmetrisch  bind.  —  Dann  iat  der  nach  der  positiven 
y-Axe   zu  liegende   Suhnittfunkt   d£r  .££BÜ^ 


^ 


I 


Mittel pun^tekr eise  als  E,  der  andere  Scbnittpimift  als  JF",  dees«n  CcgW' 
pankt  als  E'  m  bezeichnen,  Daa  EegeUclmittssjBtem  besteht  dann  ans  dea 
durub  F  laufenden  Sehnen  der  beiden  Kreise.  Dabei  ist  LFKF'^lf. 
Beebnet  mau  gemäss  dieaer  Bezei oh onngs weise  den  Winkel  'i>  von  der  pod* 
tiven  Sjsteniaie  KF  ans  in  der  Richtung  FF',  go  bat  man  ftr  die  Qaadnte 
der  Ealbaxea 

Ä=0: 

193) 


B  =  2c«-2^ 


,»+{e»-r,»){e»-t,*). 


5*-4- 


ry-(e'-0(g'^^ 


«äi«. 


Weiter  erb&lt  man  nach  23)  h^Q,  nnd  also  ist  F zugleich  der  PobU 
G;  nach  27)  sind  die  Grundpunkte  der  ausa ebne id enden  Hyperbeln  ebenUb 
dort  vereinigt,  die  Hyperbeln  bestehen  also,  wie  es  ja  selbstvei 
ist,  aus  je  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  durch  F. 

Nach  30)  und  31)  endlich  wird^^p,  s^O,  wie  es  sieb  ebeofalls 
selbst  Tereteht.  Für  die  zerfallenden  Kegelschnitte  erhält  msn  nach  4^ 
46),  da  (i  =  l  ist,  0  =  ^;  sie  fallen  zusammen  {F'),  und  jeder  bei 
aus  der  doppelt  zu  zählenden  Potenzlinie.  Dass  die  grSsste  Sehne 
beiden  Kreise  der  Centrale  parallel  ist,  ist  ein  bekannter  Satz 
Elementargeometrie  (s.S.  7);  aus  dem  Satze  S.  7  folgt  noch,  dass 
Sehnen,  die  entgegengesetzt  gleich  gegen  die  Centi-ale  geneigt  sind, 
ander  gleich  sind  u.  a.  w.  —  Vergi.  Taf.  IV  Fig.  17c. 

Endlich  bemerke  ich  noch,  doss  sich  ancb  ans  den  EntwicblangMl 
S.  18  —  21  a,  41  flgg.  für  jedes  einzelne  Beispiel  eine  Menge  von  SStzea  er- 
gebt, die  aber  immerhin,  so  merkwürdig  sie  zum  Theüe  sind,  nicht  sotmI 
Tbeilnahme  beanspruchen,  als  die  hier  hervorgehobenen. 

Im  Anschlüsse  hieran  möge  noch  Einiges  Erwähnung  finden  betre& 
eines  anderen  Systemen  von  viermal  berührenden  Kegelschnitten,  das  eis 
gegebenes  Kreispaar  einhüllt.  Dabei  mag  gleich  ein  Kegels cbnittspMT 
©,,  Sj  an  Stelle  des  Kreispaares  treten  (s.  Taf.  IV  Fig.  ISb). 

Es  sei  X),  eine  Ecke  des  den  gegebenen  Kegelschnitten  @i ,  ®^  gemein- 
samen Polardreieckes,  D^,  Dj  die  anderen  Ecken,  S,  T  die  auf  D^I), 
liegenden  Schnittpunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  von  ©,,  S^;  P,  Q  die 
Schnittpunkte  der  sich  in  P,  kreuzenden  gemeinschaftlichen  Sehnen  von 
@,.  @,  mit  D^Dg.  Die  Sehnen  selbst  mögen  p,  q  hetssen.  Die  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  an  ©,  und  @g  in  den  gemeinsamen  Schnitten  vod 
@, ,  @,  mit  p  seien  P, ,  P^;  ebensolche  Bedeutung  sollen  Q,,  Q,  mit  Be- 
xiebung  auf  q  haben.  Dann  werden  P, ,  P,  (die  Pole  von  p  mit  Beziehung 
auf  @, ,  @j),  Q, ,  Q,  (die  Pole  von  g  in  Beziehung  auf  @|,  ö^)  ebenfaUi 
auf  D^Di  liegen.  Der  vierte  harmonische  Punkt  zu  Q,  Q1Q3  sei  C,  der 
zu  P,  P,Pg  sei  E.     Zunächst  gilt  folgender  SaU: 

Eb  seien  m,  n;  m',  n  zwei  Paare  harmonischer  Strahlen  ad 
p^  g.    Fasst  man  in  jedem  Paare  die  Punkte  ins  Ange»  dia  »•« 


I 
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erster  Strahl  mit  dem  einen,  sein  zweiter  mit  dem  anderen 
Kegelachnitte  gemeinsam  hat,  so  kann  durch  diese  acht  Punkte 
ein  Kegelacbuitt  2;  gelegt  werden.  Da  jeder  Strahl  aber  jeden  der 
beiden  gegebenen  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten  schneidet,  so  werden 
durch  zwei  gegebene  Strahlecpaare  m,  n;  m  ,  n  jedesmal  vier 
Kegelschnitte  %  einander  zugeordnet.  Irgend  zwei  von  diesen 
(zweifach  unendlich  vielen)  Kegelschnitten  %  haben  zwei  gemeinschaftliche 
Sehnen,  die  sich  tn  J?,  schneiden  und  wiederum  %xi  p,  q  harmonisch  sind. 
Fällt  m  mit  tn  und  n  mit  «  zuaammeu,  so  werden  aus  jenen  vier 
Kegelschnitten  I,  die  durch  m,  «;  m',  n  bestimmt  sind,  zwei  BerUhrungs- 
kegelaehnitte  @,  ©',  deren  Berührungspunkte  mit  ©^,  S^  auf  m,  ti  liegen 
(a.  Taf.  IV  Fig.  18b).  Alle  diese  Kegelschnitts  paare  S,  ©'  bilden  für  die 
aus  ®[ ,  ©3  zusammengesetzte  Curve  ein  System  viermal  berührender  Kegel- 
schnitte. Zwei  ebensolche  Systeme  ergeben  sich  mit  Beziehung  auf  D^  und 
Ug.  In  dem  Falle  aber,  dass  S,.  ©g  zwei  Kreise  sind,  ist  nur  das  eine  stets 
reell,  und  dann  liegen  die  Mittelpunkte  der  dieses  bildenden  Kegelschnitte 
auf  der  Centrale  der  Kreise.  —  Es  soll  weiterhin  von  dem  zu  D^  gehören- 
den Systeme  der  Kegelschnitte  ©  die  Bede  sein.  Je  £wei  von  diesen  Kegel- 
schnitten sind,  wie  bemerkt  wurde ,  einander  lugeordnet  (@,  ©').  FUr  diese 
Zuordnung  gelten  nun  folgende  Sätze: 

1.  Die  SchnittpuDktsvierecke  der  Kegelscfanittapaare  (@,  ©') 
sind  alle  demselben  Kegelschnitte  ©„eingeschrieben.  Dieser  ge- 
hört dem  durch©,,  ©^  gegebenen  Büschel  an;  die  Pole  von  p  bez.  g  mit 
Beziehung  auf  ihn  sind  E.  C,  seine  Schnittpunkte  mit  BjOg  sind  diejenigen 
Paukte,  die  zugleich  zu  CQ  und  EP  harmonisch  liegen. 

2.  Zwei  einander  zugeordnete  BerUhrungskegel schnitte 
©,  ©'  sind  so  beschaffen,  dass  die  Pole  von  p  mit  Beziehung 
auf  sie  harmonisch  zu  EQ  liegen,  und  gleichzeitig  die  Pole 
Ton  q  mit  Beziehung  auf  sie  harmonisch  zu  CP  (diejenigen  gemein- 
schaftlichen Sehnen  von  ©,  ©',  die  durch  D,  laufen,  sind  harmonisch  zup,  g). 

Das  System  der  Kegelschnitte  ©  enthält  vier  zerfallende  Kegelschnitte, 
nSmlich  die  Geraden  p,  q  (jede  doppelt  gezShlt)  und  die  beiden  Paare 
gemeinschaftlicher  Tangenten  von  ©,,  ©»,  Der  vierte  harmoniscbe  Punkt 
zu  STyQ  sei  0,  der  zu  ST,P  sei  B.     Dann  gelten  weiter  die  Sätze: 

3.  An  irgend  einen  Kegelschnitt  ©  des  betrachteten 
Syatemes  lege  man  von  jedem  der  auf  q  sich  befindenden 
Schnittpunkte  von  ©i,©,  die  Tangenten.  Diese  vier  Tangen- 
ten haben  vier  neue  gegenseitige  Schnittpunkte.  Diejenigen 
TOn  den  letzteren,  die  nicht  auf  D^öj  liegen,  bilden  für  die 
Verschiedenen  Kegelschnitte  ©  einen  neuen  Kegelschnitt  ©,, 
aer  dem  Büscbel  (©(,  ©,)  angehört  und  mit  Beziehung  auf  den 
der  Pol  von  g  0  ist.  —   Einen  entsprechenden  Satz  erhält  man  hieraus 

Verlausohuug  von  3,  0,  Sf  mit  bez.  p,  B,  ©p. 
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TaiiBtlich«  Tangen  teil  der  EegeUehnitte  € 
Sebaittponktea  mit  q  bflUen  den  Kegelschnitt  6  ein,  «eleher  | 
der  durch  (€>,,  €,)  bestimmten  Kegelachnittsschftftr  angehört 
ODd  Oberdiei  die  Geraden  j»,^  (ia  P,  Q)  berDhrt.  Dasselbe  gilt  I 
von  dea  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  &  in  ihren  Schnitt- 
pooktes  mit  f.  Oder;  Diejenigen  Tangenten  Vierecke  der  Kegel- 
schnitte €,  die  in  den  Schnittpnnkten  der  letxteren  mit  p,  q 
berflhrflB,  sind  alle  demselben  Kegelecbnitte  9  amgegchrieben. 

Dabei  Ut  noch  folgende  Beu^nng  iwiscben  S  nod  €,  bemerkou- 
trerth:  Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  S  und  3^  sebnei- 
den  sich  in  C  nad  E  nnd  bertüiren  also  €^  gerade  in  den  Gmndpnnkka 
de«  BOscbelB  (€,,  @j,  @a). 

Alle  diese  SStze  sind  leicht  zu  betreisen  nnd  ebenso  leicht  aaf  das 
Kreispaar  zu  abertiagen. 

Ö.  Der  Ort  der  Polaren  eines  gegebenen  Punktes  Z  mit 
Beiiebtiag  aof  alle  Kegelschnitte  @  ist  wiederam  ein  Kegel- 
■  efaoitt  ^,  der  selbstverstScdlich  die  Geraden  p  nnd  g  berOhren  mosi. 
Sein  BerUhrnngspnnkt  Bp  mit  p  wird  gefunden,  indem  man  y 
mit  £/zam  Schnitte  bringt,  Zp,  und  den  vierten  harmonischen  J 
Pnnkt  zn  Z,;  P'.  P"  sucht  (dabei  bedeuten  P',  P"  die  gemeinsame  I 
Pnnkte  von  S,,  @,  auf  p).  Analoges  gilt  für  den  Berührungspunkt  B^  *ea 
3  mit  g.  Der  Kegelschnitt  3  &rtet  in  eine  Doppelgerade  «aa, 
sobald  Z  aufj)  oder  q  liegt  Ist  z.  B.  Zein  Punkt  aufj;,  und  Z' 
der  Tierte  harmonische  Pnnkt  zd  Z;  P',  P"\  schneidet  ferner  ZC 
die  Gera>le  q  in  Z^,  und  ist  Z'  der  vierte  harmonische  Pnnkt 
zn  2,;  $',  Q"  (nnter  Q*,  Q"  die  gemeinsamen  Punkte  von  @,,  @,  aof  $  ver- 
standen), so  geht  Z'Z""  dnrch£,  nnd  EZ'Z"  ist  die  Polare  vonZ 
mit  Beziehung  anf  p  gelbst,  wahrend  die  Polaren  von  Z  mit 
Beziehang  auf  alle  übrigen  Kegelschnitte  @  die  Geraden  dnrch 
Z"  sind.  Oder:  Die  Polaren  eines  Punktes  Z  aaf  p  mit  Bezieh- 
ang auf  die  Kegelschnitte  @  achneiden  sich  in  einem  Punkte  Z" 
auf;.  Dabei  sind  diePolaren  mitBeziehung  auf.einander  an- 
geordnete Kegelschnitte  ®,  S*  Bolche  Geraden  durch  Z",  die 
harmonisch  zn  q  nnd  Z'Z"  liegen.  Analoges  gilt,  wenn  Z  anf  q 
liegt  Im  Allgemeinen  aber  (wenn  Z  beliebig  gewKhlt  ist)  sind  die 
Polaren  mit  Beziehung  aufeinander  zugeordnete  Kegelschnitte 
®,  S'  solche  Tangenten  von  ^i  ^i^  sich  auf  der  Geraden  BpB^ 
schneiden;  diese  Gerade  ist  zugleich  die  Polare  von  Z  mit  Be- 
Ziehung  anf  @g. 

Nachtr&gliche  Anmerkung.  Ich  habe  leider  erst  während  des  Druckes 
der  vorliegenden  Abhandlnng  entdeckt,  daia  die  ipeciellen  Systeme  Z,ri,  S.  19,  BO 
(sowie  das  damit  im  Zutammenhange  stehende  System  S,  S.  81)  bereits  von  Steinet 
bebandelt  und  die  Steiner'scheu  Satze  von  Fiedler  bewiesen  worden  sind  (Steinei'i 
gesammelte  Werke,  Bd.  11  S.  463  flgg.;  Fiedler,  Deber  die  Durchdringung  gleich- 


■eitiger  BotatiouBhyperboloide  mit  pxr&llden  Aien,  Acta  mathem.,  Bd.  V).  Aber 
abgeBehen  davoo,  daes  diese  Systeme  in  dem  Zusaminenhange,  woria  gie  In  der 
vorliegenden  Abhandlung  vorkomraen,  in  anderem  Lichte  erBcheinen,  ergeben  »ich 
auch  darch  Specialis! mag  der  ailgemeioen  SHtze  des  1.  Abachnitteg  für  nie  viele 
neue  Sätze,  die  ich  aber  nicht  besonders  nuegesprochen  habe.  Ich  gedenke  die  in 
Bede  stehenden  höchst  intereBsanten  Systeme  in  einem  besonderen  Anfsatie,  und 
Kwac  synthetisch,  ausführlich  zu  behondehi. 
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Dritter   Abselmitt, 

Uebertri^Dng  der  Theorie  aur  die  circalaren  Carren 
dritter  Ordnung. 

Eine  bicircularo  Curva  vierter  Ordnung  kann  insbesondere  aach  aus 
riner  circalaren  Carve  dritter  Ordnung  und  der  unendlich  fernen  Geraden 
lueammen gesetzt  sein.  Es  ist  also  klar,  dass  auch  für  die  circularen  Curven 
dritter  Ordnung  ähnliche  SKtze  gelten  müssen,  wie  die  für  die  bioircularen 
Curven  vierter  Ordnung  im  ersten  Theüe  dieser  Abhandlung  entwickelten. 
Da  aber  die  acht  Berührungspunkte  je  zweier  parallelaxiger  Kegelschnitte 
eines  Systemes  Z  von  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ausgeschnitten 
werden,  so  sieht  man,  dass  bei  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  alle- 
mal ein  derartiges  tCegelschnittssystem  aus  Parabeln  bestehen  musa;  denn 
iwei  von  den  acht  erwähnten  Berührungspunkten  kommen  jetzt  auf  die  nn- 
endlicb  ferne  Gerade:  und  diese  kennen  nicht  einem  der  beiden  Kegelschnitte 
allein  augehQreD ,  weil  sonst  der  andere  acht  Punkte  mit  der  Curve  gemeln- 
aam  hatte;  jeder  von  beiden  muss  demnach  die  unendlich  ferne  Gerade, 
nnd  zwar  an  einer  Stelle,  berühren. 

Man  kann  also  von  vombereia  den  Satz  aufstellen: 

Jede  circulare  Curve  dritter  Orduaug  wird  von  sechs 
Systemen  dreimal  berührender  Parabeln  eingehüllt;  die  Be- 
rührungspunkte je  zweier  auf  einander  senkrechter  Parabeln 
eines  solchen  Systeme»  sammt  ihren  unendlich  fernen  Punkten 
werden  von  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ausgeschnitten, 
deren  Asymptoten  also  den  Äsen  der  Parabeln  parallel  sind, 
nnd  die  zu  jedem  Systeme  gehörenden  Hyperbeln  bilden  ein 
Büschel,  dessen  Qrundpunkte  vier  Brennpunkte  der  Curve  sind. 
Je  zwei  Systeme  sind  conjugirt,  d.  h,  entsprechende  Tangenten 
der  Parabeln  des  einen  Systemes  hüllen  eine  Parabel  des  an- 
deren ein. 

Da  der  Mittelpunkt  einer  Parabel  im  Dnendlichen  liegt,  so  folgt  sofort 
weiter,  dass  der  Mittelpanktskreis  unendlich  gross  ist;  p^oo,  und 
also  im  Allgemeinen  in  die  unendlich  ferne  und  eine  im  Endlicben  liegende 
Gerade  zerrdllt.  Dies  folgt  auch  daraus,  dass  gegenwärtig  der  Mittelpunkt 
X  des   von  den  Doppelbrennp unkten   gebildeten  Itfjl^rii^'''''^   Quadrates 
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denn   zwei  von  den  Döppelpunktszweigeii  ( 

I  une  nen  Kreispiuiktea)  fallen  in  die  unendlich   ferne  Gerade 

'  n,    so  t._»    auch  drei  von   den  Doppelbrenn  punkten   auf  dieser    liegen 

nur  ein  endlicher  Doppel  brenn  p  unkt  Übrig  bleibt,  nSmlich  der  Schnitt- 

iKt   der  Tangenten   in   den   Zweigen   der  Curve   dritter   Ordnung,    die 

durch  die  unendlich  fernen  Ereispnnkte  gehen.     Da  zwei  von    den  Doppel- 

nnpunkten  in  diesen  Punkten  selbst  liegen,  so  müssen  die  beiden  andereo, 

, besondere  der  eben  erwähnte  Schnittpunkt,  nothwendig  reell  sein,  wenn 

aie  Curve  selbst  reell  ist.     Diesen  Funkt  bezeichne  ich  mit  C. 

Eine  reelle  circulare  Curve  dritter  Ordnung  hat  notbwendig  einen  und 

nar  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt,  und  demgemäsä  aach  unter  allen 

Umständen  eine  reelle  Asymptote.    Die  Beziehung  zwischen  der  Geraden 

von  dem  reellen  Doppel  brenn  punkte  C  nach  dem  Paukte  K  {oder  dem  anderen 

unendlich  fernen  reellen  Doppelbrenupunkte)  und  dieser  Asymptote  nird  so- 

1  abgeleitet  werden.  —  Im  üebrigen  sei  noch  daran  erinnert,   daes  die 

^       Ipnnkte    der  vier    Brennpanktsk reise   {s,  S.  35),    2)i,    Wi^,    SWg,    Ü»j. 

I         gia  der  circiilaren  Curve  dritter  Ordnung  selbst  sind,  und  zwar  die  Be- 

"        nngspunkte  der  vier  Tangenten,  die  an  die  Curve  parallel  ihrer  reellen 

?mptoto  gelegt  werden  köimen.* 

Wir  schreiben  zun&chst  die  Gleichung  der  allgemeinen  circularen  Corve 

dritter  Ordnung  mit  Zugrundelegung  eines  Coordinatensjstemes  {x^,  i/^)  in 

der  Form: 

(«.•  +  >i*)(*«,-yi)+a*i'+2ba!,».+  cy/  +  2bir.+  2ey,+  f  =  a 
Um  die  Asymptote  in  finden,  setzen  wir  1/^=Sx^-^-l,  und  erhalten  fttr 
i  nnd  (  die  Gleichnng 

also  d  =  ö,     f ^^^ 

so  dass  die  Gleichnng  der  reellen  Asymptote  ist: 

».  =  "'.+ — TFis 

Ist  also  #  =  f^6,  nnd  dreht  man  das  Coordinateneyatem  nm  den  Winkel 
g- +  e  nach  («',  y') :  Xi='-x'sinQ~y'cosQ,  y,  =  ic'oos0  — y'«i»G,  so  wird 
die  Asymptote  der  y'-Axe  parallel,  oder  steht  senkrecht  auf  der  x'-Axe. 
Alsdann  gewinnt  die  Gleichung  der  Curve  folgendes  Ansseben: 

194)    (3:''  +  y'')3!'-a'x'»-2bVff'-cy»+2bV+2cy+f=0, 
wobei  c'=[a(»s*0  +  2b«ii0aw6  +  csin'e].co«6  ist,  also 
i^acos^e  +  SieosesinQ  +  tsin^e^-^^ 
*  Salmon-Fiedler,  UOhere  ebene  Curven,  S.  309. 
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so   dass  cco$9  =  c'  das  StOck  ist,   das  jetzt  von  der  Asymptote  auf  dei- 
(positiveo)  x'-Äxe  abgeschnitten  wird.  Demnach  ist  in  der  Gleicbungsform  194) 

195)  x'=  c' 
die  Gleichung  der  reellen  Asymptote. 

Mit  anderen  Worten:  ist  die  V-Aie  mit  der  reollen  Asymptote 
identisch,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

196)  2x(r*  +  D')  +  ?tr''  +  2!Brp  +  2Er  +  2S)i)fg  =  0. 

Mit  Hilfe  des  S.  14  angegeheuen  Verrahrens  erhält  man  bei  der  Gleich- 
ungsform 194)  für  den  im  Endlichen  liegenden  Doppelbrennpunkt  C 

197)  !,-  =  b',    x-=^^- 

Wenn  man  nun  die  Gleichungen,  die  für  die  Parabelsysteme  bei  einer 
circularen  Curve  dritter  Ordnung  gelten,  aus  den  für  die  biciroularen  Curven 
vierter  Ordnung  giltigen  Entwickeluugen  S.  6  flg.  ableiten  wiÜ ,  so  ist  es 
zunächst  nöthig,  eine  CoorJinatentraDsformation  voruunehraea ,  weil  der  dort 
gewählte  Coordiuatenanfang  K  jetzt  im  unendlichen  liegt.  Wir  wählen  den 
Punkt  E  als  Anfangspunkt  eines  CoordJnaten  System  es  {x,  y'),   setzen  also 

x  =  x-Q,    y  =  y 
(b.  Taf.  I   Fig.  1).      Dann   geht   die   Gleichang    eines    Kegelschnittes    des 
Systemes  Z,  18),  in  die  folgende  Über: 

:c''(Ao'  +  B«»)-2/y'(A-B)«ff  +  yMA«»  +  0o^)-4x'eBx» 

'  -4s(VB»c(i  +  4PB).»-AB(l~icos*-isin4))  =  0. 

Dabei  gehen  die  Axen  aller  Kegelschnitte  durch  den  Coordinateoanfang 
E\  nnd  zwar  ist  die  Aie  des  vorliegenden  Kegelschnittes  unter  dem  Winkel 
<p  gegen  die  x'-Aie  geneigt.  Sa  nun,  wie  gezeigt  wurde,  jetzt  alle  Kegel- 
schnitte Parabeln  sind,  so  mUssen  gleichzeitig  A  und  B  unendlich  gross 
gesetzt  werden,  aber  so,  dass  B  nur  in  demselben  Grade  unendlich  wird, 
wie  die  Quadratwurzel  aus  A.  Denn  o  =  j/+ A|  und  ^  =  j/ +  B|  sind  die 
Halbaien  der  beiden  congruenten  oder  „mittleren"  paralielaxigen 
Kegelschnitte  [s.  14)  S,  7];  die  halbe  zur  Aie  senkrechte  Brennpunkts- 
sebne  oder  der  halbe  Parameter  ist  bei  diesen  Kegelschnitten  aber  bekannt- 
lich —1  also  das  Quadrat  des  halben  Parameters  ^\  der  Parameter  aber 
wird  beim  üebergange  wieder  zum  Parameter  der  Parabel.  Da  p  von  der- 
selben Ordnung  unendlich  gross  wird  wie  a  {dies  ist  augenscheinlich),  so 
werden  demnach  B  und  q  von  gleicher  Ordnung  sein.  Alles  das  erkennt 
man  Übrigens  auch  sofort  aus  198).  Vernachlässigt  mau  demgemäas  B 
gegen  A,  so  lässt  sich  in  198)  aus  den  quadratischen  Gliedern  A  heraus- 
heben, und  wenn  man  jetzt  die  Gleichung  durch  A  dividirt,  so  steht  im 
Coefficienten  von  x'  und  y  die  GrSsse  -j-i  deren  Greniwerth  wir,  weil  er 
eine  Strecke  bedeutet,  mit  i^q  bezeichnen: 
199tt)  'i'»2p?  =  a. 
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Die  OleichQDg  erbSH  dann  die  Form: 
a;'«a»-2xV>!ö  +  y'*K*-2i5«'  — 2y'!7«o  +  r**+2A*ii+Eö»==0. 

Dabei   ist  T  für   den  Grenzwerth  von  4P  -  —  B  (1  — i),  A,  E  für  den  toh 

A  ^  ' 

Bi  bez.  — B{1+1)  gesetzt  worden,  da  cos'P  in  cos'tp  —  sin'tp,  sm^  u 
2sin^Cosip  aafgelöst  werden  muas.  Daraus  erkennt  man,  doss  der  Greu- 
Hbergang  die  Bedingangeo 

199b)  1  =  -1.     1  =  0,  lim2^  =  l 

stellt,  weshalb  sieb  die  Grössen  f,  A,  E  auch  so  deGniren  lassen: 

199c)  lim2B(2^-l\^r,     (imBr  =  A,     Itm  B  {-i -1)  =  E. 

Der   Paukt  S    (ebenso   der   reelle    unendlich    ferne    Doppel breDnponkt, 
mit  dem  er  zusammen ffiUt)  liegt  jetzt  aaf  der  x'-Axe  im  IT neitd liehen.    Die 
Gleicbnng  der  Parabel  aber  lässt  sich  schreiben,  wenn  wir  das   bisher  ge- 
brauchte Coordinatensyatem  (a:',  y")  einfach  {x,  y)  nennen: 
200)      (zfl-yK)'-2gx(a;x  +  yö)  +  rx'  +  2Axfl  +  Ea»  =  0. 

Es  kSonten  nun  alle  weiteren  Ergebniese  aus  den  fOr  die  bicirGular«ii 
Gurren  vierter  Ordnung  im  ersten  Tbeile  abgeleiteten  Gleichungen  mit  Hilfe 
von  Idda),  b),  c)  gewonnen  werden;  indessen  ist  es  fast  einfacher,  gleidi 
alle  Rechnungen  von  Frischem  durch zufllbren. 

Die  Differentiation  von  200)  nach  ip  liefert  die  gleichseitige  Hyperbel, 
die  die  BerOhrongspunkte  der  Parabeln  qi  und  tp  +  ä  ansschneidet: 

^*^  +A(x«-<,')  +  Ex<»  =  0. 

Um  ans  200)  und  201)  ^  zu  beseitigen,  mnitipliciren  wir  die  erstere 
Gleichung  mit  k,  die  letztere  mit  —ff,  darnach  jene  mit  a,  diese  mit  *, 
nnd  addiren  jedesmal.  So  ergeben  sich  die  in  k  nnd  e  linearen  und  homo- 
genen Gleichungen 

y{xo~Sx)  +  g{2a:«  +  yc)  -  Tx  -  A«  =  0, 
!(*<»- y)()-gy«  -l-A«  +  Ea  =  0, 

oder  anch 

(«y  +  fiff  -  A)  ö  =  (y*  -  23* -f- 0  X , 
(:ry+2y-A)x=C:t»-|-E)a. 
Die  Aosstossnng  von  k  and   «  liefert  die  gewünschte  Gleicfanng  der 
von  des  Parabeln  200)  elngebOllten  circnlaren  Cnrve  dritter  Ordnnng; 

Zufolge  194)  und  195}  ist  die  Gleichung  ihrer  reellen  Asymptote: 
E  —  o* 
203)  x=^U 

nach  194)  und  197)  ihr  endlicher  Doppetbrennpuukt  C: 
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Z 


«'=2i' 


Z  =  g«  +  r-E 


204) 
wobei 

205) 

gesetzt  wurde. 

Der  endliche  Schnittpunkt  der  Corre  mit  ihrer  Asymptote  203)  liegt  bei 

ooßx  .-^ Z(E  +  g«)_(2gA)«-Z(E  +  gy 

^  ^"E  +  q^         4g  A      ""        4qA{E+q^) 

Zugleich  hat  man  den  Satz:   Die  Bichtung,  in  welcher  bei  einer  cir- 
calaren  Curve  dritter  Ordnung  der  Punkt  K  oder  der  unendlich  ferne  reelle 
Doppelbrennpnnkt  liegt,  steht  auf  ihrer  reellen  Asymptote  senkrecht. 
Die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  y-Axe  sind  {x=^0) 

gA±/E(A«+r(g«-E))7 
*'-  2»-E 

Sie   fallen   zusammen,  wenn  E  =  0  oder  A*  — r(E  — g*)  =  0  ist;   im 

ersten  Falle  ist  dann  ys=:— ,  im  zweiten  ff^=  —  -T-Q%  und  hier  findet  eine 

Berührung  statt.     Im  ersten  Falle  dagegen  ist  der  Punkt  ap  =  0,  y  =  — 

ein  Doppelpunkt  der  Curve,  denn  für  ihn  verschwinden  die  ersten 
Dififerentialquotienten  der  linken  Seite  von  202);  auf  diesen  Punkt  als  Co- 
ordinatenanfang  reducirt  ist  die  Gleichung  der  Curve  2qx{x^  +  y')^ra? 
+  2Axy  +  q*f/^s=0.    Der  Doppelpunkt  ist  ein  gewöhnlicheri  eine  Spitze 

oder  ein  isolirter,  je  nachdem  '*<^(~~)   ^^    Im  Falle  der  Spitze  ist  die 

eben  erwähnte  Gleichung  der  Curve  22*a;(«*+y*)  + A*ic*  +  2Ag*a?y  +  g*y* 

=  0.     Führt  man  hier  Polarcoordinaten  ein,   und  nennt  den  Winkel,  den 

A 

die  Spitzentangente  mit  der  x-Axe  bildet,   p,   so  findet  man  tgv=i ^ 

«=-  (vergl.  S.  94  und  98), 

Dreht  man  das  Coordinatensystem 
{x,  y)  um  den  Winkel  q»  nach  (x'\  y")i 
ap=r:a?"x  — y"a,  ys^x'^-^-y'x^  so  wird  die 
Gleichung  der  Parabel  202): 

'/,     o      (  .    rÄ«+2Axa  +  Eo»\     ^^ 

^  -2^K* w- — r^* 

oder 


207)  y"«-2^Ärc"+rÄ«+2Axtf  +  Ea«=0. 

Mithin  ist  der  Parameter 
208)  2p^2q%. 

Je  zwei  Parabeln,  die  entgegengesetzt  gleichen  Winkeln  g) 
entsprechen,   sind  congruent  [vergl.  den   Satz  S.  7;  jetzt  ist  t  =  0. 


*  In  dem  Coordinatensystem,  dessen  «'"-Aze  mit  der  «"-Aze  Eusammenfällt, 
dessen  y'^-Aze  der  y"-Axe  parallel  ist,  ist  die  Gleichung  der  Parabel 


Kt  unter  dem  Winkel   m  gegen  die  «"-Are   geneigte   TtüD^emu 
Parabel  (s.  Fig.  and  Änm.  8.  93)  hat  4ie  Gleichung 

y"'cotgia  —  {x"'+':^cotff*a)  =  0, 
oder  im  Coordinatensyateme  (a;",  y"):  "      .    . 

y  cotga  —  x  H 5 ~— — Vcrt(r««"0, 

oder  endlich  im  Coordinatensysteme  {n,  1fH^^**+99t]f^ — «•'I'IFk): 

^L  darch  die  Difierentistion  nach  <p  erhälk  man:  ^ 

■  »[(«'-••J«iV«-«»*j+»[8«*ai*«  +  a?-*^ 

TTm  aai  beiden  (BikhiBgaB  9  aMHuto— b,  noU^üdm  wir  «haal 
«ä  «to  Mit  8f ,  £«  nrrila  mit  «;  danaf  dto  ante  ntt  9«>  «*.^«rito 
ntt.— <«  und  adfina  d»  «iaa  wia  du  udan  lU.  80  ai0alMn  idA  da 
•kiflutena  CQatehmigaB:  ... 

1  .  rj-  A 

\  2/9 

(,e<*.+,-|)._[-2.  +  2!,«,/,.  +  ti^?^].  =  0. 

Anf  diese  Weise  wird  die  Endgleichnng,  welche,  wie  es  Tonnsznsehen  war, 
■  eine  Parabel   darstellt: 

(x«.„+(,-^)^»y 

—  2x  »tnra  +  2y  sinamsa  -i — 1  =  0. 

3L  ff  J 

Ihre  Axe  ist  nnter  dem  Winkel  ^  +  ca  gegen  die  x-Aze  geneigt: 

222J  ^'=^+(0  (oi«9i'=)t',  *M»y'=3a'). 

Die  Gleichnng  der  Parabel  221)  im  Coordinatensysteme  (x,  y)  ISsst 
sich  nun  ancb  schreiben  (sinw  =  — x',  C08m  =  a): 

(i<»'-y«')'+Y[*(^»'+Ex')-»(A«'-E<»')] 

3* 
Die    zerfallende   Parabel  des   Systemes  Z'  (9'=^)    bat    dem&aeb 
die  OleichnnE  ~ , 


— 1 > 


—    95    — 

die  Entfernung  seines  Mittelpunktes  Jlf  von  E  auf  der  positiven  x-Axe 
ist  also 

214)  Ä  =  (Z,  ^^^ 

sein  Halbmesser 

216)  5  =  /3--r-Ef. 

Der  Mittelpunkt  (7  des  Hjperbelbttschels  201) 
hat  dagegen  die  Abscisse 

216)  Ä  =  -(z;  -^  ? 
die  Beziehung  A;  =  — ^  ist  eine  Folge  des  ersten  Satzes  S.  12,  weil  jetzt 

F  im  Unendlichen  liegt.    Besondere  Hyperbeln  sind  (7=j'  9  =  0j 

»*-y*  +  2gaj-r+E  =  0,    «y  +  (7y-A  =  0, 
oder,  wenn  man  auf  den  Punkt  Q  als  Anfang  eines  Coordinatensystemes 
(I,  fi)  zurückgeht: 

217)  ?-ij»  =  Z,    |,,  =  A; 

Z  ist  in  205)  angegeben.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  berechnen  sich  die 
Grundpunkte  des  Büschels,  die,  wie  schon  gesagt  wurde,  Brenn- 
punkte der  Curye  sind,  wie  folgt: 

U*  =  ±  ^i  [-  y2.*+  4  A«|+  Z]  f. 

Dabei  sind  die  Vorzeichen  derart  zu  wählen,  dass  £17  das  Vorzeichen 
von  A  bekommt  Im  Coordinatensysteme  ($,  17)  ist  die  Gleichung  des 
Hyperbelbüschels  201): 

219)  (J»-i?«)xtf-6i;(x«-a«)-ZK0  +  A(x«-a«)  =  O. 

Die  Gl.  32)  S.  12  und  das  dort  Gesagte  gilt  unverändert  auch  hier. 

Wir  gehen  nuu  über  zu  dem  conjugirten  Systeme  Tl.  Seine  System- 
axe  muss  nothwendig  der  Axe  von  Z  (der  jp-Axe)  parallel  sein,  denn  beide 
gehen  durch  K,  Ferner  waren  im  allgemeinen  Falle  beide  entgegengesetzt 
gleich  gegen  die  Verbindungslinie  der  reellen  Doppelbrenupunkte  [d.  i.  jetzt 
die  Parallele  zur  rc-Axe  durch  (7,  204)]  geneigt  [s.  S.  29];  jetzt  also  müssen 
die  beiden  Systemaxen  gleich  weit  von  C  abstehen. 

Man   kann    demgemäss    voraussagen,    dass    die   Axe    des   conjugirten 

Systemes  Z'  die  Gleichung  y  «=  —  haben  wird  [vergl.  204)] ;  der  Funkt  F\ 

durch  den  alle  Axen  der  Farabeln  Z'  laufen,  muss  überdies  auf  dem  gemein- 
samen Mittelpunktskreise  des  Systempaares  Z,  Z'^  also  auf  der  y-Axe 
liegen,  mithin  die  Coordinaten 

220)  «  =  0,    y  =  ^ 

haben.  Wir  bezeichnen  diesen  Funkt  mit  F'  und  nicht  mit  F\  weil  beim 
Grenzübergange  8.  92t  =  0,  A»  — 1  gefunden  wurde,  demgemäss  ¥  =  » 
(005V  =5  —  1)  ist,  d.  h.  £  und  F'  einerseits,  E*  und  F  andererseits  an 
einander  rücken  (s.  Taf.  I  Fig.  1  oder  2). 


I»  vergleichnn g  mit  227)  giebt   folgende  Beziehangen  an  die  HÜoA: 
und  umgekehrt  (worana  echon  die  Beclprocilfit  folgt)  genau  so: 

,  =  K.    r=-C|,    A  =  ^,    E-E-. 

Wir    legen    den    weiteren    Betrachtungen    des    Pambelsyetemos  Z'    das 

Coordi Daten sjstem    (x,  y)    zn    Grunde,    dessen    Axen    der    x-    und  y-Ase 

parallel    sind,    und    dessen    Anfang    F'    ist    (a.    die    Fig.    S.  97):  x=x'. 
y  =  y'+—    Die  Gleicbang  der  Parabel  ü'  in  221)  wird  dann: 


H  Durc 

■  punl 


(x'aiS(ii  +  y'W»a»)'  + 

E 


(x  sin'a  —  y  sinucosu 
{rsin* a  +  2 ^  sin  a  cos  ta  —  q'cos' at)  =  0. 


Durcb  Differentiation  naofa  w  erbKlt  man  die  Hyperbeln,  die  die  BerDbmngs- 
punkte  bestimmen: 

—  2  (j  ojs  0»  +  y'sin  oj)  («'51»  u  —  ycosn) 

+  2-    (2x'smtaco3ia—y'  {cos* ui  —  sin* a)) 


-~[2A{cos*a~sin'(o)+2(r+q*)sinm 
Besondere  Hyperbeln  sind  («  =  0,    ms-^J 


H  =  o. 


,E      AE 


Der  Mittelpunkt  Q'  des  Boscbels  liegt  bei  y'=  0,  a;'=  —    Nennt  man  also 
die  Absoisae  von  G',  aber  in  der  Bichtong  der  negatiTen  «'-Aze  geroebnet, 
h',  eo  hat  man 
230)  Ä'=--- 

E 


Qehtman  auf  ihn  zurDck:  y'<=*{,  x'=|'+- 


10  werden  jene  beiden  Hyperbeln: 


80  dasa  die  Orondpnnkte  des  Büschels  durch   die   folgenden  Formeln   ge- 
geben sind: 


231) 


[r,.,=±/a^.(-)/gT4Ä^/-4 


i\i-±y' ^t^z'+iA'\*zi. 


*  Ea  liegen  wieder  die  Tier  von  den  acht  Brenupunktsn  918),  S31)>  die  die 
unteren  Zeiger  1  nnd  !  haben,  auf  einem  Kreise,  ebenäo  die  mit  den  Zeigern  8,  ^ 
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Der  Mittelpunkt  des  Schnittpnnktskreises  "M.'  ist  gegeben  darcb 

232)  »'(=-»')  =  -' 

and  sein  Halbmesser  wird  gefanden 


233)  /=^/«-r«E'f  =  //-p(^«-f-E)f 

[vergl.  214),  215),  228)].     Hieraus  folgert  man: 

Die  Schnittpunktskreise  zweier  reeller  conjugirter  Para- 
belsysteme sind  nur  dann  gleichzeitig  reell  oder  gleichzeitig 
imaginttr,  wenn  E<0,  d.  h.:  wenn  die  zerfallende  Parabel 
reell  ist. 

Im  Falle  E^^O  werden  nach  228)  alle  Constanten  des  conjugirten 
Sjstemes  Yl  Null;  die  Gleichung  einer  Parabel  Z',  auf  die  Axe  und  Scheitel- 
tangente zurückgeführt  [(^3,  ^3),  s.  die  Fig.  S.  97],  wird  aber  (s.  die  Anm. 
S.  93)  y^^=^2q'%x^  sein,  so  dass  in  diesem  Falle  das  System  Tl  aus  den 
doppelt  gezählten  Geraden  durch  den  Doppelpunkt  der  Curve  besteht  (2/3'  =  0) 
(vergl.  S.  93).* 

Differenzjrt  man  221)  nach  <d,  multiplicirt  die  entstehende  Gleichung 
das  erste  Mal  mit  — «tfico,  das  zweite  Mal  mit  0050,  221)  selbst  aber  mit 
0050»  bez.  5inco,  und  addirt  beide  Male,  so  gehen  die  neuen  Gleichungen 
hervor: 


( —  «y  H — «  H — y)  «in  00  =  (a;*  +  E)  cos  00 , 


^-a;y  +  _.a.  +  _yjcosa)  =  [(y-~-j  +2 


E         TEI   . 
—  X 5-  xsinm. 

Q  ?*  J 


Beseitigt  man  0»,  indem  man  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt, 
so  ergiebt  sich  genau  wieder  die  Gleichung  der  von  Z  eingehüllten  Curve, 
nttmlich  202). 

Die  Zuordnung  der  Brennpunkte  zu  den  verschiedenen  Systempaaren 
ist  dieselbe,  wie  bei  den  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung.  Insbesondere 
erkennt  man  noch,  dass  mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungsweise  S.  35 
z.  B.  die  Berührungspunkte  der  zerfallenden  Parabel  des  Systempaares  I 
mit  den  Mittelpunkten  ^R,,  Wt^  der  Brennpunktskreise  SB^,  93s  zusammen- 
fallen (vergl.  eine  Bemerkung  S.  90)  u.  s.  w. 

um  202)  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  reellen  Asymptote 
als  Coordinatenanfang  zu  reduciren,  muss  man  zufolge  203) 


*  Das  ReciprodtätsgeBetz  giebt  dann  sofort  den  folgenden  Satz: 

Hat  eine  circnlare  Gnrve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt,  und 
zieht  man  von  diesem  die  Badienvectoren  nach  der  Curve,  so  werden 
die  in  ihren  Endpunkten  unter  einem  gegebenen  Winkel  gegen  sie 
gezogenen  Geraden  eine  Parabel  einhüllen;  alle  diese  Parabeln 
bilden  ein  System  Z  (z.B.  ihre  Axen  schneiden  sich  in  einem  Punkte). 


I  +  ^jrr''   »-»  +  » 


2, 
Alsdann  wird  die  CurTengleicbaiig 


234)    +j3(Ezlg_r(E-^)^,^_,A^^,„.1_,A(E+^ 


(E-g^r     r(E-gV     E(E-v')     A'-TE     E  +  g'^^ 

4g'  49*  q  9  V* 

Ist  Htm  eine  allgemeine  circulare  Cnrve  dritter  Ordnang  vorgelegt,  ao 

kann   sie   zunächst    auf  ihre   reelle  Asymptote  als   1)-Aie   redacirt    werden, 

so  daes  die  Gleichungsform  196)  entsteht.     Durch  VergleicbuDg  findet  man 

auf  diesem  Wege  gerade  fQnf  Bedingtmgen  für  die  ftlnf  ÜnbekanDten  ?,  n, 

r,  A,  E.     Die  Abäcisse   dea  Punktes  E  iät  dann  iE  =  —a — -•    "»iUiin   die 

2q 

Ton  Q  nnd  M  nach  216)  nnd  214): 

235}  r« 2^-    r„--^^.    te^-2^- 

Eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  kann  insbesondere  ans  eioeio 
Kegelschnitte  und  der  nnendlioh  fernen  Geraden  bestehen;*  und  dieser 
Fall  musa  selbstverständlich  in  den  abgeleiteten  Gteicbnngeii  mit  entiialteii 
sein.  In  der  Tbat,  man  sieht  sofort,  dass  ^2)  eine  Kegelscbnittagleicfanng 
wird,  wenn  man  5  =  0  macht: 

Dabei  istA  =  0,  Z»r-E,  G  mit  mit  E  insammen,  die  Pankte  194] 
werden  zn  den  Brennpunkten  des  Kegelschnittes;  wie  denn  E,  der  Cck 
ordinatenaniang,  wirklich  der  Mittelpunkt  des  Kegelsobnittes  ist.  Aach  i 
bt  =  0,  and  8  =  y~{r+E)\  der  bekannte  Kreis,  von  dessen  Feripherie- 
punkten  auf  einander  rechtwinklig  stehende  Tangenten  an  jenen  gesogen 
werden  kOnnen.  Die  einbUllenden  Parabeln  200)  bestehen,  wie  schon  bUlier 
(S.  74)   gezeigt  wurde,   ans   den  Paaren  paralleler  Tangenten   des   K^^el- 

achnittes :  , , 

aitf  _,»  =  +  /-(rH»  +  2A«ff  +  Eff*)|. 

Das  conjugirte  S;Bt«m  besteht,  wie  die  Gleicbong  221)  lehrt,  aus 
lauter  mit  der  anendlich  fernen  Geraden  zasammenfaUenden  EegeUchnitten, 
wie  denn  auch  die  zugebörenden  Brennpunkte  231)  alle  im  Unendlichen 
liegen,  und  zwar  in  denselben  Richtungen,  in  welchen  die  endlichen  Brenn- 
punkte 218)  liegen,  d.h.  in  den  Sichtangen  der  Azen  des  in  Gmnde  go> 
legten  Kegelschnittes.  Auch  die  acht  noch  Übrigen  Brennpunkte  liegen  dee- 
balb  im  Unendlichen.  Aber  durch  die  Combination  der  anendlich  fernen 
Brennpunkte  mit  den  rier  endlichen  ergeben   sich  vier  andere  einhOlleDde 


*  Auch  aus  einem  Ereite  und  einer  beliebigen  im  Endlichen  liegend«» 
Geraden  i  vergl.  Beiapiel  2,  S.  103. 
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Syateme,  nSmlich  jedem  enteprioht  ein  endlicher  und  drei  unendlich  ferne 
Brennpunkte;  die  beiden  Syeteme,  die  so  den  reellen  endlichen  Brenn- 
punkten entsprechen,  mUsseii  dabei  conjiigirt  sein,  ebe&so  die  den  imaginären 
Brennpankten  entsprechenden  (vergl.  den  2.  Satz  S.  29).  Einem  solchen 
Systeme  gehören  als  ausschneidende  Hyperbeln  offenbar  die  Geraden  durch 
den  betreffenden  endlichen  Brennpunkt  zu ,  als  einhüllende  Kegelschnitte 
aber  die  einfachen  Tangenten  des  gegebenen  Kegelschnittes  (jede  combinirt 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden).  Je  z^ei  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte auf  demselben  Brennpunktsstrahle  liegen,  mUssen  demnach  als 
parallelaxige  Kegelschnitte  gelten,  die  Curve  ihres  Schnittpunktes  aber  als 
Schnittpuuktskreis ;  d.  h.  der  Scbnittpunktskreis  eines  solchen 
Systemes  ist  die  Leitlinie  des  Grund  kegelaohnittes,  die  zu 
dem  betreffenden  endlieben  Brennpunkte  gebSrt  (zusammen  mit 
der  unendlich  ferneo  Geraden).  Alles  das  lässt  sich  auch  aus  der  Gl.  234) 
ableiten. 

Im  Allgemeinen  gelten  dann  auch  alle  Übrigen  SKtze  vom  Systeme  £, 
die  im  1,  Theile  enthalten  sind.    8o  z.  B.  (Torgl.  S,  19,  2U  und  Anm.  S.2T]: 

Irgend  ein  System  entsprechender  Punkte  der  Parabeln  Z 
hüllt  eine  circulare  Cu  rve  dritter  Ordnung  TT  ein,  deren  reelle 
Asymptote  derjenigen  der  von  Z  eingehüllten  Carve  parallel 
ist;  und  alle  diese  Cnrven  hüllen  die  eben  genannte  eiu,  indem 
jede  sie  dreimal  berührt.  Ihre  endlichen  Doppelbreunpunkte 
erfüllen  eine  Parabel,  derenÄieaufden  erwähnten  Asymptoten 
senkrecht  steht,  n&mlich  in  der  Mitte  zwischen  der  Systemaxe  von  Z 
uad  der  des  conjugirten  Sjstemea  Z'  liegt,  also  durch  den  endlichen  Doppel- 
brennpunkt  der  eingehüllten  Curve  geht.  Die  auf  dieselbe  Weise  dem 
Systeme  Z'  zukommende  Parabel  ist  mit  jener  confocal. 

Um  diese  Verhältnisse  näher  zu  untersuchen,  so  ist  zunächst  klar,  dass 
sici(  entsprechende  Durchmesser  der  Parabeln  Z  in  einem  Punkte  0  der 
y-Axe  (die  jetzt  der  endliche  Bestandtbeil  des  Mittelpunkte  kreis  es  ist) 
schneiden.  Diesen  Punkt  nehmen  wir  wieder  als  Anfang  eines  Coordinaten- 
systemes  (l,,.  yo):  Die  J/u'-*^^  ''^"'^  ""■  ^^'^  y-Ase  zusammen,  die  i^-Aie 
sei  parallel  der  x-A.se.  Der  Punkt  0  habe  die  Coordinaten  a;  =  0,  s  =  d. 
Die  Gleichung  des  durch  0  laufenden  Durchmessers  der  Parabel  200)  ist 
dann  XgO^y^»,  wßhrend  diese  Parabel  selbst  jetzt 

('r«''-yoH)*-2«„(dö  +  5x}»-)-2y^(dx-3tf)K  +  (r-l-d")x» 
+  2(A-j(i)xö  +  Ea'  =  0 
wird.     Für   den    Schnittpunkt   (Endpnnkt   des 
demgemäae 


_(r-MV  +  2(A 


Durcfamesaers)    erhillt   man 
-gd)KC  +  Ea' 


2, 


und  also  ist  der  Ort  dieser  Punkte,  die  Curve  TT: 

?!CB(V  +  S'e')-:('"+f)V.-'*('^-3d)*.»o-Eyü'  =  0. 


I  erkamt,  3a&8  0  ein  Ooppelpankt  isL     Im   nrBprflSgnelRä 

'  I       rdinateDajstetne  x,  y  wird  TT  daj'gt'dUllt  durch: 

+  2Eds-Ed'  =  0. 
Ihr  DoppelbreuDpunkt  ist  a;  =  — .—     — >  y  =  — ^-  ■  ■;     der    Ort    d«r 

spelbreonpankte  also  \y~n~}  —iy^ j — 1'  ^"'ß  Parabel,  denn 

cheitel  der  Doppelbreunpuokt  der  Scbeitelcnive  [ii  =  0,  also  der  Carre 
a}i(a:'  +  y*)  — fa:*— 2Aä:i/  — Ey*  =  0]    ist.    deren    Äxe    mit    der    Mittel- 
Benkrecbten  von  EF'  zuBammenföllt,  und  deren  Parameter  gleich  q  (aleo  balb 
gross  ala  der  Parameter  der  Parabel  ip  ='  0)  ist. 

"••"•  -"-2i' 

Gerade,  die  in  der  Mitte  zwischen  der  y-Axe  and  der  Parallele  dazo  durch 
G'  liegt. 

Ben    Kegelschnitt  ®,    der  die   Berührungspunkte  einer  Curre  TT  aus- 
schneidet,   erbült   man,   wenn   man   die   Gleichung   von   TT    336)   nach   d 
renzirt: 
37)  tJx'  +  ga:y-Aj:-Ey  +  E(i  =  0. 

e    ist   stete    eine   Hyperbel   durch   0,    Die   beiden   Asjonptoten   siad 

x=-—  (diese   ist   also   allen   Kegelschnitten   des   BSscbels  @   gemein;    die 

i                                                                      Ao— Ed 
Parallele  durch  Q   zur  y-Aze),  und  dx  +  gy =  0   (diew  gdit 

stets  durch  M').  Die  beiden  aus  der  Gleichnng  des  BUscbels  ®  abzulesenden 
besonderen  Hyperbeln  sind  für  d  =  0:  ggy  —  Aa:  — Ey  =  0,  eine  gleich- 
seitige Hyperbel;  für  (J  =  ao:  «  =  + ^— E|,  d.  i.  die  zerfallende  Parabel 
des  Systemes  1..  Zwei  TOn  den  Grundpunkten  fallen  also  ins  Unendliche; 
die  beiden  anderen,  L^,  N,,  sind 
238,  ^.±y=Bf,    v  =  j^- 

d.  h.    [s.  211)]    die   BerOhrnngspunkte    der    beiden    eben    erwShnteo 
CQryentangenten  x  =  +  ^— E| . 

Man  Obersiebt  sofort,  dass  diese  Punkte  harmonisch  zu  M,  Jf  nnd 
symmetrisch  zum  Schnitte  von  MM'  mit  der  y-Aze  liegen.  Alles  das 
Htimmt  mit  den  früheren  Entwickeln ngen  betreffs  der  allgemeinen  bicircnlaren 
Curven  vierter  Ordnung  Uberein.  Die  zu  irgend  einer  Carve  TT  zu- 
geordnete (d.  h.  dem  conjugirton  Durchmesser  der  Parabeln  Z  entsprechende) 
Curve  TT,  moBS  jetzt  stets  die  unendlich  ferne  Gerade  entlialten;  ibre  end- 
lichen Bestandtbeile  sind,  wie  man  nun  erkennt,  eben  die  Tangenten 
a:  =  i  ^— -EI .  So  bleiben  von  den  sechs  Schnittpunkten  von  @  mit  der 
eingebauten  Cnrve  nur  noch  drei  Obrig  (nachdem  nSmlicb  Li,Ni  tind  dar 
ins  Unendliche  fallende  Schnittpunkt,  die  fllr  TT,  gelten,  abgesondert  und). 
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das   siiid    die   Berührangspankte  von  TT  mit   der   eingehüllten    Corve.  — 
üebrigens  gilt  der  letzte  Satz  S.  45  und  der  erste  S.  46  unverändert  auch  hier. 

Bei  dem  conjugirten  Curvensjsteme  TT  wird  selbstverständlich  das  Mittel- 
loth  von  EG  als  gemeinsame  Asymptote  erscheinen;  ferner  werden  wieder 
Xj,  JV|  Bttschelpunkte  von  ®'  sein,  die 
gemeinsame  Asymptote  aller  ®^  mit  der 
Parallele  durch  G  zur  y-Axe  zusammen- 
fallen  und  die  andere  stets  durch  If  laufen. 

Die  Hauptsätze  über  die  Systeme  Z 
lassen  sich  offenbar,  da  die  Curve  vier 
zur  Asymptote  parallele  Tangenten  hat, 
die  sich  demnach  zu  sechs  Paaren  an- 
ordnen, 80  ausdrücken: 

Eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  wird  von  zwölf 
Systemen  dreimal  berührender  Parabeln  eingehüllt;  je  zwei 
Systeme  sind  zu  einander  conjugirt,  d.  h.  sie  gehören  so  zu- 
sammen, dass  ihnen  die  zerfallende,  nämlich  aus  zwei  zur 
reellen  Asymptote  der  Curve  parallelen  Tangenten  bestehende 
Parabel  gemeinsam  ist  und  entsprechende  Tangenten  der 
Parabeln  des  einen  Systemes  eine  Parabel  des  anderen  ein- 
hüllen. In  jedem  Systeme  gehen  die  Azen  aller  Parabeln  durch 
einen  Punkt,  die  Berührungspunkte  der  Parabeln  aber  werden 
von  einem  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  bestimmt,  dessen 
Orundpunkte  Brennpunkte  der  eingehüllten  Curve  sind.  Ins- 
besondere werden  in  jedem  Systempaare  die  Berührungspunkte 
der  beiden  genannten  Tangenten  von  zwei  Hyperbeln  durch  je 
vier  Brennpunkte  der  Curve  bestimmt;  im  Ganzen  giebt  es 
also  zwölf  solche  gleichseitige  Hyperbeln,  von  denen  je  sechs 
durch  einen  der  vier  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten 
laufen. 

Eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung,,  die  von  einem 
Parabelsysteme,  das  sich  selbst  conjugirt  ist,  eingehüllt  wird, 
zerfällt  nothwendig  in  einen  Kreis  und  eine  Gerade. 


Vierter  Abschnitt. 

Beispiele  Ton  eireularen  Garyeii  dritter  Ordnung. 

%  1«  Aufstellung  der  Bestimmungsgleiohungeny  wenn  die  Curve 

symmetrlBoh  iat« 

Ist  die  gegebene  circulare  Curve  dritter  Ordnung  zur  x*Aze  sym- 
metrisch, so  erhält  man  aus  234)  für  die  unbekannten  zunächst  folgende 
zwei  Gleichungen:  *  a  /i-  .     r. 

239)  2«-^  =  0,    :^(^±i5  =  0. 
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Die  zweite  ist  erfQllt,  wenn  A=0,  oder  E=  —^i  woraus  dann  auf  Grand 
der  ersten  folgt:  «  =  0,  bez.  «^-5— ■ 
Die  Gleichung  der  Curre  sei 
240)  2t[r'  +  i)*)  +  air»  +  26r  +  e  =  0: 

Dnd  man  bencbte,  dciss  die  übrigen  CoeKcienten  in  234)  sich  wie  folgt  schreLbeii 

241,     ■,S-^g-'''g-r-,«''  +  '^  +  '''''  +  2„(„-|). 

43"  ^  q\  g        J 

Im  ersten  Falle  nan  (A^O,  u  =  0)  ftUire  man  statt  q,  P,  E  die  neaen 
Oubebannten  f,  y,  v  eia  vermSge  der  Gleichungen: 

^^>  £+4"-';     E  +  ,>  -'■     2,   -"■ 

so  dase  rUckwSrte  die  Beziebangen 

243)  ?  =  .(!-.),    E-.'Cl-.-),     r-2«'(l-,)(.-!) 
stattfinden.     Dann  gestalten  sieb  die  Bedingungen  241)  folgendermasseD: 

.(2,  +  ,)    =i3l, 

244)  e'(2,y  +  l)  =  6, 
n',  -JS. 

Setzt  man  ans  der  dritten  dieser  Gleichungen  den  Wertb  von  )•  in  die 
beiden  ersten  und  entfernt  darauf  aaa  diesen  (,  so  bleibt  folgende  Ql«ieh- 
nng  fttr  v*=Y: 

245)  4Y»-4Y»e+Y«e-e»  =  0; 
das  Weitere  wird  beBtimmt  dnrcb  die  Oleichnngen 

246)  .=±yr}.  ,=^,  ,=J(6-Y)=^,(si-|), 

oder  nach  243); 


E-Y- 


/YlY-  &)' 


r— W-l)]' 


247)  ,  =  .  +  t2^  =  „-i(a-|), 


r=|(a-?«),  .=+/Yr,   A=o,.=o. 

Zwei  conjngirte  Systeme  sind  dabei  solche,  die  den  Werth  tod  Y 
gemeinsam  haben,  die  sich  also  nnr  durch  das  Vorziehen  von  tp  unter- 
scheiden. 

Im  zweiten  PaUe  (E  +  g*  =  0,  «=■„—)  setze  man 

248)  2g  +  -  =  l; 
dann  werden  die  Bestimmnngsgleicbnngen 

249)  _4g-i  =  3l,     ai-«»=e,     4gu»  =  e. 


Aas  ilmen  ergiebt  sich  die  Gleichung  für  l: 
250)  P  +  2J»a  +  (%'  +  46)i  +  4(316  - 

Dabei  iat  nach  248),  249): 

,  =  -<i+^),  r=,„-2„, 
''  =  ±Vii^^  =  +  ij/jh  a-2,„,  E--8'. 

%  S.  Ehnteci  Belaptol;  Die  TeraUgemelnert«  Kloiolde. 

Auf  der  r-Äxe  liege  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  (HalbmeBser  r)  im 
Abstände  e  vom  Coord in atenan fange.  Vom  Punkt«  T~e+r,  ^  =  0  mögen 
die  Radienvectoren  nach  dem  Kreise  und  der  Geraden  gezogen  und  auf  jedem 
das  StUck  von  jenem  bis  zu  dieser  mit  BerDcksichtiguug  der  Richtung  vom 
genannten  Polpunkte  aus  abgetragen  Verden.  Die  ao  bestimmten  Endpunkte 
bilden  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung,  die  den  Pol  zum  Doppelpunkte 
hat  und  im  Falle  e  =  r  in  die  gewöhnliche  Kissoide  Übergeht,  im  Falle 
«^  — r  aber  aus  der  ^-Ase  und  dem  Spiegelbilde  des  Kreises  mit  ße- 
liebuDg  auf  sie  besteht  Sobald  e  <C—  r  ist,  kommt  die  Construction  offen- 
bar darauf  binaita,  die  Krelssehne  jedes  Vectors  auf  diesem  von  seinem 
Schnittpunkte  mit  der  Q-Axe  aua  nach  der  Seite  der  positiven  r-Axe  ab- 
zutragen. 

E?  sind  also  die  FHlle  e>r,  e  =  r,  r>  e>  —  r,  e  =  —  r,  e  <—  r  zu 
unterscheiden.  Im  ersten  und  letzten  ist  der  Doppelpunkt  isolirt,  im  dritten 
hat  die  Curve  eine  Schleife;  vergl,  Taf.  IV  Fig.  20. 

Mit  Eilfe  dee  Verfahrens  S.  15  findet  man  ftlr  die  Axenfarennpunkte 
der  Curve ,  deren  Gleichung 

252)  i(i'  +  l)')-2j'(.-|-2r)  +  r(«-l-r)(<  +  6r)-2r(e  +  r)'  =  0 
ist,  folgende  Abscissen: 

253)  i,,i  =  -(e  +  r)±2j/2r{c  +  f)f,     x^  =  r,  =  e  +  r, 

so  dass  also,  wie  es  selbstverständlich  ist,  vier  Brennpunkte  im  Doppel- 
punkte liegen.  Die  p-Aie  ist,  Eugleich  die  reelle  Asymptote  der  Curve,  da 
in  der  Gl.  252)  das  Glied  mit  ^*  fehlt  [s.  196)]*  Der  endliche  Doppel- 
breunpnnkt  bat  [s.  1!M),  197)]  die  Coordinaten 

254)  r  =  e  +  2r,     ^  =  0. 

Die  Axenbrennpnnkte ,  die  nicht  im  Doppelpunkte  Hegen,  sind  nach  253) 
r  so  lange  reell,  als  e'!>  —  r,  ist;  wenn  c^  —  r,  fallen  sie  mit  jenem  zu- 
sammen, wenn  e<  — f,  sind  sie  imaginär,  dafür  aber  dann  ihre  Antipnnkte 

255)  i  =  _(e  +  r),     ij=  +  2j/2n-^7^>)f 

*  unter  den  drei  BrenDpunktakreiaen  (von  der  r-Aze  abgesehen)  sind  zwei 
HBinineufBllende,  aleo  Nullkreiee,  nUmticb  im  Doppelpunkte  der  Curve;  der  dritte 
üt  der  Kreis  durch  den  Doppelpunkt,  deBseu  Mittelpunkt  der  Scheitel  der  Curve 
t  =  2r  ist;  er  echneidet  sie  selbstveretmidlich  in  den  BerühruogBpunkten  der 
Tangenten)  die  voa  d*m  ßcheitel  an  die  Curve  gehen. 
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Jedeafalla  mUBgen  unter  den  zwei  Sye teio paaren ,  die  von  den  Gleicb- 
ucgen  ^45),  246),  347}  geliefert,  werden ,  zwei  zuEammenfalleD ,  und  diesem 
Doppelpaar  wird  nur,  so  lange  e>  — r  ist,  reell  sein,  wogegen  das  dritte 
SfBtempaar  stets  reell  ist.  Dieses  bezeichnen  wir  darch  X ,  Z',  jenes  durch 
I,    Z,  lsZ„F,). 

Es  ist  jeUt  (8  8.  104)  nach  252) 
3l  =  -4(e+2r),     e  =  (»  +  r)(«  +  5r),     <S  =  -ir(e  +  T)'. 
Also  folgt  für  Y  nach  Maasgabe  von  245): 

Y>-Y'(.  +  r)(c  +  5i-)+4YrC«  +  >-)'(<!  +  2r)-4r"(«  +  r)'  =  0 
"''"  (Y-(e  +  r)')(Y-2r(c  +  .-))'-0, 

Y=(e  +  r)',     Y,lsY,)  =  2r(e  +  r). 
FOi  das  Systampaar  Z.  Z'  erhält  man  demgenSss  nach  246),  247)  folgeoJe 
Conatantea: 


Z: 

Z. 

»  — (.  +  r). 

»■  =  («  +  !■), 

-e-f-.    .  =  ■■ 

'  =  -Sfr'     '=-'• 

5  =  0, 

,-=2(e  +  r). 

r-0,     E  =  0; 

r=4(r'-e'),    E'-O, 

so  das»  beide  Systeme  [vergl.235),  216),  208),  209),  218)]  dnrch  folgende 
üebereicht  yoUstfindig  dargeatellt  werden:* 

Z;  r-. 


256) 


9  =  0,     r=A  =  E  =  0. 

T£  =  e  +  r,     JM  —  xc  =  e+r 

.0,   l  =  i,-,),-ir  +  ,)^ 


=  0; 


Axenbrennpnnkte : 


|t  =  e  +  i-, 
lt  =  e  +  i-. 


,'=.2(e  +  r),    r=4(H-«'), 

A'=E'=0, 

i*'=e  +  r,    Tu'=S{e  +  r), 

lo-=.-(e  +  f)i 

s'=2(/2e(e  +  r)|,    f— (r  — e)« 

(nor  für  K  =  0  anbestimmt), 

l>--2(e  +  r)Ki 

(l  =  -Ce  +  r)  +  2^2r(e  +  r)I. 


Der  zerfallende  Eegelschiiitt  ist  in  beiden  Systemen  die  doppelt  ge- 
zahlte zur  ^-Axe  parallele  Gerade  dorch  den  Doppelpttnkt  Z  besteht  aas 
den  doppelt  gezahlten  Geraden  durch  diesen;  die  Scheitel  der  Parabeln  if 
liegen  auf  dem  Kreise,  der  die  Strecke  vom  Doppelponkte  bis  mm  Schnitte 
der  Cnrye  mit  der  i-Äse  (d.  h.  bis  in  ihrem  Scheitel)  mm  Durch- 
messer hat. 


*  Man  most  hierbei  beachten,  dau  infolge  843)  - 


r(t  +  .),. 


=  ai-(i-7)üt 
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Genau  ebenso  ergiebt  sieb  für  das  Doppelpaar  Z, ,  Z',  :* 


2.: 


y= 


t,  =  -^2r(«  +  r)f, 
e  +  r  c+3r 


;»  t= 


K'2r(e+r)f        2^2r(e+r)[' 


r,: 


v'=  +  >/2rie  +  r)| , 
e+r         ,  e+3r 


y  =  - 


;»  f  =  — 


^2r(e+r)f  2>^2r(e+r)f' 


257)        A  =  0,    E  =  -(*-^y; 


e  +  3r 


«'=-Y-  +  »/2r(e  +  r)|, 


•'=(e-r)(^%^/27i;T7y|), 
A'=0,    E'=-(^0' 


T«  = 


e  +  Sr 


xb  = 


e  +  3r 


rif  =  e  +  3r-?/2f(e  +  f)f. 
To  =  >/2r(e  +  r)f; 


2 


e  — r       q    <r 


\x  =  -(e  +  r)  +  2/27(rfr)f. 


rV=e  +  3r  +  /2r(e-hr)f, 

)ro'=->/2r(c  +  r)f; 

'     ,/n — n     ^'     e  —  r        g    <j* 

fr  =  e  +  r, 

U  =  -(e  +  r)-2/2r^c"TOf. 
Der  zerfallende  Kegelschnitt  besteht  ans  den  beiden  der  )^  •  Axe  parallelen 
Greraden  durch  den  Doppelpunkt  und  den  Scheitel  der  Curve.  Alle  Parabeln 
(und  mithin  auch  der  Schnittpunktskreis)  sowohl  bei  Zj  als  bei  Z'i  laufen 
durch  den  Doppelpunkt,  so  dass  nur  zwei  eigentliche  Berührungspunkte  für 
jede  übrig  bleiben.  Beide  Systeme  sind  imaginttr,  sobald  e<— r  ist,  wie 
zu  erwarten  war  (nur  die  zerfallende  Parabel  ist  alsdann  reell). 

Für  die  bekannteste  dieser  Curven,  nttmlich  die  Eissoide,  ist  e  =  r, 
so  dass  hier  Z^  mit  Z  zusammenfällt  (Geradenbüschel  durch  die  Spitze!), 
ebenso  Z'|  mit  Z'.  Drei  Axenbrennpunkte  liegen  in  der  Spitze  ^  der  vierte 
bei  ):  =  — 6r.     Die  Systeme  Z  und  Z^  sind  dann  wie  folgt  bestimmt: 


Z: 


258) 


rÄ  =  rif  =  Xo  =  2r, 

«=:0,    ^  =  -2r— »  p  =  0 

n 


{ 


r  =  2r, 
r  =  2r. 


r: 


g=4r,   r=A'=r=o, 

%B-  =  2r,    XM-  =  6r,     rc  =  —  2r, 
5'=4r,    f=0,    p  =  4rx, 

r  =  2r, 
r  =  —  6r. 


*  Die  Werthe  ron  s,  «',  t,  f  ergeben  neb  leiebt  ans  den  Beziebongen 
E  =  E'=-a2',  r={e-r)a,  r=(«-r)s!'. 
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Z  besteht  also  ans  Parabeln  mit  gemeina&mem  Scheitel.    Die  Gleichim^  ^ 
Curve  ist  dabei 
259}  r(r»  +  ^*)-6cr»  +  12r»r-8r»  =  0. 

Im  allgemeineQ  Falle  iet  die  Gleicbung  (b.  dos  System  £]  t  =  {r  —  f]ii 
—  (r+e) —  nichts  Anderes,  als  die  Qleichnng  der  Cnrre  in  Folarcoordi- 
naten. 

%  3.  Zweites  Beispiel:  Kreis  and  Gerade. 

Die  Gleichungen,  die  dieses  Beispiel  betreffen,  können  zwar  auch  doreh 
Grenzübergang  aus  denen  des  vierten  Beispieles  S,  75  flg.  abgeleitet  werden, 
doch  ist  gegenwärtig  die  Anwendung  der  Gl.  245)  bis  251)  TOrxniieben. 
Die  Schnittpunkte  der  Geraden  ^  die  wir  zur  ^-Äxe  nehmeB  —  mit  dem 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  positiven  r-Axe  liege,  sind  wieder  viv- 
facbe  Brennpunkte,  ebenso  ihre  Autipuckte.  Der  Halbmesser  des  Eredse« 
sei  r,  die  Abscisse  seines  Mittelpunktes  e(^ 0).  Ist  e> »",  so  sind  die 
reellen  Brennpunkte  l)  =  0,  t  ==  +  ^*—  r'*,  wenn  e<r  iat;  i  =  0, 
p  ^  +  j/r*  —  e'f.  Der  endliche  Doppelbrennpunkt  ist  der  Mittelpunkt  d« 
Kreises. 

Die  Gleichung  der  Curve  ist 
260)  T(r*  +  Ij»)  -  2ei»  +  (e*  -  Hn  =  0, 

sodass  ?l  =  _4e,     e  =  e*-r>,     15  =  0 

gesetzt  werden  mnss.    Hiemach  werden  Gl.  245)  und  Gl.  250): 

Y»-Y'(e*-r*)  =  0,     P— 8Pe  +  4?{5c»-r»)-16e(e»  — r»)  =0 
°^'"'  ■r(Y-(e»-r'))  =  0,     l.i-4cj(y-2e)*-4r*)  =  0, 

nnd  haben  die  Wurzeln 

Y»  =  0,     T=e«-r»;        l  =  2(e  +  r},    l=U 

Die  ersten  beiden  Wurzeln  hier  und  dort  geben  die  beiden  Systeme, 
die  sich  selbst  conjugirt  sind;  die  dritte  giebt  links  ein  Systempaar,  das 
den  Axenbrennpankten ,  rechts  eine),  das  den  Schnittpnnkten  des  Kreises 
mit  der  Geraden  als  Brennpunkten  entspricht  Wir  bezeichnen  wieder  das 
erste  mit  Z  (=!').  das  zweite  mit  Z,  (^Z",),  das  dritte  links  mit  Z,, 
Z",.  Fflr  Z  nnd  Z,  erh&lt  man  links  nach  246)  t  =  oo,  y  =  <^,  also  wenn 
maiitimcv=f,  Itm^v^jr  setzt,  ans  244):  2f+g=  —  2e,  2/'^=e*  — r*, 
nnd  dabei  «  =  —  /",  r=2f(s  —  f),  E  =  -f*  nach  243).    Zunächst  berech. 

net  man  f,g:  f= g-.  g  =  r—e  für  Z,  f=^-^t  y  =  _(r  +  e)  (Br 

Z,.    Auf  diese  Weise   gewinnt  man  fttr  Z  und   Z,   folgende  Werthe   der 
Constanten: 


261) 


m'' 


Axenbrennpnnkte : 


-    109    — 


—  ä\8 


Z,:     g  =  ?^,  r=i2-^(e  +  3r),     A  =  0.     E  =  -(^) 


262) 


e  —  r 


X. 


4       X 
Axenbrennpankte:  r=  +  y^  —  r*\» 

Alle  Parabeln  von  Z  nnd  Z|  gehen  durch  die  Schnittpunkte  des  Kreises 
und  der  Geraden.  Bei  Z^  wird  der  Kreis  durch  alle  Parabeln  von  aussen 
berührt,  bei  Z  einschliessend ,  vorausgesetzt,  dass  e>r.  Die  zerfallende 
Parabel  besteht  aus  der  ^-Axe  und  der  dazu  parallelen  Kreistangente  im 
Punkte  y  =  c  +  r  bei  Z ,  bez.  r  =  e  —  r  bei  Z^ .  Der  Schnittpunktskreis  von 
Z  ist  stets  reell,  der  von  Zj  nur  dann,  wenn  r^ e.  —  Genau  dieselben 
Formeln  261),  262)  folgen  auch  aus  251)  vermittelst  1  =  2(6  + r).  — 
Im  üebrigen  lässt  sich  Alles  hierher  übertragen,  was  S.  79 — 81  gesagt 
wurde. 

Wir  kommen  nun  zum  Sjstempaare  Zg ,  Z'g :  Y=  c*  —  r*,  v  =  +  j/e^—f^]. 

Aus  246)  zieht  man  y  =  0,  «s=j+ --r===i>  also  nach  247),  235)  u.  s.w.: 


^?^=^ 


Z,: 


r=-2c(c-/c«-r-f), 
A  =  0,    E  =  -r». 

XB  =  c,    rjif  =  2e  — /c*  — r*f, 

26H)  TG  =  V^^'^^, 

*  9. 

<  =  — ex  — y— ,    p  =  qx. 


r,: 


<=— ex  — 4-' — »    p=qK. 

u        X 

Während  jede  Parabel  der  Systeme  Z  und  Z^  die  Gerade  gar  nicht 
und  den  Kreis  an  einer  Stelle  berührt,  berühren  die  Parabeln  von  Z^,  Z', 
die  Gerade  an  einer,  den  Kreis  an  zwei  Stellen.  Die  Hyperbeln,  die  die 
Berührungspunkte  ausschneiden,  zerfallen.  Die  Schnittpunktskreise  gehen 
durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden  und  des  Kreises.  Die  zerfallende 
Parabel  besteht  aus  den  beiden  zur  Geraden  parallelen  Kreistangenten.  Die 
Parabeln  Z^  haben  ausnahmslos  reelle,  die  Z'j  ^^^  ^^°^  Theile  imaginäre 
Berührungspunkte  mit  dem  Kreise,  wenn  e^r.  Im  letzteren  Systeme  giebt 
es  daher  zwei  reelle  hyperosculirende  Parabeln;  ihre  Berührungspunkte 
(Scheitel)  ergeben  sich  als  Berührungspunkte  der  Tangenten,  dlb  vom  Brenn- 
punkte T  =  —  >^«*  — f*f  an  den  Kreis  gezogen  wip«^*"  '        *- 


Brennpunkte :         '^ L  ^  =  0. 
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WenD  e<ir  ist,  sind  beide  Systeme  imaginSr. 

Zum  Schlosse  mQge  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  die  beiden  SjsteiH  i 
TOD  pHrabelQ  ergeben,  die  aoB  den  Geraden  durch  den  einen  oder  ander 
Schnittpunkt  des  Kreises  mit  der  Geraden  bestehen,  Nimnat  maa  cänüicb 
die  Wnrzel_/  =  4f  (S.  108),  so  erhält  man  unmittelbar  aas  251)  ^=0, 
M=  +  j/r^  — f',  denn  es  ist  M  =  -  4e,  E  =  — (r*  -~e*).  Die  beiden 
Systeme  sind  symmetrisch  zu  einander  mit  Besiebang  auf  die  i-Aie,  wes- 
halb wir  nur  das  eine,  dag  dem  aaf  der  positiven  Q- Axe  liegenden  Schnitt- 
punkte  entspricht   (« = +  ^'i*'  — e'),    weiter   verfolgen.      Mao    erhSlt   iwar 

r 


=  A  =  0,   aber    —  =  i  =  4e,    —  =  2M  =  2(/r*  — e*f ;    demnach     ist   äaa 
q  '     q 

System  folgend ermassen  analytisch  ausgedrückt:  , 

9=0,     r=A  =  E  =  0; 
r£  =  XiM  =  rc  =  0,     5g  =  ij),  =  \)g  =  yr*~e*fi  | 

8^0,  (^2(eK  +  J'V  — e*fff)  (nnr fttr  q»  = -^  unbestimmt),  J»  =  0; 
Brennpunkt«:   i  =  0,     ^  =  /r*  —  ^^. 
Dabei  ist  ip  von  der  geraden  Linie  durch  den  Sclmittpnnkt  1)  ^  J^r*  —  f^f, 
die  der  negativen  r-Axe  parallel  ist,  aus  gerechnet. 

Alles ,  waa  über  das  Beispiel  5.  75  flgg.  und  hier  Ober  das  Beispiel  3 
entwickelt  worden  ist,  lässt  sich  hinterher  ohne  Mühe  ancb  rein  synthetiaeb 
beweisen. 


264) 


Sehlnssbemerkni^. 

Von  den  S&tzen,  die  sich  daroh  üebertragnng  des  ersten  Abschnittes 
dieser  Abbandlnng  anf  die  allgemeinen  Gurren  vierter  Ordnung  vom  Ge- 
scblecbte  1  ergeben,  sind  namentlich  die  tlber  die  Doppel tangenten  von 
Interesse. 

Gegeben  sei  eine  Cnrve  vierter  Ordunng  g  vom  Oeschlechte  1.  Dann 
giebt  eB  vier  Kegelschnitte,  die  durch  die  beiden  Doppelpunkte  und  je  vier 
von  den  16  gegenseitigen  Schnittpunkten  iS  der  Tangenten  laufen,  die  sich 
von  den  Doppelpunkten  an  die  Curve  legen  lassen.  Die  Pole  der  Ver- 
bindnngsgeniden  d  der  Doppelpunkte  mit  Beziehung  auf  diese  vier  Kegel- 
schnitte seien  P^,  Pj,  P,,  P^.  Die  je  zwei  Tangenten  an  die  Cnrve  in 
den  Doppelpunkten  selbst  haben  vier  gegenseitige  Schnittpunkte;  verbindet 
man  diese  kreniweise  mit  einander  durch  gerade  Linien,  so  ergiebt  sich 
als  Schnitt  beider  ein  neuer  Punkt  D.  Dann  gelten  folgende  S&tie  fUr  die 
Doppeltangenten  der  Curve  6: 

I.  Von  den  38  gegenseitigen  Schnittpunkten  der  acht 
Doppeltangenten  fallen  vier  mit  P,,  Pf,  Pj,  P,  lusammeo;  die 
Übrigen  24  liegen  zn  je  vier  aaf  sechs  Kegelschnitten,  die  sich 
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gegenseitig  in  den  Doppelpunkten  berühren.  Der  gemein- 
same Pol  der  Verbinduiigsgeraden  d  der  Doppelpunkte  mit 
Beziehung  auf  diese  sechs  Kegelschnitte  fttllt  mit  D  zusammen. 
(Die  Schnittpunkte  irgend  eines  Doppeltangentenpaares  mit 
d  liegen  harmonisch  zu  den  Punkten,  in  welchen  die  Geraden, 
deren  Schnittpunkt  D  ist,  d  treffen.) 

II.  Es  giebt  24  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  durch  die 
Berührungspunkte  eines  Doppeltangentenpaares  und  noch 
durch  vier  von  den  Schnittpunkten  8  hindurchgeht.  Jeder 
Punkt  8  liegt  auf  sechs,  jeder  Doppeltangentenberührungs- 
punkt ebenfalls  auf  sechs  von  diesen  24  Kegelschnitten. 

Leipzig,  im  September  1889. 
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